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Généralités

La notion de module est la généralisation naturelle de celle d’espace vecto-
riel. Elle est absolument fondamentale, par exemple en géométrie algébrique
et en théorie des nombres. Dans toute la suite, A désigne un anneau commu-
tatif, que I'on sera parfois amené a supposer non nul.



1.1. Premiéres notions

Définition 1.1 Un A-module (M, +,.) est un ensemble équipé d’une loi in-
terne + et d’une loi externe A x M — M, (o, m) — a.m (qu’on abrégera le
plus souvent en am) vérifiant :
— (M, +) est un groupe abélien.
— On a en plus les quatre propriétés suivantes :
1. a(m+m') = am + am’
2. (a4 pB)m=am+ fm
- (af)m = a(Bm)

4. 1m=m

w

pour tous «, 5 € A et tous m,m’ € M.

Remarque 1.2 Comme A est supposé commutatif, il n’y a pas lieu de distin-
guer entre modules a gauche et a droite (pour A non commutatif, le troisiéme
axiome serait différent pour un module a droite).

Définition 1.3 Soit M un A-module. Un sous-module N de M est un sous-
groupe de (M,+) qui est en plus stable pour la multiplication externe par
tout élément de A.

Autrement dit une partie N de M est un sous-module si et seulement s’il
contient 0, et si pour tous z,y de N et tout a de Aona:z+y € N et
ar € N.

Exemple 1.4 a) A est un A-module, 'opération externe étant la multipli-
cation dans A.

b) Tout groupe abélien M peut étre considéré comme un Z-module pour
la loi externe : a.m = am.

c¢) Soient n > 0 et M un groupe abélien de n-torsion, c’est-a-dire tel que
nx = 0 pour tout x de M. Alors M est un Z/nZ-module pour la loi a.z = ax,
ol a € Z a pour classe & dans Z/n’Z.

d) Soit I une partie de A. Alors I est un sous A-module de A si et
seulement si c’est un idéal de A.

e) Soit (M;);esr une famille (finie ou non) de A-modules. Alors I’ensemble
produit [],.; M; est un A-module pour les lois évidentes; on I'appelle le
A-module produit des M;.

f) Soit S une partie d'un A-module M. Alors le sous-module engendré
par S est I’ensemble des combinaisons linéaires ) o avgs, ot (arg)ses est une
famille presque nulle d’éléments de A. C’est le plus petit sous-module de M
qui contient S. Cette notion est surtout utile quand S est fini.



Définition 1.5 Un homomorphisme (ou morphisme) de A-modules est une
application f : M — M’ entre deux A-modules qui vérifie : f(z +y) =
f@)+ f(y) et f(a.x) = a.f(x) pour tous x,y de M et tout a de A. On note
ker f := f~1({0}) le noyau de f et Im f := f(M) son image. Ce sont des
sous-modules de M, M’ respectivement.

Au lieu de morphisme de A-modules, on dit parfois application A-linéaire.
On a bien str les notions d’isomorphisme et d’automorphisme de A-modules.
On a aussi le théoréme de factorisation habituel (preuve immédiate) :

Proposition 1.6 Soient M un A-module et N un sous-module de M. Alors
le groupe quotient M /N, équipé de la loi externe c.im = azm est un A-module,
appelé module quotient de M par N. Si f : M — M’ est un morphisme de A-
modules, il existe un unique morphisme f : M/ ker f — M’ tel que f = for,
ouvm: M — M/ker f est la surjection canonique. De plus f est injective
d’image Im f.

Remarque 1.7 Si f : M — M’ est un morphisme de A-modules et N est
un sous-module de M inclus dans ker f, alors f se factorise encore par un
morphisme M/N — M’ d’image Im f (on perd par contre linjectivité qui
est valable quand N = ker f).

La définition suivante est analogue a celle qu’on a dans les espaces vecto-
riels :

Définition 1.8 — Soit (M;);e; une famille de A-modules. La somme
directe ("externe") des M; est le sous module @, ., M; du produit
[I;c; M; constitué des familles (m;);c; presque nulles. Si I est fini, la
somme directe coincide avec le produit direct. Notons que chaque M;
se plonge dans @,.; M; en envoyant m; sur I’élement dont toutes les
composantes sont nulles sauf celle en ¢ qui vaut m;. Du coup, on peut
écrire tout ¢lément de @, ; M; de fagon unique sous la forme ), _, m;
avec m; € M; et la famille des m; presque nulle.

— Soit (M;)ier une famille de sous-modules du A-module M. Alors le
sous-module somme ) .., M; est le module engendré par la réunion
des M;. Plus explicitement, c’est I’ensemble des sommes ) .., m;, oll
(m;);es est une famille presque nulle avec m; € M; pour chaque i € I.
Si de plus la condition ), ; m; = 0 implique m; = 0 pour tout ¢,
on dit que la somme des M; est directe; dans ce cas Ziel M; est
isomorphe & la somme directe externe @,_; M;, et on notera &,_, M;
pour » .., M; ("somme directe interne").



On notera que deux sous-modules M;, Ms d’'un A-module M sont en
somme directe si et seulement si M; N M,y = {0}, mais ceci ne se généralise
pas a plus de deux sous-modules. D’autre part si M = M; @ My, alors M /M,
est isomorphe a M, (via la projection sur Ms) mais contrairement au cas
des espaces vectoriels, il n’y a pas de réciproque® (par exemple Z n’est pas
isomorphe & la somme directe externe de nZ et Z/nZ puisque Z n’a pas
d’élément non nul annulé par n).

Remarque 1.9 Pour toute famille de morphisme de A-modules f; : M; —
N, il existe un unique morphisme f de &@,.; M; dans N qui induit le mor-
phisme f; sur chaque M; (identifié¢ a un sous-module de ,_; M;) : f est défini
par f(>_,m;) =), film;). C’est ce qu'on appelle la propriété universelle de
la somme directe. On note f = @, ; fi- Le produit direct [ [, M; vérifie quant
a lui une propriété universelle "dans I'autre sens" : pour toute famille de mor-
phismes g; : N — M;, il existe un unique morphisme N — [], M; qui induit
g; en composant avec la projection sur M;.

1.2. Interméde : déterminant d’une matrice a valeurs
dans un anneau commutatif

On va avoir besoin d’étendre aux anneaux commutatifs quelconques les ré-
sultats classiques sur le déterminant des matrices a coefficient dans un corps.
On commence par généraliser aux modules la notion de forme n-linéaire :

Définition 1.10 Soit A un anneau commutatif. Une application n-linéaire
(bilnéaire si n = 2, trilinéaire si n = 3) d’'un A-module M dans un A-module
N est une application f: M™ — N qui vérifie, pour tout entier j € {1,...,n}
et tout (z1,...,2;-1, %41, ..., ,) de M™ que application

T — f(.’lfl, vy s L1, Ty L1y ooy SL’n)

est A-linéaire de M dans N. Quand N = A, on parle de forme n-linéaire.
Une forme n-linéaire f est dite alternée si f(xq,...,x,) = 0 dés qu’il existe
i # J avec x; = T;.

On définit anneau M, (A) des matrices (n,n) & coefficients dans A de
la fagon habituelle. Le déterminant d’une matrice M = (a;;)1<ij<n € M, (A)
est alors défini par la formule usuelle :

1. Autrement dit : une suite exacte d’espaces vectoriels est toujours scindée, mais pas
une suite exacte de A-modules.



Les propriétés usuelles du déterminant sont en général montrées quand A est
un corps en utilisant les propriétés des espaces vectoriels, dont certaines ne
sont plus valables dans le cadre général ot nous sommes. Il est possible de
développer les propriétés des formes n-linéaires alternées sur A™ et d’obtenir
ainsi ces résultats. Nous allons ici utiliser une autre approche, consistant a
se ramener au cas ol A est un corps.

Theoréme 1.11 a) Si M et N sont deux matrices de M, (A), alors

det(MN) = det M. det N.

b) L’application qui associe a n vecteurs-colonne (resp. ligne) le détermi-
nant de la matrice M formée avec ces vecteurs est une forme n-linéaire alter-
née sur A". En particulier, on ne change pas le déterminant d’une matrice
M € M, (A) en ajoutant & une colonne (resp. a une ligne) une combinaison
linéaire des autres.

¢) On peut calculer le déterminant d’une matrice quelconque M de M, (A)
en développant par rapport a une ligne ou une colonne, avec la méme formule
que quand A est un corps.

d) Soit M € M,(A) et M la matrice complémentaire de M (transposée
de la matrice des cofacteurs de M ), alors

MM = MM = (det M)I,.

Démonstration :  Tous les énoncés se prouvent par la méme technique :
on observe d’abord que si A est un anneau intégre, on peut le voir comme
sous-anneau de son corps des fractions K, et les formules découlent alors
immédiatement du cas d’un corps. De plus, on voit immédiatement que si un
de ces énoncés est vrai pour un anneau A, il est vrai aussi pour tout anneau
quotient A/I (ou I est un idéal de A). En particulier, on a le résultat pour
tout anneau A qui est un quotient de 'anneau intégre Z[ X1, ..., X, (ou r est
un entier), c’est a dire qui est de type fini en tant que Z-algébre.

Maintenant, il suffit de remarquer? que pour démontrer par exemple
I'énoncé a), il suffit de remplacer A par le sous-anneau de A engendré par
les coefficients de M et N (lequel est par définition une Z-algébre de type
fini). De méme pour b), c), et d) en remplagant A par le sous-anneau de A
engendré par les coefficients de M.

0

2. On peut aussi simplement observer que A est isomorphe & un quotient d’un anneau
de polynomes sur Z (en général & une infinité d’indéterminées).



Noter qu’on peut aussi démontrer par ce procédé le théoréme de Cayley-
Hamilton sur un anneau commutatif A quelconque : pour toute matrice M €
M,,(A) de polynéme caractéristique xns € A[X], on a x (M) = 0.

1.3. Modules libres, modules de type fini

Définition 1.12 Un A-module M est dit de type fini s’il existe une partie
finie S de M tel que M soit engendré par S. Il est dit libre s’il admet une
base, i.e. une famille (x;);cs telle que tout élément x de M s’écrive de maniére
unique x = Y ., a5, avec (a;);er famille presque nulle d’éléments de A.

Remarque 1.13 a) On verra que si M est libre et de type fini, alors il admet
une base finie mais pour I'instant cela n’a rien d’évident !

b) Dire que (x;);c; est une base équivaut au fait que la famille (z;) soit
a la fois génératrice et libre, ce dernier point signifiant que la condition
Y e @iz = 0 implique que la famille presque nulle (a;) est nulle.

c) Un A-module M admet une base de cardinal n si et seulement s’il
est isomorphe a A". Plus généralement il admet une base de cardinal I si
et seulement 'l est isomorphe & AY) (ensemble des familles (oy);c; presque
nulles dans A').3

d) Un A-module M est de type fini si et seulement s’il s’écrit comme
quotient de A™ pour un certain n > 0. On ne confondra pas cette notion
avec celle de A-algébre de type fini rencontrée dans le cours sur les anneaux
(qui correspond & étre un quotient de 'anneau de polynémes A[X7, ..., X,]).

Quand une A-algébre est de type fini en tant que A-module, on parle parfois
de A-algebre finie.

Exemple 1.14 a) Z/nZ est un Z-module de type fini (il est engendré par
1), mais il n’est pas libre car dans un Z-module libre, la condition ax = 0
implique a =0 ouz =0sia € Z, x € M (on dit qu'un tel module est sans
torsion. C’est plus généralement le cas dans tout module libre sur un anneau
integre).

b) Bien que le Z-module Q soit sans torsion, il n’est pas libre car il est
divisible : si n > 0, tout élément x de Q s’écrit ny avec y € Q, ce qui
n’est pas possible dans un Z-module libre (prendre un élément dont l'une
des composantes sur la base est 1 et n > 2). On verra que sur un anneau
principal, un module de type fini et sans torsion est libre.

c¢) De maniére immédiate, un quotient d’un module de type fini est encore
de type fini.

3. Attention, si I est infini, il n’y a aucune raison que A’ soit libre. On peut par exemple
montrer (difficile) que ZN n’est pas un Z-module libre.



d) Si A est un anneau non noethérien, un idéal de A qui n’est pas engendré
par un nombre fini d’éléments n’est pas de type fini comme A-module, bien
que ce soit un sous-module de A (qui est engendré par 1). On verra que si A
est noethérien, un sous-module d’'un module de type fini sur A est encore de
type fini.

e) Soient A un anneau et B une A-algébre. Supposons que B soit un
A-module de type fini. Alors tout B-module M de type fini est aussi un
A-module de type fini. En effet, si (mq, ..., m,) engendre le B-module M et
(b, ..., b.) engendre le A-module B, on voit immédiatement que la famille
(bim;) (pour 1 <i <retl<j<n)engendre le A-module M.

Ainsi, la situation est beaucoup moins bonne pour les modules que pour
les espaces vectoriels. Il y a quand méme un énoncé qui est vrai en toute
généralité, c’est que les bases de M sont finies et de méme cardinal si M est
libre et de type fini. C’est 'objet du théoréme suivant :

Theoréme 1.15 Soit A un anneau commutatif non nul. Supposons qu’il
existe un morphisme surjectif de A-modules f : A" — A®. Alorsr > s.

Démonstration : Nous allons donner deux preuves. La premiére consiste
a se ramener au résultat connu pour les espaces vectoriels, la seconde a ef-
fectuer un calcul matriciel utilisant les propriétés du déterminant.

Preuve 1 : Comme A # {0}, A posseéde au moins un idéal maximal [
(ce résultat utilise le théoréme de Zorn en général, mais il est immeédiat si
A est noethérien). Pour tout A-module M, on définit le sous A-module M
comme le module engendré par les im pour i € I et m € M. Alors M/IM
est un espace vectoriel sur le corps K := A/I via am :=am, a € A, m € M.
On applique cela & M = A", N = A®. Le morphisme surjectif de A-modules
f : M — N induit un morphisme f de K-espaces vectoriels M/IM — N/IN
défini par f(m) = f(m) et il est clair que f est encore surjectif. Comme
M /IM est isomorphe & K" (on envoie la classe de (ay, ..., a,) sur (ay, ..., a,)),
on obtient un morphisme surjectif de K-espaces vectoriels de K" sur K°,
donc r > s par la théorie de la dimension (théoréme du rang).*

Preuve 2 : Soit B € M,,(A) la matrice de I'application A-lin¢aire f :
A" — A®. Comme f est surjectif, les éléments €1, ..., €, de la base canonique

4. Quand nous aurons vu la notion de produit tensoriel, nous pourrons reformuler
cette démonstration : on tensorise M et N par le A-module K = A/T; or, cette opération
préserve le caractére surjectif (mais pas injectif en général) des morphismes, et transforme
A" en K. Noter que si A n’est pas intégre, on ne peut pas faire la méme chose en utilisant
un corps de fractions.



de A® ont chacun un antécédent par f, d’ou des vecteurs colonnes X, ..., X,
de A" tels que BX,; = ¢;. La matrice C' de M, ;(A) dont les vecteurs colonnes
sont les X; vérifie alors BC' = I,. Si on avait s > r, on pourrait considérer la
matrice B; obtenue en ajoutant s — r colonnes nulles & B, et la matrice C}
obtenue en ajoutant s — r lignes nulles a C, et on aurait encore B;Cy = I,
avec By et C] dans M (A). Mais alors det By det C; = 1 (qui est non nul car
A n’est pas nul!), ce qui est impossible vu que d’aprés le théoréme 1.11, une
matrice qui a une ligne ou une colonne nulle a un déterminant nul.

0

Corollaire 1.16 Soit M un module sur un anneau non nul A. St M est de
type fini et admet une base, alors cette base est finie. On dit dans ce cas que
M est libre de type fini, et toutes les bases de M ont le méme cardinal, qu’on
appelle le rang de M.

Démonstration :  Soit 7 un entier. Notons d’abord que si M posséde une
base (finie ou non) de cardinal > r, alors il existe un sous-module N de M tel
que M/N soit isomorphe & A" (il suffit de prendre 7+ 1 éléments ey, ..., €,
dans la base, et de choisir pour NV le sous-module consitué des m de M dont la
composante sur e; est nulle pour tout ¢ de [1,r+1]). Ceci dit, supposons que
M soit engendré par une famille finie (fy,..., fr). Alors on a un morphisme
surjectif de A-modules u : A" — M défini par u(as,...,a,) = Y., a;f;. Si
M possédait une base infinie (en particulier de cardinal > r), on aurait un
quotient M/N tel que M/N soit isomorphe & A™"!. En composant u avec
la surjection canonique M — M /N, on obtiendrait alors une application A-
linéaire surjective de A™ dans A", ce qui contredit le théoréme 1.15. Ainsi,
si M admet une base, cette base est finie. Le fait que les bases aient toutes
le méme cardinal résulte alors immédiatement du théoréme 1.15.

0

1.4. Sous-modules sur un anneau noethérien

Bien que dans un module libre de type fini sur un anneau commutatif
non nul A, toutes les bases aient méme cardinal, on ne peut espérer avoir des
résultats sur les sous-modules comparables a ceux dans les espaces vectoriels :

Exemple 1.17 On observe que 2Z est un sous Z-module strict de Z, bien
qu’ils aient tous deux pour rang 1 (le premier admet pour base {2}, le
deuxiéme {1}). Ainsi 2Z n’a pas de supplémentaire dans Z, car un tel sup-
plémentaire N serait alors isomorphe & Z/2Z, alors que Z n’a pas de sous-
module isomorphe & Z/2Z (il n’a pas d’élément non nul = tel que 2z = 0).



Par conséquent, la famille libre (2) ne peut pas étre complétée en une base
de Z. D’autre part, si A n’est pas noethérien, le A-module A est libre de rang
1 mais a des sous-modules (=idéaux de A) qui ne sont pas de type fini.

Remarque 1.18 On peut montrer (en utilisant des calculs un peu fastidieux
sur les déterminants; voir exercice en TD...) que si P est une matrice de
M,.(A) et f est lapplication A-linéaire A" — A" qu’elle induit, alors f est
injective si et seulement si det A est non nul et non diviseur de zéro dans
I'anneau A. On en déduit que si f : A" — A® est linéaire injective (avec
I'anneau A non nul), alors r < s car si on avait r > s, la matrice obtenue
en rajoutant r — s lignes nulles & la matrice de f représenterait encore une
application linéaire injective (car elle représenterait le composé de f avec
I'injection A® — A" définie par z +— (z,0,0,...)) et serait de déterminant nul.
Ainsi, si M est un sous-module libre de A*; alors son rang r est au plus s
puisque M ~ A". En particulier un idéal I d’'un anneau A ne peut pas étre
un A-module libre s’il n’est pas engendré par un seul élément. On ne peut
donc espérer un énoncé positif que pour les anneaux principaux; on verra
que c’est effectivement le cas.

Theoréme 1.19 Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type
fini. Alors tout sous-module de M est de type fini.

Démonstration : Comme M est de type fini, on peut I’écrire comme un
quotient A" /M’ avec M’ sous-module de A" ; un sous-module de A" /M’ est
de la forme N'/M’, avec N’ sous-module de A" contenant M’. Ainsi il suffit
de prouver le résultat pour M = A" car un quotient d’un module de type fini
est encore de type fini.

On montre cela par récurrence sur r. Pour r = 1, c’est la définition
d’un anneau noethérien. Supposons le résultat vrai pour tout entier < r, et
soit N un sous-module de A”. Appelons M; le sous-module de A" constitué
des (a,0,0,..,0) avec a € A, alors M; est isomorphe a A. D’aprés le cas
r =1, Ny := N N M; est de type fini. D’autre part 'application linéaire
m: N — A"/M; qui & x associe T a pour noyau Nj; le module A" /M; est
isomorphe a A", donc Im7 est de type fini par hypothése de récurrence.
Soit (Z1, ..., T,) une famille finie engendrant Im 7 (z; € N) et (y1, ..., Ym) une
famille finie engendrant Ny, alors (xq, ..., Ty, Y1, ..., Ym) engendre N.° En effet,
siz € N, on peut écrire T = Y, a;T; avec les o; dans A, ce qui signifie que

T
T = g Q;x; + Y,
i=1

5. Plus généralement si 0 — M; — M — My — 0 est une suite exacte de A-modules,
il est clair que le fait que M7 et M soient de type fini implique que M est de type fini.




avec y € (N N M;) = Ny, puis

T = Z ;i + Zﬁiyia
i=1 i=1

avec les (3; dans A.
O

Remarque 1.20 a) Noter qu’'on peut avoir besoin de plus de générateurs
pour un sous-module de M que pour N, prendre par exemple un idéal de A
qui n’est pas principal. On verra que précisément, cette difficulté disparait
quand ’anneau A est principal.

b) Un module M sur un anneau commutatif A est dit noethérien si tout
sous-module de M est de type fini (ou de fagon équivalente si toute suite
croissante de sous-modules de M est stationnaire). Le théoréme 1.19 signi-
fie que tout module de type fini sur un anneau noethérien est un module
noethérien.

2. Produit tensoriel

2.1. Introduction

La notion de produit tensoriel est un peu difficile & appréhender au début,
mais elle se révele indispensable quand on veut traiter de sujet avancés en al-
gébre (notamment en théorie des nombres ou en géométrie algébrique). Nous
nous contenterons dans ce cours d’une initiation, consistant en les propriétés
de base et quelques exemples. Il nous a par contre semblé important de ne
pas nous limiter au cas des espaces vectoriels sur un corps, qui est vraiment
trop restrictif (d’autant que sur un corps on peut souvent utiliser le calcul
matriciel, sans avoir vraiment besoin de la notion de produit tensoriel).

Avant de rentrer dans les détails, signalons dés & présent quelques exemples
(vus précédemment dans ce cours, ou encore les années antérieures) ou le
produit tensoriel est sous-jacent :

— Complexifié¢ d'un espace vectoriel réel.

— Quand A est un sous-anneau d’un anneau commutatif B, regarder une
matrice a coefficients dans A comme étant aussi a coefficients dans B.

— Preuve 1 du théoréme 1.15.

Dans toute cette section, A désigne un anneau commutatif.
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2.2. Produit tensoriel de deux modules

Rappelons d’abord une définition déja rencontrée quand L = A :

Définition 2.1 Soient M, N, et L des modules sur I'anneau commutatif A.
Une application f: M x N — L est dite A-bilinéaire (ou bilinéaire si A est
sous-entendu) si pour tous m € M,n € N, les applications f(m,.) et f(.,n)
sont A-linéaires de N (resp. M) dans L.

Soient M et N deux A-modules. On cherche & construire un A-module
H, équipé d’une application bilinéaire ® : M x N — H, vérifiant la propriété
universelle suivante :

(P) Pour tout A-module L et toute application bilinéaire f : M x N — L,
il existe un unique morphisme de A-modules f: H — L tel que f = f o ®.

Explicitement, étant donnés f et @, on veut qu’il y ait toujours une unique
application A-linéaire f qui fait commuter le diagramme :

MxN-1-p

| A

H

Theoréme 2.2 Un tel module H existe et est unique a isomorphisme pres.
On Uappelle le produit tensoriel des deuxr A-modules M et N, et on le note
M ®4 N.

Démonstration : Si H et H' vérifient tous deux (P) (avec des applications
bilinéaires associées ® et @), alors on applique d’abord (P) a (H,®) en
prenant pour f lapplication bilinéaire @', d’ou une application A-linéaire
®' : H — H’ rendant le diagramme suivant commutatif :

Mx N2 H
g
@/
H

On a ainsi une factorisation @' = ®od;ona de méme par symétrie une
application A-linéaire ® : H' — H telle que & = ® o &’ Ainsi

Podod=>Pod =,

ce qu'on peut récrire Idg o & = ((f ) (IS’) o ®. L’unicité dans la propriété
universelle (P) (appliquée au couple (H, ®) avec 'application bilinéaire f =
®) donne alors o ®’ = Idy et de méme &' o d = Idy, d’oit un isomorphisme
entre H et H'.
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Montrons maintenant I'existence de (H, ®) vérifiant (P). On considére le
A-module AM*N) des familles presque nulles d’éléments de A indexées par
M x N, dont on note (€;,)y)ecmxn la base canonique (toutes les compo-
santes de e, sont nulles sauf celle sur (x,y) qui vaut 1). On note alors H le
quotient de AM*N) par le sous-module R engendré par les éléments d’une
des formes suivantes :

Cxi+ao,y — Cary T Caoy Cxyitye T Cxyr T Caxyos Camy T Ay Cxiay — (Cgy,

avec T1, T, T € M, y1,y2,y € N et a € A.

Soit alors 6 : M x N — AN Papplication qui envoie (z,y) sur e,,.
Elle n’est pas a priori bilinéaire, mais si on note ® : M x N — H ’application
induite par 6, qui envoie (x,y) sur l'image €,, de e, , dans H = AMN) /R,
alors ® est bilinéaire par définition de R.

Si maintenant f : M x N — L est une application bilinéaire, le morphisme
u de A-modules AM*N) 5 [, qui envoie chaque sy sur f(z,y) a un noyau
qui contient R par bilinéarité de f, il induit donc un morphisme f : H — L
par passage au quotient. Par définition de 6, on a un diagramme commutatif

MxN-1-pL

| <

A(MXN)
d’ott en passant au quotient un diagramme commutatif
MxN-L-L

| A

H

Autrement dit on a f = f o ®, et il est immédiat que f est le seul
morphisme de A-modules de H dans L qui vérifie cette propriété. On a donc
bien démontré la propriété universelle (P) pour le couple (H, ®).

O

Remarque 2.3 a) Stricto sensu, on devrait utiliser la notation (M ®4 N, @)
pour le produit tensoriel, mais en général ’application bilinéaire ® est sous-
entendue.

b) Quand M et N sont des groupes abéliens, on notera souvent M @ N
pour M ®z N.

c¢) Pour (z,y) € M x N, on notera = ® y I'image de (x,y) par ®. Ainsi,
tout élément de M ®4 N s’écrit (de maniére non unique en général) comme
une somme finie ) . x; ® y; avec (z;,y;) € M x N, comme il résulte de la
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construction explicite du produit tensoriel. De plus, Iapplication (z,y) +—
T ® y est A-bilinéaire sur M x N.

La propriété universelle s’écrit donc maintenant : pour toute application
bilinéaire f : M x N — L, il existe une unique application linéaire f :
M ® N — L telle que }

f(zy) = flz®y)
pour tous x € M, y € N.

d) Les éléments de M ®4 N de la forme r @ y avec © € M et y € N
sont parfois appelés éléments décomposables de M @4 N. On prendra garde
au fait qu’ils engendrent le A-module M ® 4 N, mais leur ensemble peut ne
pas étre un sous-module de M ® 4 N. Néanmoins, la propriété universelle dit
qu’on peut définir une application A-linéaire u sur M ® 4 N par une formule
du genre u(x ® y) = f(z,y), dés lors que f est une expression A-bilinéaire

en (z,y).
Exemple 2.4 a) La propriété universelle donne que

MRy A=ARs M =M,

ol on a écrit abusivement "=" pour ~. Plus généralement, si N = Ae; est
libre de base (e;), alors u : m — e; ® m est un isomorphisme de M sur
N ®4 M. Posons en effet f(Ae;,m) = Am pour tous A € A, m € M, ce
qui donne une application bilinéaire bien définie de N x M dans M (vu que
(e1) est une base de N). La propriété universelle donne alors une application
linéaire f :N®s4 M — M qui fait commuter le diagramme

NxM—Lsnr

| 7

N ®a M

Ainsi f(el ® m) = m pour tout m € M, ce qui implique que f est un
inverse pour l'application linéaire u (en notant que tout élément de N ® 4 M
est somme d’éléments de la forme Ae; ® m avec m € M et A € A, donc par
bilinéarité s’écrit e; ® m avec m € M).

b) Soient r, s deux entiers premiers entre eux. Alors Z/rZ ®z Z/sZ = 0.
En effet, il existe des entiers u, v tels que ur+vs = 1 (Bezout). Pour z € Z/rZ
et y € Z/sZ, on a alors :

rRy=(ur+vs)(zQy)=uwrry+rRusy=0Qy+r0=0.

¢) Soit M un groupe abélien. Soit n € N*. Vérifions avec la propriété
universelle que
M ®z Z/nZ ~ M/nM.

13



On définit en effet & : M x Z/nZ — M/nM par ®(m,a) = a.m pour tout
m € M et a € Z, ot a est la classe de a dans Z/nZ ; ceci a bien un sens car si
on modifie @ par un élément de nZ, on modifie a.m par un élément de nM.
Alors, si f: M x Z/nZ — L est bilinéaire, on a pour tous m € M, a € A :

f(m,a) = f(m,al) = f(am, 1),
d’ot un diagramme commutatif

M xZ/nZ -1 ~1

| 5

M/nM

ol f est lapplication A-linéaire f(.,1), qui est bien définie sur M /nM
(noter que si y = nz est dans nM, alors f(y,1) = f(z,1) = 0). De plus f est
clairement la seule application A-linéaire possédant cette propriété.

En particulier, si M est un groupe abélien divisible (par exemple M = Q),
ona M ®z Z/nZ = 0.

Proposition 2.5 a) (Commutativité) Si M et N sont des A-modules, alors
M®@sN~N®yM.
b) (Associativité) Si M, N, P sont des A-modules, alors
P®a(M®aN)~(P®aM)24N.

¢) (Distributivité) Si (M;) est une famille de A-modules et N est un A-
module, alors®

(EP M) @4 N ~ P (M; @ N).
i i
Autrement dit, "le produit tensoriel commute avec les sommes directes”.

Démonstration (esquisse):  Tout résulte de la propriété universelle (P).
Montrons par exemple c), en vérifiant que @,(M; ® 4 N) satisfait la propriété
universelle de (@, M;) ®4 N. On définit

©: (M) x N - @(M; @4 N)

6. Attention, cette propriété n’est pas vraie en général si on remplace la somme directe
par le produit direct d’un nombre infini de modules ; en revanche, elle s’étend a ce que 'on
appelle une limite inductive de A-modules, voir TD.
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en envoyant () ,m;,n) sur »  (m; ® n). Soit alors f : (@, M;) x N — L
bilinéaire, elle induit pour chaque ¢ une application bilinéaire f; : M; x N —
L, qui se factorise (via la propriété universelle de M; ® 4 N) par une unique
application linéaire fz : M;®4 N — L. Alors, via la propriété universelle de la
somme directe (remarque 1.9) on a un unique morphisme f : @,(M; @4 N) —
L vérifiant f = fo ® : il est défini par f =@ f;.

Pour a), la propriété universelle permet de définir une application A-
linéaire M ®4 N — N ®4 M qui envoie tout x ® y (ou © € M,y € N)
sur y ® z, et sa réciproque qui envoie tout y ® x sur x ® y. Pour b), on
définit un isomorphisme f de P @4 (M ®4 N) sur (P ®4 M) ®4 N qui
envoie 2 ® (r ® y) sur (2 ® x) ® y pour tous x € M,y € N,z € P : pour
cela, on observe que si z € P est fixé, alors on a une application A-linéaire
f: M@AN — (PRaM)®4N qui envoie 2@y sur (z®x)®y, puis on observe
que f, dépend A-linéairement de z, ce qui donne une application bilinéaire
f:PR4(M®sN)— (P®4sM)®4 N via f(z,u) = f.(u), puis on prend f
tel que f(z ® u) = f(z,u) pour tous z € P, u € (M ®4 N). L’isomorphisme
réciproque de f est construit exactement de la méme maniére.

0

Corollaire 2.6 Soit M un A-module libre de base (e;);c;. Alors tout élément
de M®@aN s’écrit de maniére unique » . e;Qy;, ot (y;) est une famille presque
nulle d’éléments de N. En particulier, si K est un corps et (fj);es est une
base du K-ev N, alors (e; @ f})icr jes est une base du K-ev M @k N. Dans
le cas ou M et N sont de dimension finie sur K, on a donc :

dim(M ®x N) = dim M. dim N.

Démonstration :  On écrit M = P, Ae;, Aot M @4 N = P, (Ae;) @4 N
via la proposition 2.5, ¢). On utilise alors 'exemple 2.4, a), qui dit que tout
élément de (Ae;) ®4 N s’écrit de maniére unique e; ® y; avec y; € N.

O

Remarque 2.7 I’associativité du produit tensoriel permet de définir sans
ambiguité le produit tensoriel M; ® 4 ®4... ® 4 M,, de n modules, pour lequel
on dispose d’une propriété universelle analogue a (P) : on a une application
n-linéaire

O M X X My = My ®p ... @4 My (my,.ymy) = my @ ... Q@my,

telle que pour toute application n-linéaire f : My X ... x M, — L, il existe une
unique application linéaire f : M1 ® 4 ®4... ® 4 M,, — L qui fait commuter le
diagramme
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M; ®y ... 04 M,
Autrement dit, on a

f(my,...,my) = f(m ® ... @ my,).
pour tous my, ..., m, dans M.

Définition 2.8 Soient v : M — M’ et v : N — N’ des morphismes de
A-modules. Alors, par la propriété universelle (P) appliquée a l'application
bilinéaire (z,y) — u(zr) ® v(y), il existe un unique morphisme de A-modules

UV :MuN—- M 4N

tel que
(u@v)(r®y) =u(x)v(y)

pour tous x € M,y € N. On appelle u®uv le produit tensoriel des morphismes
u et v.

Remarque 2.9 Notons L(M, M’) le A-module des applications linéaires de
M dans M’. Le procédé précédent définit une application linéaire canonique
de L(M, M")®4L(N, N") vers L(M®4N, M'®4N") (d’ot le choix de notation
u ® v pour noter l'image de u ® v par cette application canonique). On
prendra quand méme garde que cette application est un isomorphisme si les
A-modules M et N sont libres, mais pas en général (voir TD).

2.3. Produit tensoriel par une A-algébre

Soit B une A-algébre, associée a un morphisme d’anneaux ¢ : A — B.
Soit M un A-module. Noter qu’un B-module N est ipso facto aussi un A-
module en posant a.n = ¢(a).n pour tous a € A, n € N. Le produit tensoriel
permet en quelque sorte de faire 'opération inverse :

Définition 2.10 Soit B une A-algebre. Soit M un A-module. On définit
une structure de B-module sur M ®4 B en posant, pour tout b € B, b.z :=
(Idar ® myp)(2), ot my : B — B est la multiplication par b. Autrement dit,
on a

b.(m @b :=m by (1)
pour tous m € M, b,/ € B. On dit que le B-module M ®4 B est obtenu a
partir de M par extension des scalaires de A a B.
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Noter qu'on vérifie immédiatement les axiomes de la structure de B-
module via la formule (1) et le fait que tout élément de M ®4 B est somme
d’éléments de la forme m ® O’ avec m € M et I/ € B.

Définition 2.11 Le méme procédé permet de définir une structure de B-
module sur M ®4 N pour tout A-module M et tout B-module IV, en posant
b.(m ®n) := m ® (b.n) pour tous m € M,n € N,b € B. La définition 2.10
correspond au cas N = B.

Exemple 2.12 a) Soient L un corps et K un sous-corps de L. Pour tout
K-espace vectoriel M, on dispose du L-espace vectoriel M ®g L. D’apreés le
corollaire 2.6, sa dimension comme L-ev est celle de M comme K-ev car si
(e;) est une base du K-ev M, alors (e; ® 1) est une base du L-ev M ®k L
puisque tout élément x de M ®p L admet une écriture unique

avec les [; dans L. On retrouve par exemple la notion de complexifié d'un
R-ev.

b) Plus généralement, le méme raisonnement donne que si M est un A-
module libre de rang r, alors M ® 4 B est un B-module libre de rang r, et si
on suppose seulement que M est un A-module de type fini, on obtient encore
que M ®4 B est un B-module de type fini.

c) Soit M et N des A-modules libres de rang fini. Soient (e;)1<;<, et
(fj)1<j<s des bases respectives de M et N. Soit f : M — N une application
A-linéaire, de matrice () dans ces bases. Alors 'application

f@ldg: M®4sB— N@, B

est B-linéaire et sa matrice est () (vue comme matrice a coefficients dans B)
dans les bases (e; ® 1)1<i<r, (fj ® 1)1<j<s. On peut par exemple appliquer
cela & une application A-linéaire A” — A®, pour obtenir en tensorisant par B
une application B-linéaire B" — B?® dont la matrice reste la méme. C’est ce
procédé qu’on a utilisé dans la premiére preuve du théoréme 1.15, en prenant
B = A/I, ou I est un idéal maximal de A.

d) Si M est un A-module et I un idéal de A, alors on a l'isomorphisme
M ®q A/T ~ M/IM, ou IM désigne le sous-module de M engendré par
les im avec © € I et m € M. La preuve est tout a fait analogue a celle du
cas particulier A = Z, [ = nZ (exemple 2.4, ¢), en considérant 1’application
A-bilinéaire ® : (m,a) — a@m de M x A/I dans M/IM qui induit un A-
isomorphisme (ou encore un A/I-isomorphisme) M ®4 A/I ~ M/IM, lequel
envoie m ® a sur am pour tous a € A,m € M.
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Proposition 2.13 On a un isomorphisme de B-modules :

(M®sB)®g N~M®s N

Démonstration : On va vérifier que le B-module M ®4 N vérifie la
propriété universelle requise pour étre isomorphe au produit tensoriel (sur
I'anneau B) (M ®4 B) ® g N. On commence par définir une application B-
bilinéaire ¢ : (M ®4 B) x N - M ®4 N qui vérifie

O(m®Rab,n) =m®sbn=>b.(m®sn) (2)

pour tous m € M,n € N,b € B. Pour ce faire, on prend (pour chaque
n € N fixé) pour ®(.,n) lapplication A-linéaire Idy; ®4 (.n) de M ®4 B
vers M ®4 N. Par définition, 'application ® est alors A-bilinéaire, et elle
est en fait B-bilinéaire via la formule (2) et la définition de la structure de
B-module sur M ®4 B.

Soit maintenant f : (M ®4 B) x N — L une application B-bilinéaire. Par
la propriété universelle du produit tensoriel M ®4 N, il existe une unique
application A-linéaire f: M ®4 N — L telle que

fm@an) = f(m@al,n)
pour tous m € M,n € N. Comme f est B-bilinéaire, on a
fm®a1,0n) =b.f(m®al,n) = f(m®ab,n) (3)
Ainsi
fb.(m@an)) = f(m@abn) = f(m@41,bn) = b.f(m@41,n) = b.f(m@an),

ce qui montre déja que f est B-linéaire. De plus f fait commuter le diagramme
(M®4B)x N—~1L
@l /
f

M®aq N
car

F(@m®abn)) = flm@sbn) = f(m®@41,bn) = f(m @4 b,n)

d’aprés (3). Il est en outre immédiat que c’est la seule qui a cette propriété.
0
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2.4. Produit tensoriel de deux A-algébres

Quand B et C' sont deux A-algébres, alors on peut munir B ® 4 C' d’une
structure de A-algébre en définissant un produit interne sur B ® 4 C' vérifiant

(bec).(t @) = (bb) @ (cc') (4)

pour tous b,b € B et ¢, € C. Pour définir formellement ce produit, on
considére 'application quadrilinéaire

g:BxCxBx(C—B®,C

définie par g(b, ¢, b, ') = (bb') @ (cc’) pour tous b, b’ € B et ¢, € C. Par la
propriété universelle de la remarque 2.7, elle se factorise par une application
A-linéaire

§:BR,aC®sB®4aC = B®yC,
ce qui permet de définir z.2" = §(z® z') pour tous z, 2’ € B®4C. La formule
(4) implique alors immédiatement que ce produit est associatif, commutatif,

distributif par rapport & I'addition, et compatible avec la structure de A-
module de B ® 4 C, autrement dit il fait de B ® 4, C' une A-algébre.

Définition 2.14 L’algébre B ® 4 C est la A-algébre produit tensoriel des
deuz A-algebres B et C. Elle est équipée” de morphismes de A-algébres up :
B — B®4C etuc:C — B®yC définis respectivement par b — b ® 1 et
c—1®ec.

La A-algebre B ®4 C' posséde la propriété universelle suivante :

Proposition 2.15 Pour toute A-algébre D et toute paire de morphismes de
A-algébres fg : B — D et fo : C — D, il existe un unique morphisme de
A-algebres f: B®aC — D tel que fg = foup et fo = fouc.

Démonstration :  On applique la propriété universelle de B ®4 C a 'ap-
plication A-bilinéaire ¢ : B x C' — D définie par

p(b,c) = fp(b)fc(c); be B,ceC.
On obtient une application A-linéaire f : B ®4 C' — D vérifiant

fb@c) = fp(b)folc) ()

7. Noter que ces morphismes n’ont pas d’analogue quand B et C' sont juste des A-
modules.
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pour tous b € B, c € C, dou f(b® 1) = fg(b) et f(1®c) = fc(c). Il résulte
de (5) que f est de plus un morphisme d’anneaux, et il est immédiat que
c’est le seul qui convient.

O

Exemple 2.16 Prenons B = A[Xj, ..., X,]. On a alors un isomorphisme de
A-algébres :
B&sC~C[Xy,..., X,].

En effet, si on se donne des morphismes de A-algébres fg : B — D et
fo : C — D, il existe (par la propriété universelle des algébres de polyndmes)
un unique morphisme de A-algebres C[Xj, ..., X;| = D qui induit fo sur C
et qui envoie chaque X; sur fp(X;) (i.e. induit fp sur B). L’isomorphisme
obtenu est donné par P ® ¢ — c¢P pour tous P € B,c € C, c’est donc en fait
un isomorphisme de C-algébres. On en déduit par exemple que

AIXy, o, X @4 AV, LY ~ AIX, L X Y, L Y

Plus généralement, si Fi, ..., Fy sont des polynomes de A[X7, ..., X,], on a un
isomorphisme de C-algébres

(AX1, s X,/ (Fry ooy F) @4 C ~ (C[X1, .. X)) (Fy, o) F)),

ol on a encore noté Fi, ..., Fy les images de Fj,..., Fy dans C[Xy,..., X,]
par le morphisme canonique A[X7,...X,| = C[Xj,...X,] induit par la struc-
ture de A-algébre de C'. La preuve est similaire, la donnée d’un morphisme
de A-algebres sur A[X;, ..., X,]/(F1, ..., Fy) (resp. C[Xq,..., X,;|/(Fi, ..., Fy))
équivalant a celle d’'un morphisme de A-algébres sur A[Xj, ..., X,| (resp.
C[Xy, ..., X,]) s'annulant sur l'idéal (F, ..., F}).

2.5. Produit tensoriel et suites exactes

Une suite exacte de A-modules ne le reste pas forcément quand on la
tensorise par un A-module.

Exemple 2.17 Considérons 'injection f de Z dans Q (vus comme des Z-
modules). L’application Z-linéaire

Z®zZ/nZ — Q®zZ/nZ
obtenue en tensorisant par l'identité de Z/nZ dans lui-méme donne (cf.

exemple 2.4, ¢) l'application nulle Z/nZ — 0, qui n’est pas injective.
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On ne peut donc pas espérer conserver l'injectivité en tensorisant par
n’importe quel A-module. On a cependant :

Theoréme 2.18 Soit
N L NSNS0

une suite exacte de A-modules. Soit M un A-module. Alors la suite
N o MM N, M™ N @, M—0

(obtenue en tensorisant les fleches f,g par le morphisme identité M — M)
reste exacte.

Démonstration : Comme N” ®4 M est engendré par les 2/ ® y avec
2’ € N" y € M, la surjectivité de gj; résulte immédiatement de celle de
g et de la formule gy (z ® y) = g(r) ® y pour tous z € N,y € M. De
méme, le fait que g o f = 0 implique immédiatement que gp; o foy = 0 vu
que gy (fu(2 ®@y)) = g(f(2')) ® y pour tous &’ € N,y € M. Ainsi, gy se
factorise par une application surjective

G (N@A M)/ frr(N' @4 M) = N @4 M

et il reste & montrer que gy, est injective.

Pour tout z” € N”  notons u(z”) € N/f(N') son antécédent par 'iso-
morphisme N/f(N') — N” induit par g. Notons également Z la classe dans
(N®@aM)/fu(N' ®4 M) d'un élément z de N ®4 M. On définit alors une
application A-linéaire 6 : N" @4 M — (N @4 M)/ fp(N' @4 M) vérifiant

(=" @y) =u(a") @y

pour tous z” € N” y € M, ce qui est possible via la propriété universelle du
produit tensoriel (noter que u(z”) ® y est bien défini modulo fy (N’ ®4 M)
car u(z") est défini modulo f(N')).Siz € N,onau(g(x)) = x dans N/ f(N')
car z est un antécédent de g(x) par g. Par construction, on a alors pour tous
reNyeM:

(00 gar)(x@y) =0(9(z) @y) = ulg(x)) ©y =r vy,

ce qui montre que 6 o gy, est l'identité de (N ®4 M)/ fu(N' @4 M). En
particulier g,; est bien injective.
O
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Exemple 2.19 a) Si f: A" — A® est une application A-linéaire surjective,
alors pour toute A-algébre B, le B-morphisme B” — B?® induit en tensorisant
par B est surjectif. En prenant B = A/I, ou I est un idéal maximal, on
retrouve la premiére preuve du théoreme 1.15.

b) Les A-modules M qui vérifient que toute application A-linéaire injec-
tive N’ — N le reste aprés tensorisation par M sont appelés les A-modules
plats. On peut par exemple démontrer que si A est un anneau principal, les
A-modules plats sont les A-modules sans torsion, i.e. tels que 'égalité ax = 0
avec a € A et x € M implique a = 0 ou z = 0. Voir TD.

c¢) Tout A-module libre M est plat via le corollaire 2.6. En particulier, si
K est un corps, tout module (=espace vectoriel) sur K est plat.

3. Modules sur un anneau principal

3.1. Les grands théorémes

Dans tout ce paragraphe, A désigne un anneau principal. Le premier
résultat raffine considérablement le théoréme 1.19 dans ce cadre.

Theoréme 3.1 Soit A un anneau principal. Alors tout sous-module N de
A" est libre et de rang fini m < n.

Remarque 3.2 Comme A est noethérien, on sait déja que N est de type fini.
Si on savait que N était libre, le fait que son rang soit au plus n résulterait
de la remarque 1.18, mais c’est bien la liberté de N qui est le point difficile,
et qui ne marche pas dés que A n’est pas principal.

Démonstration :  On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1, c¢’est la
définition d'un anneau principal. Supposons donc le résultat vrai pour tous
les entiers < m. Soit N un sous-module de A", posons M; = Aey @ ... & Ae,,
ou (eq,...,e,) est la base canonique de A™. Autrement dit, M; est le sous-
module de A™ constitué des éléments de la forme (0, ...,...). Si N C M, c’est
fini par hypothése de récurrence car M; est isomorphe a A"~!. On suppose
donc désormais N ¢ M;. Par hypothése de récurrence, (N N M;) posséde
une base (fs, ..., fm) avec m < n. La difficulté est maintenant de trouver un
élément de N pour compléter cette base en une base de N.

Posons I = p(N) oup: N — A est la projection A” — A sur la premiére
coordonnée. Comme p est A-linéaire, on a que I est un idéal de A, et cet
idéal n’est pas nul car N contient un élément qui n’est pas dans M;. Comme
A est principal, on peut écrire I = (d) avec d # 0 dans A. Par définition de
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I, on a alors un élément f; = de; + y; dans N avec y; € M;. Notons que
f1 # 0, sinon d serait nul vu que A" = Ae; @ M;. Nous allons montrer que
(f1, ..y fm) est une base de N.

Montrons d’abord que (f1, ..., fin) engendre N. Six € N, on az = be; +y
avec b € A et y € M;. Mais alors b € I d’out b = ad avec a € A. Ceci donne
r = af; + (y — ay1), donc (x — afy) est dans N N M, ce qui permet de
le décomposer sur la base (fa,..., fr,) de N N M;. Ainsi z = af; + 2’ avec
¥ € Afy + ... + Afpn, ce qui montre que (fi, ..., f,) engendre N.

Montrons enfin que (fi, ..., f,) est libre. Pour cela il suffit de montrer que
(f1) est libre et qu’on a Afy N (N N M) = {0}, car (fs, ..., fm) est déja libre
par hypothése. Le premier point est évident en décomposant f; (qui est non
nul) sur la base canonique de A™ et en utilisant I'intégrité de A. D’autre part
si Af1 est dans M avec A € A, alors Ade; + Ay, € My, d’ou (Ad)e; € M; mais
par définition de M; et de la base canonique de A", ceci implique A\d = 0
donc A = 0 par intégrité de A.

0

Pour aller plus loin dans la classification des modules sur un anneau
principal, il faut connaitre le résultat plus précis suivant. C’est sans doute le
théoréme le plus important de toute la théorie.

Theoréme 3.3 ("Base adaptée") Soient A un anneau principal, M un
A-module libre de rang n et N un sous-module de M. Alors il existe une base
(e1,...,e,) de M et des éléments (dy,...,d,) de A (avec r < n) tels que :

1. (dyeq,...,dye,) soit une base de N.

2. on ait les divisibilités : dy | dy | ... | d,.

En particulier les d; sont non nuls, et on peut remplacer chaque d; par
n’importe quel élément de A qui lui est associé. Notons qu’on savait déja que
N était libre de rang < n via le théoréme 3.1.

La preuve du théoréme de la base adaptée est longue et assez compliquée.
On commence par un lemme qui initialise un raisonnement par récurrence
sur n.

Lemme 3.4 On suppose N # {0}. Alors il existe une application linéaire
fi: M — A telle que

1. fi(N) soit mazimal (pour linclusion) parmi les f(N) avec f : M — A
linéaire.

2. Si on pose f1(N) = (dy) et qu’on choisit u; € N tel que fi(uq1) = d,
alors il existe ey € M tel que uy = dyey et fi(e1) = 1.
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Démonstration :  Fixons une base (1, ...,£,) de M (qui n’a aucune raison
d’étre adaptée pour V). On dispose alors (pour 1 < i < n) de la forme linéaire
el + M — A qui associe a tout x € M sa i-iéme coordonnée dans cette base.
Pour toute forme linéaire f : M — A, f(N) est un idéal de A. Le premier
point résulte alors de ce que A est principal, (donc noethérien), ce qui permet
aussi d’écrire fi(N) = (dy), avec d; non nul car N est non nul, donc 'une
des formes linéaires €] a une restriction non nulle a V.

Soit alors u; € N tel que fi(uy) = di. L’ensemble de tous les f(u;) pour
f: M — A forme linéaire est un idéal de I'anneau principal A, qui est donc
engendré par un élément d. En particulier d divise d;, mais comme il existe
une forme linéaire f avec f(u;) =d, on a f(N) D (d) D (dy) = fi(N), donc
par maximalité de f1(V) ceci implique (d) = (d;), et finalement d; divise
f(uq) pour toute forme linéaire f : M — A. Ceci s’applique en particulier
aux formes linéaires €, ce qui montre que toutes les coordonnées de u; dans
la base (&1, ...,&,) sont divisibles par d;. On peut donc trouver e; € M tel
que u; = dyey. Alors fi(e1) =1 vu que fi(uy) = dy # 0 et A est intégre.
0

On a ensuite :

Lemme 3.5 Avec les hypothéses et notations du lemme précédent, on a :
1. M = Ae; ®ker f1 et N = Auy @ (ker f{ N N).
2. Pour toute forme linéaire f : M — A, on a f(N) C diA.

Démonstration : 1. Comme fi(e;) = 1, Ae; Nker f; = {0} est clair. Tout
x de M s'écrit x = fi(x)er + (v — fi(z)er) avec (x — fi(x)er) € ker f1 donc
M = Ae; @ker f1. De méme tout x de N vérifie fi(x) = ad; avec a € A, d’on
r = auy + (r — auy) avec (x — auy) € (ker fy N N) vu que fi(u1) = d;. Enfin
Auq Nker fi = {0} résulte de fi(uy) = dy # 0, et A intégre.

2. Soit f : M — A linéaire. Via 1., on définit ¢ : M — A linéaire
par : g(z) = f(z) si @ € ker fi, et g(e;) = 1. Alors comme g(uy) = dj,
on a g(N) D diA, donc g(N) = d A par maximalité de f1(N) = d;A. En
particulier la restriction de f a (ker f; N N) a son image incluse dans d; A,
donc celle de f & N aussi puisque N est la somme de (ker f; N N) et de Auy,
tandis que f(uy) = dyf(er) est divisible par d;.

O
Fin de la preuve du théoréme de la base adaptée : Les casn =0
et N = 0 sont triviaux. Pour n = 1, on peut supposer M = A et le résultat
vient de la définition d’un anneau principal en prenant e; = 1 et d; un
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générateur de l'idéal N C A (noter que (d;) est bien alors une base de N
par intégrité de A). Supposons le résultat vrai pour les entiers < n. On
applique alors le lemme 3.5, et 'hypothése de récurrence au A-module ker f;
(qui est libre par le théoréme 3.1, puis de rang n — 1 par le corollaire 1.16
et l'égalité M = Ae; @ ker f1, vu que le rang de Ae; est 1) et a son sous-
module (ker f{NN). On obtient une base (e, ..., e,) de ker f1, et des éléments
dy,...,d. de A avecr < netdy|..]|d, telsque M = Ae; & ... d Ae, et
N = A(dye1) @ ... ® A(d,e,). Enfin d; divise dy en appliquant le lemme 3.5 &
la forme linéaire "deuxiéme coordonnée" (dans la base (ey, ..., e,)) sur M.

O

Attention aux erreurs habituelles : le théoréme de la base adaptée ne dit
pas que N admet un supplémentaire, ni qu’on peut compléter une base de
N en une base de M (prendre simplement A =Z, M =Z, N = 27Z).

Theoréme 3.6 Soit M un module de type fini sur A principal. Alors il existe
dy,...,ds dans A, non nuls et non inversibles, tels que M soit isomorphe a

A o @A/dA)

avecm € N et dy | dy | ... | ds.

Comme d’habitude, on convient que A° = {0}, et que si s = 0, la somme
vide ;_,(A/d;A) est également nulle. Noter aussi que M ® 4 K est isomorphe
a K™, ou K := Frac A, i.e. m apparait comme la dimension du K-ev M ® 4 K.

Démonstration : Comme M est de type fini, il est engendré par n élé-
ments, d’oil une suite exacte de A-modules

0= N-—=A" 2 M >0

(cela signifie simplement que M est isomorphe & un quotient de A™).
On applique alors le théoréme de la base adaptée au sous-module N du

A-module libre A". On obtient



Soit alors z; I'image de e; dans M (par p). Alors M = @), Az, : en effet d’une
part les z; engendrent M (par surjectivité de p), d’autre part si > - Az =0
avec \; € A, alors Z?:l Ae; € N donc chaque \; est multiple de d; pour
1 <@ < (resp. est nul pour r < i < n) puisque (d;e;)1<i<, est une base de N ;
ainsi chaque \;e; est dans N, i.e. \;z; = 0. On obtient aussi que le noyau de la
surjection A — Az; de A dans A.z; est d;Apour 1 <i <ret0pourr <i<n,
ce qui montre que chaque A.z; est isomorphe & (A/d;A) pour 1 <i <reta
A pour r < i < n. On obtient finalement M ~ A" @ @;_,(A/d;A), mais
pour d; inversible on a A/d;A = 0, donc on peut ne garder que les d; non
inversibles.

O

Définition 3.7 Soit M un module sur un anneau commutatif A. On rappelle
que M est dit sans torsion si la condition az = 0 (avec a € A, v € M)
implique a = 0 ou x = 0. On dit que M est de torsion si pour tout x de M,
il existe @ non nul dans A tel que az = 0.

Attention, "sans torsion" n’est pas en général le contraire de "de torsion".
Par exemple Z @ Z/2Z n’est ni sans torsion, ni de torsion en tant que Z-
module. De maniére évidente un module libre sur un anneau intégre est
sans torsion. On peut maintenant démontrer une réciproque pour un anneau
principal :

Corollaire 3.8 Soit M un module de type fini sur A principal. Alors M est
libre si et seulement s’il est sans torsion.

Démonstration : Cela résulte immédiatement du théoréme 3.6, car la
condition que M est sans torsion implique que s = 0 (pour d non inversible,
A/dA est non nul, et tout élément de A/dA est annulé par d).

0

Ce dernier corollaire est trés spécifique aux anneaux principaux. Si A est
intégre noethérien, tout idéal I de A est un A-module de type fini et sans tor-
sion, mais d’apres la remarque 1.18, I n’est pas libre dés qu’il n’est pas princi-
pal. De plus, ’hypothése de type fini est importante car par exemple Q est un
Z-module sans torsion et on a déja vu qu’il n’était pas libre (exemple 1.14).

Remarque 3.9 Si A est un anneau commutatif, un A-module (de type fini)

M est dit projectif s’il est facteur direct d'un module libre, i.e. s’il existe
un A-module N tel que M & N soit libre. On a donc en particulier qu'un
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module projectif (de type fini) sur un anneau principal est toujours libre.®
C’est également vrai pour tout anneau local, c’est-a-dire qui n’a qu'un idéal
maximal, et pour K[X7,...X,] quand K est un corps (théoréme de Quillen-
Suslin, 1976, quondam conjecture de Serre).

3.2. Décomposition p-primaire

Pour finir la classification des modules de type fini sur un anneau prin-
cipal A, on a besoin d’assertions d’unicité. De maniére un peu surprenante,
il n’est pas évident de prouver un tel résultat directement a partir du théo-
réme 3.6; il est nettement plus commode d’introduire la notion de compo-
santes p-primaires, qui est par ailleurs utile.

Définition 3.10 Soit p un irréductible de A. On dit qu'un A-module est p-
primaire s'il est isomorphe & un module du type @;_,(A/p" A) avec v; € N*
pour tout ¢ € [1, s].

En particulier un A-module p-primaire est de type fini et de torsion (avec
les notations ci-dessus, tout élément x d’'un A-module p-primaire est annulé
par pmax(vi))'

Pour tout d non nul dans I’anneau principal A, on note comme d’habitude
v,(d) la plus grande puissance de l'irréductible p qui divise d.

Proposition 3.11 a) Soit d = u[],gp™ une décomposition de d (ot S est
un ensemble fini d’irréductibles deux & deux non associés et u € A*). Alors

AfdA ~ EP(A/p™ A).

peS

b) Soit M un A-module de type fini et de torsion. Alors

M= M,

peES

ot M, est un module p-primaire et S un ensemble fini d’irréductibles deuz a
deux non associés. De plus, on a M, = M/p*M pour k assez grand.

On dit que les M), sont les composantes p-primaires de M.

8. L’hypothése de finitude n’est pas indispensable, mais la preuve est nettement plus
compliquée sans ; voir article de Kaplansky dans Ann. Math. 68 (1958).
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Démonstration : a) Clest le classique lemme chinois quand A = Z.
En raisonnant par récurrence sur le cardinal de .5, il suffit de démontrer que
A/(d1do)A ~ A/dyAx AJdy A quand dy, dy sont deux éléments de A premiers
entre eux. Or I'application qui & a € A associe (ag, az), ol a; est la classe de a
dans A/d; A pour i = 1,2, a clairement pour noyau (dyds)A car dy et dy sont
premiers entre eux. Elle est surjective via Bezout : soient en effet b, c € A, il
existe a, § € A tels que ad; + Sdy = 1, alors = := Sbds + acd; a méme classe
que b dans A/d; A et que ¢ dans A/dsA.

b) Le théoréme 3.6 et le a) permettent de décomposer M sous la forme
M = @pes M, avec M, module p-primaire, puisque M est somme directe
d’un nombre fini de modules de la forme A/dA. Soit maintenant p et ¢ deux
irréductibles distincts de S (non associés donc). Alors la multiplication par p
est bijective dans A/q™ A pour tout m € N, car la classe de p est un inversible
de 'anneau A/q¢™ A via une identité de Bezout pour ¢ et p (qui sont premiers
entre eux). Du coup, la multiplication par p est bijective dans M, ce qui
montre que M,/p*M, = 0 pour tout k € N. Ainsi, M/p*M = M,/p"M,,
qui vaut aussi M, dés que k est plus grand que tous les «;, oit on a écrit
M, = @;_,(A/p* A).
0

On va en déduire le résultat d’unicité annoncé :

Theoréme 3.12 Soit M un module de type fini sur A principal. Ecrivons

M~ A™ g é(A/diA)

i=1
avec dy, ...,ds non nuls et non inversibles tels que dy | ... | ds. Alors m, s, et
les d; a association prés ne dépendent que de M.

En d’autres termes si on a une autre décomposition

/

M~ A™ o @(A/d;A)

i=1
alors m =m/, s = ¢, et d, est associé¢ a d; pour tout i.

Démonstration :  Soit M, le sous-module de torsion de M, c’est-a-
dire ’ensemble des x de M tels qu’il existe a # 0 dans A avec ax = 0. Alors

Miors = B;_, (A/d;A) et M /Mo = A™. Par invariance du rang d’un module
libre de type fini, m ne dépend que de M et on se raméne a M de torsion.
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Il suffit alors de montrer que pour tout irréductible p, la suite des v,(d;) est
bien déterminée. Comme un A-module de torsion M est la somme directe de
ses composantes p-primaires M, = @;_,(A/p* @) A), qui sont caractérisées
par M, = M/p*M pour k assez grand, on est ramené au cas out M est
p-primaire.

Supposons donc M = @@;_,(A/p*A), ou (a;) est une suite croissante
d’entiers strictement positifs. Comme A est principal et p irréductible, A/pA
est un corps et d’autre part pour tout £k € N, le A-module de p-torsion
p* M / p* 1M est muni canoniquement d’une structure de A/pA-espace vec-
toriel (comme dans l'exemple 1.4, ¢). On remarque que si M; := (A/p*A),
on a pour tout entier k : p*M;/p* T M; = 0 si k > a; (puisqu’alors p*M; C
pM; = 0); mais si k < ay, alors p*A D pF*1A D p* A, don

pEM; /P M = (PR A piA) ) (P A P A) = pPA P A.

Or A/p est isomorphe a p*A/p**1 A via a — p*a, donc finalement on obtient
que p*M;/p*TIM; ~ A/pA si k < «;. En particulier pour tout k& € N, le
nombre de «; > k n’est autre que la dimension du A/pA-espace vectoriel
PPM /M ~ @ pF M, /pFT M, soit Y-, 1. Ainsi ce nombre ne dépend
que de M, et donc la suite finie croissante d’entiers (o) aussi.

0

Le cas A = Z des théorémes 3.6 et 3.12 donne le classique théoréme de
structure des groupes abéliens de type fini :

Theoréme 3.13 Soit M un groupe abélien engendré par une partie finie.
Alors M est isomorphe & Z™ X [[7_, Z/d;Z, ot m € N et les d; sont des
entiers > 2 vérifiant d|ds|...|ds. De plus cette décomposition est unique.

Notons que dans ce cas, M est fini si et seulement si m = 0, et on obtient
le p-Sylow M,, de M via la décomposition p-primaire.

Nous allons maintenant présenter deux autres applications de la théorie
des modules sur les anneaux principaux.

3.3. Equivalence de matrices a coefficients dans un an-
neau principal

Soit A un anneau commutatif. On note GL,(A) le groupe des inver-
sibles de I'anneau (non commutatif si n > 2) M, (A). D’aprés l'identité de
la comatrice, il s’agit simplement des matrices de M, (A) dont le détermi-
nant est inversible dans A, I'inverse d'une telle matrice M étant donné par
M~1 = (det M)~1.M (réciproquement, s'il existe une matrice N € M, (A)
avec MN = I,,, alors (det M).(det N) = 1 donc det M est inversible).
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Définition 3.14 Soient p et ¢ deux entiers > 0. On dit que deux matrices
B,C de M, ,(A) sont équivalentes s'il existe U € GL,(A) et V € GL,(A)
telles que C' = UBV. Il revient au méme de dire qu’il existe des bases respec-
tives B, B’ de A%, AP telles que si u désigne 'application linéaire représentée
par B dans les bases canoniques de A9, AP, on ait : Matg g (u) = C.

Quand A est un corps, on retrouve la définition classique (qu’on prendra
garde de ne pas confondre avec la relation plus fine de similitude si p = q).
Le théoréme suivant décrit les classes d’équivalence pour la relation définie
ci-dessus quand A est principal.

Theoréme 3.15 Soit A un anneau principal. Alors :

1. Toute matrice B de M, ,(A) est équivalente a une matrice-bloc de la

forme
D 0
(0 0

ot D = Diag(dy, ...,d,.), r < min(p, q), et dy,...,d, sont des éléments
non nuls de A vérifiant dy | ... | d,.

0 0 0 0
Diag(d}, ...,d.,) de la forme ci-dessus sont équivalentes si et seulement
si :r =1 et pour tout i, d; et d; sont associés. En d’autres termes, la
suite (dy, ...,d.) du 1. ne dépend (4 association prés) que de la classe
d’équivalence de B.

/
2. Deux matrices (D 0) et (D 0) avec D = Diag(dy, ...,d,), D' =

On dit que dy, ..., d, sont les facteurs invariants de B, et on appelle parfois
les quotients dy/dy,..., d,/d._; ses diviseurs élémentaires. Notons que r n’est
autre que le rang de B vue comme matrice de M, ,(K), ou K := Frac A.

Preuve de 1. Soit u : A7 — AP application définie par B dans les bases
canoniques. Il s’agit de trouver des base respectives B, B’ de A7, AP telles que
la matrice de u dans ces bases ait la forme voulue. On applique le théoréme
de la base adaptée au sous-module Imwu du module libre de type fini AP.
On obtient une base (eq, ...,e,) de AP et une suite (dy, ...,d,) d’éléments de
A\ {0}, avec dy | ... | d,, telle que (dyeq,...d.e,) soit une base de Imu. On
choisit alors €1, ...,e, dans A7 tels que u(e;) = dye; pour @ = 1,....7. Alors
(u(e1), ..., u(e,)) est libre, donc a fortiori (g1, ..., &,) est libre. D’autre part on
a

Al :kerUEB@Aei

i=1
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car (u(ey),...,u(e,)) est libre (ce qui donne keru N @;_, As; = {0}), et tout
élément x de A? vérifie : u(x) est combinaison linéaire des d;e; = u(e;), donc
x s’écrit comme somme d'un élément de ker u et d’'une combinaison linéaire
des ;. On peut alors (grace aux théorémes 3.1 et 1.16) prendre une base
(Erg1, .-, €q) de keru, et on obtient une base B = (e1,...,¢,) de A9. 11 suffit
alors de prendre B’ = (e, ..., €,) pour obtenir la forme voulue.

m

Remarque 3.16 Notons que si B est la matrice d’une injection v de A?
dans AP, les d; qui lui sont associés apparaissent comme ceux donnés par le
théoréme de la base adaptée pour le sous-module Imu ~ A? de AP. Ce sont
donc aussi ceux qui apparaissent dans la structure du A-module A”/Im u.

Preuve de 2. L’étape essentielle consiste a démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.17 Pour toute matrice B de M, ,(A) et tout entier s (inférieur
ou €égal a min(p, q), ou encore au rang v de B), on note mg(B) le pged des
mineurs de taille s de B. Alors :

a) St B et C' sont équivalentes, ms(B) et ms(C) sont associés.

b) Si B = <10) 8) avec D = Diag(dy, ...,d,) et dy | ... | d,, alors :

ms(B) = dl---ds

pour tout s € {1,...,r}.

Démonstration :  a) Il suffit de remarquer que si U € M,(A), alors les
lignes de UB sont combinaisons linéaires des lignes de B et si V € M,(A),
les colonnes de BV sont combinaisons linéaires des colonnes de B. On en
déduit (avec le théoréme 1.11, b) que tout mineur de taille s de UBV est
combinaison linéaire a coefficient dans A de mineurs de taille s de B, ce qui
implique que mg(B) divise my(UBV). Par symétrie, m4(B) et m,(C) sont
associés si B et C' sont équivalentes.

b) Quand B a cette forme particuliére, tout mineur m de taille s est
somme de termes nuls et de produits e;...e;, ou les e; sont deux a deux
distincts dans I’ensemble {dy, ...,d,}. D’aprés la propriété de divisibilité des
d;, ey...es est divisible par d;...ds. Comme d’autre part le mineur principal
d’ordre s de B est d;...dg, on obtient le résultat voulu.

0
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Fin de la preuve du théoréme 3.15, 2. :  On a déja r = r/ par inva-
riance du rang de deux matrices équivalentes. D’aprés le lemme 3.17, a), on
a mg(D) = ms(D") (a association pres), d’ou avec le b) de ce méme lemme :

dy..dy = d)..d.

pour tout s avec 1 < s < r. Par récurrence sur s, on voit alors que ds = d,
(& association prés) pour tout s de [1,7].
O

Remarque 3.18 1l est beaucoup plus difficile de déterminer les classes de
similitude des matrices de M,,(A). En fait on ne sait le faire que quand A est
un corps, car comme on va maintenant le voir, ceci est lié a la classification
des modules sur I'anneau A[X], qui n’est pas principal si A n’est pas un
corps.

3.4. Réduction des endomorphismes d’un K-espace vec-
toriel de dimension finie

Soient K un corps, E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u un
endomorphisme de E. On cherche a trouver une base dans laquelle la matrice
de u a une forme agréable, et plus précisément & déterminer les classes de
similitude dans M,,(K). C’est I'objet du théoréme principal de cet alinéa. On
commence par rappeler une notation :

Définition 3.19 Soit P = X + 371 4, X’ un polynome unitaire & coeffi-
cients dans K. On note C'(P) la matrice

0 ... ... .. —Qo
1 0o ... .. —aq
0 1 0 .. —Qa9
0o .. ... 1 —ag—1

qu’on appelle matrice compagnon associée a P.

Si u est I'endomorphisme associé¢ & C(P) dans une base B et x est le
premier vecteur de cette base, alors B = (x, u(z), ...,u?"*(z)). En particulier
un polyndéme annulateur non nul de w est de degré au moins d, et comme
P(u) = 0 (vu que ul(z) = — ZZ:) aruf(z), et de méme en composant plu-
sieurs fois avec u, ce qui montre que P(u) s’annule sur la base B), le polynéme
minimal de C'(P) est P. D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, c’est aussi
son polynéme caractéristique (on peut également le vérifier directement par
un calcul du déterminant). Un tel endomorphisme u est dit cyclique.
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Theoréme 3.20 1. Pour tout endomorphisme u d’un K-espace vectoriel de
dimension finie E, il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale par blocs, de la forme (dite “décomposition de Frobenius”)

c(h)
C(R)

C(Ps)

ot les P; sont des polynomes unitaires de K[X| de degré au moins 1, véri-
ﬁcth1|P2||PS

2. Les P; sont entierement déterminés par u ; on les appelle les invariants
de similitude de u (ou encore d’une matrice représentant u dans une base).
Deuz matrices de M, (K) sont semblables si et seulement si elles ont les
mémes invariants de similitude.

3. Soient B € M,(K) et C := X1, — B la matrice caractéristique de
B (c’est une matrice de rang n de M, (K|[X])). Alors la suite des facteurs
invariants de C' est (1,...,1, Py, ..., Ps), ou Py, ..., P; sont les invariants de
similitude de B. En particulier ces invariants sont donnés par la formule :

Pl...Ph = thrnfs(C)

pour h =1, ..., s, ot m;(C) désigne le pged des mineurs d’ordre i de C dans
K[X].°

Notons que le polynéme minimal de u est P, (attention, c’est le "plus
grand" P;, pas le plus petit!) et le polynéme caractéristique de u est Py...P;.
On peut calculer les P; successivement en commengant par P;, avec les for-
mules Py = m,(C)/my,_1(C), Ps_1 = myu_1(C)/m,_o(C) etc.

La preuve de ce théoréme repose sur la théorie des modules sur 'anneau
principal A := K[X]. Plus précisément on définit une structure de A-module
M sur le K-espace vectoriel E via : P.v:= P(u)(v) pour P € K[X]etv € E.
Notons tout de suite que ce A-module est de torsion car si 7 est un polynome
annulateur non nul de u (par exemple son polynéme caractéristique), on a
m.v = 0 pour tout v de M.

Preuve des points 1. et 2. du théoréme 3.20 : Comme le A-module
M est de torsion, il est isomorphe (d’aprés le théoréme 3.6) & @;_,(A/P;.A),
ou les P; sont des éléments de A = K[X] non nuls et non inversibles, donc

9. Attention au décalage d’indices, dii aux facteurs invariants inversibles de C.
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de degré au moins 1, qu’on peut choisir unitaires. Comme chaque A/P;. A est
engendré par un élément (la classe de 1 modulo P;A), cela signifie que M =
@le A.z;, ol z; est un vecteur de E dont ’annulateur dans A est I'idéal P;A.
Soit alors E; le sous-module A.z; de M, alors E; est en particulier un sous-
espace vectoriel de F| et il est stable par u; plus précisément c’est I'image de
I'application K-linéaire P — P.z; = P(u)(z;) de A dans M. Par définition,
E; est isomorphe a A/P;. A, qui est un K-espace vectoriel de dimension d; :=
deg P; (une base est constituée des classes de (1, X,...X%™1), via la division
euclidienne par P;). Maintenant la famille B; = (2, u(z;), ..u%"(z)), est
une base du K-espace vectoriel E; (elle est de cardinal d;; de plus elle est
libre parce que 'annulateur de z; est P;.A). La matrice de la restriction de u
a E; dans B; est C'(P;) par définition de C'(P;) et parce que (P;(u))(z) =0,
Comme E = @;_, E; (comme A-module ou comme K-espace vectoriel), on
en déduit le premier point en recollant les bases B;.

Si maintenant u a une matrice de la forme ci-dessus avec des polynémes
(@1, ..., Qs) dans une autre base, alors le A-module M est la somme directe
de sous-modules N;, tel que chaque NV; corresponde a un endomorphisme v =
u|y, dont la matrice dans une certaine base (y, u(y), ...u™ '(y)) est C(Q;), o
m = deg @;. Comme ci-dessus, le A-module N; est isomorphe a (A/Q;.A) via
lapplication A-linéaire w : P — P.y = P(u)(y) de A dans N;, car le noyau
de w est );. A via le fait que Q); est le polyndéme minimal de C'(Q);), donc de v.
Finalement le A-module M est isomorphe & €),(A/Q;.A). Le fait que les P,
soient entiérement déterminés par u vient alors du théoréeme d’unicité 3.12.
D’ou le deuxiéme point.

0

Pour démontrer le troisiéme point du théoréme, fixons une base (g1, ..., &,)
du K-ev E, alors le A-module M est engendré par cette base puisque A
contient toutes les constantes de K. Soit B la matrice de u dans la base
(€1,...,€,). On note (ey,...,e,) la base canonique du A-module A™, puis ¢
I’application A-linéaire surjective qui envoie chaque e; sur ;. Soit ¢ I'injection
canonique de ker ¢ dans K[X]". D’aprés la remarque 3.16, le A-module M ~
(K[X]"/ ker ¢) est alors isomorphe & @);_,(A/P;.A), ou la suite des facteurs
invariants de la matrice de ¢ dans des bases de ker ¢ et K[X]" est de la forme
(1,...,1, Py, ..., Ps) avec Py | ... | Ps. On est donc ramené (via le lemme 3.17)
pour conclure & trouver une base (f, ..., f,) de ker ¢ telle que la matrice de
Y dans les bases (fi, ..., fn) et (eq, ..., e,) soit la matrice de déterminant non
nul C' = X1, — B. 1l suflit donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme 3.21 Posons B = (a;;) et f[; = Xe; — > | a;je; pour j = 1,...,n.
Alors (f1, ..., fn) est une base du A-module ker .
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Démonstration :  Déja f; € kerg vu que o(f;) = X.gj — >0 a6, =
u(e;) — >0, aije; = 0 par définition de la matrice B.

Montrons que (fi, ..., f,) engendre le A-module ker . Tout élément Y de
K[X]" s'éerit Y = Y 7| Aje; avec A; € K[X]. On observe alors qu'on peut
récrire Y sous la forme Y = 377 | p;f; + 77, bje; avec p; € K[X] et b;
constante de K : en effet, par K-linéarit¢ il suffit de le voir quand Y = X¥e;
avec k € N; or dans ce cas cela se déduit par récurrence sur k de 1’égalité
fi = Xej = 3y aijei.

Si maintenant Y est de plus dans ker ¢, alors Z?:1 bje; aussi, d’ou I'éga-
lité E;;l bje; = 0 et finalement tous les b; sont nuls parce que (¢4, ..., &,) est
une base du K-espace vectoriel F.

Montrons enfin que la famille (fi, ..., f,) est libre dans le A-module ker ¢.
Si Y i Aifj =0avec \; € A, alors

n n

Y NX)ei = D Nagei =Y (O adie;

j=1 1<i,j<n j=1 i=1

et comme (eq, ..., e,) est une base du A-module K[X]", on obtient pour tout
Jg=1,..,n: X\ =>7" a;N\, ce qui implique que tous les A; sont nuls,
sinon on obtient une contradiction en prenant j tel que A; soit de degré
maximal (disons d) parmi Ay, ..., \,,, puisqu’alors X \; est de degré d + 1 et
o ajiA; de degré au plus d.

0

Remarque 3.22 a) Dans le cas particulier ou le polynéme caractéristique
de u est scindé, on retrouve la réduction de Jordan comme la décomposition
en composantes p-primaires de M, vu que les facteurs irréductibles de chaque
P; sont de la forme (X — \) avec A € K. En effet, la composante p-primaire
associée a A correspond a une matrice de la forme A\ + N avec N nilpotente ;
mais comme une matrice compagnon de la forme C(X*) n’est autre qu’une
matrice de Jordan '°, la réduction de Frobenius de N donne bien sa réduction
de Jordan.

b) Le théoréme 3.20 permet par exemple de voir immédiatement que si
deux matrices de M, (K) sont semblables sur un surcorps de K, elles sont
déja semblables sur K, résultat qui n’est pas du tout évident (en particulier
si K est fini). D’autres applications seront vues en TD.

10. A transposition prés, mais il suffit d’écrire la base dans I'autre sens pour avoir la
forme de Jordan classique.
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