Université de Paris Saclay M1 MF 2022-2023

FEUILLE TD 2 — CORRECTION — ANNEAUX

EXERCICE 1. Montrer que tout anneau intégre fini est un corps.

SOLUTION. Soit A un anneau intégre fini. On doit montrer que tout élément non nul de A est inversible. Pour a € A, a # 0, on considére
l'applicationcpa :x € A~ ax € A quiestun morphisme de groupes (A, +) dans (A4, +). Comme A est intégre on voit facilement que ¢,
est injecti donc surjectif car A est fini. Il existe donc en particulier a’ € A tel que aa’ = 1. Comme A est supposé commutatif, on a bien
montré que a était inversible.

EXERCICE 2. Soit A un anneau commutatif, et soit S une partie multiplicative de A, c’est-a-dire que S contient 1, etsi s,t € S, alors st € S.
On veut définir la localisation S~1 A de A par rapport a S.

1.

Montrer qu’on peut définir une relation d’équivalence sur A x S comme suit : (a, s) est équivalent a (b, t) s'il existe un u € S tel que
u(at — bs) = 0. Soit S~1 A l'ensemble des classes d’équivalences. On écrira 2 pour désigner la classe d'équivalence de (a, ).

at+bs

Montrer que S~1 A, muni des opérations ¢+ % = & et 2. % = ‘;—i’, est un anneau commutatif.

3. Montrer que si S contient 0, alors S~ A est un anneau trivial.

4. Montrer que l'application f : A — S~ A définie par a — ¢ estun morphisme d’anneaux. Montrer que f est injectif si S ne contient

7.

pas de diviseurs de zéro.

Cas particulier : corps des fractions. Supposons que A est intégre, et que S = A\ {0}. Montrer que S~1A est un corps, appelé le
corps des fractions de A.

Cas particulier : localisation en un idéal premier. Soit 3 un idéal premier de A. Montrer que S = A \ 3 est une partie multiplicative
de A. On écrit Agz pour désigner S~1A dans ce cas.

Cas particulier (suite) : Montrer que l'idéal engendré par l'image de 3 dans Aqs est le seul idéal maximal de Ag.

SoLUTION. La localisation d'un anneau, qui consiste a rendre inversible une partie multiplicative et dont on verra l'origine de la terminologie
dans l'exercice 8 (qui correspond a 'étude de comportement local de fonctions), est un outil indispensable en géométrie algébrique et théorie
des nombres notamment.

1.

Montrons que la relation ~ sur A x S est réflexive, symétrique et transitive. Soient a,b,c € Aets,t,k € S:
— (a,s) ~(a,s)carl x (as —as) =0etl € 5;
— Supposons (a, s) ~ (b, t) alors il existe u € S tel que u(at — bs) = 0. Ainsi (—u) - (bs — at) = 0 et donc u(bs — at) = 0 ce
qui implique que (b,t) ~ (a, s);
— Si(a,s) ~ (b,t) et (b,t) ~ (c, k) alors Ju, v € S tels que u(at — bs) = 0 et v(bk — ct) = 0. Donc

wvtak = (uat)vk = ubsvk = (vbk)us = vctus soit uvt(ak —cs) =0

etonaque (a,s) ~ (¢, k) caruvt € S car S est multiplicative.

» REMARQUE. — Noter que la présence du u dans la définition de la relation d’équivalence (qui peut paraitre étrange a premiére vue
dans l'optique de définir la fraction ¢) est en réalité essentielle pour obtenir la transitivité! La relation (a, s) ~ (b, 1) si, et seulement
si, at — bs = 0 n’est pas transitive en général!

Montrons que la somme est bien définie : si ¢ = ‘;—: et? = It’—: alors il existe u, v € S tels que u(as’ — a’s) = 0 etv(bt’ — b't) = 0.
On a donc que

at+bs  a't' +V's
st s't!

wv((at + bs)s't' — (a't' +b's")st) = wvtt'(as’ — a's) + uvss' (bt —b't) =0 et

ab _ a'b’

De méme %7 = %77,

car

uv(abs't’ — a't'st) = wv(abs’'t’ — a’bst’ + a’bst’ — '’ st)
=uv((as’ — a's)bt’ + (b’ — b't)a’s) = 0.
Les deux opérations sont donc bien définies. Montrons maintenant que (S~ A, +,.) est un anneau commutatif. Soient <, %,
S—14,
— + estassociative: (£ + ) 4+ £ = (attbs)utest e

t u stu

— 9 est l'élément neutre pour +;

€

<
u

o+l

+£);

glo

1. Attention a bien voir qu'il ne s'agit pas d’un morphisme d'anneaux si a 7 1 car par exemple pq (1) = a # 1.
2. En effet, si l'on se donne = € A tel que 4 (z) = 0 (on peut établir Uinjectivité en considérant le noyau car méme si l'on n’a pas un morphisme d’anneaux, on a bien un
morphisme de groupes!), on a ax = 0 et comme A est intégre et a # 0, on obtient bien z = 0.
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— _Ta est l'inverse de %;

_ H a b _ at+bs __ bstat _ b a
(A, +) est commutative ¢ + 7 = @522 = 25T = 2 4
— La multiplication est associative : (% . b) L& —agbe _a, (

t w  stu s

Sl (Sale
glo
~—

) __ absu-tacst
- s2tu

o
+

— La multiplication est distributive par rapport a l'addition : £ - ( . Il'sont égaux

car 1 - ((absu + acst)stu — (abu + act)s*tu) = 0;
— L'élément unité est %;
b b a

— Le produit est commutatif £ - 2 = 2 . £,
s t t s

3. Supposons que 0 € S. Alors, pour tout a,a’ € Aettouts,s’ € S, & = ‘;—,/ car0 - (as’ — a’'s) = 0. Lanneau S~ A est donc trivial.
4 Soitf:ac A T € S~LA. Il s'agit d’'un morphisme d’anneaux :
— Pourtousa,b € A, f(ab) = % = 4.5 = f(a)f(b);
— Pourtousa,b € 4, f(a+b) = 42 = bl — f(q) + f(b);
- =1
Supposons que S ne contienne pas de diviseurs de zéro. Soit a € Ker(f). Alors f(a) =

u(a.1 —1.0) = au = 0. Comme S ne contient pas de diviseur de zéro, ceci implique que a
injectif.

= %, donc il existe u € S tel que
0. bonc Ker(f) = {0} et f est bien

a
1

5. Supposons A est intégre. On donc que S = A\{0} et une partie multiplicative de A. Soit ¢ un élément non nul de S~1A; on doit
montrer qu'il est inversible. Comme S = A\{0} eta # 0, ona que a € S donc > est un élément de S—LA; il vérifie ¢.2= % car
1 (as — sa) = 0. Le corps des fractions est le plus petit corps contenant A et il vérifie la propriété universelle suivante : si k est un
corpseti : A — k estun morphisme injectif, alors il existe un unique morphisme de corpsg : Frac(A) — k injectif tel que%o f=1,

autrement dit tel que le diagramme suivant commute.

A—L Frac(A)
i N
33

\

k

6. Si‘P est un idéal premier de A, alors pour tout s,¢ € A\'B, st € A\Petl e A\, doncS = A\P est bien multiplicative.

7. Pour montrer que l'idéal engendré par l'image de '3 dans Asy est le seul idéal maximal de Asz, démontrons d’abord qu’un élément %
est inversible dans Ag; si et seulement sia ¢ P. En effet, sia ¢ P alors a € S par définition de S et donc, comme % . g = %, % est
inversible dans Ag.

Réciproquement, si % est linverse de ¢ dans A alors il existe u € A\P tel quel u(ab— st) = 0. Ceci est équivalent a dire qu'il existe
u € A\'P tel que uab = ust, comme ust € A\B, on a que uab ¢ P et donc a ¢ P car P est un idéal.
Remarquons alors que f (%) = {% :pE ‘13} n'est pas un idéal de Ags. On considére donc S 1B l'idéal engendré par f (). Il est
alors facile de voir que {g i pEeEP, s¢ ‘ﬁ} est un idéal de Ay contenant f(}3) et que c’est le plus petit. Il s'agit donc de S—ip.
Soit maintenant I un idéal propre de Ay et soit ¢ € I. Comme I # Asy, on sait que ¢ n’est pas inversible et donc a € ‘B de sorte
que < appartient a l'idéal S~19. 0n a donc montré que I C S~ et l'idéal engendré par f(°B) est bien l'unique idéal maximal de
Ag.
Noter qu'en composant la surjection canonique mg : Ay — Aqg/S*I‘B avec le morphisme f de la question 4., il vient un morphisme
de noyau ‘B si bien qu’on obtient un morphisme injectif A/P — Ay /S™1P défini par m(a) — mp (%) avec Ay /S~ un corps,
appelé corps résiduel. Par propriété universelle du corps de fractions, on obtient un morphisme injectif Frac(A/B) — Agp/S_l‘ﬁ
n(a)

donné par gy (%) dont on peut montrer qu'il est surjectif. En effet, si 7y (2) avec s ¢ 9B, alors si on dénote par 7 :
A — A/%B la surjection canonique, w(s) # 0 et alors ZE‘:; € Frac(A/9) et est un antécédent de 7y (2). On a donc Frac(A/R) =

Agqs/S™1P. Dans le cas de A = Z et 3 = pZ pour p premier, il vient que Z(p)/S_lpZ = F,. Noter qu'on a

a 1 .
Z(p):{g : pj(b}—Z[g : £ # p premier

— ia)

3. Je vous laisse vérifier quez (%) = 0 est cet unique morphisme.
4. Par exemple car 2 -

P =5 ¢ f(B)pours e S {1}

1
S
5. Je laisse a vos soins de vérifier que tout est bien défini et que tout cela correspond en réalité au diagramme commutatif suivant :

Trq;of 1
A—5 Ay /S7p

L

A/B —— Frac(A/P)
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On appelle un tel anneau un anneau local sur lesquels on reviendra plus en détails dans l'exercice 8. On peut également montrer que
le résultat ne se généralise pas a la partie multiplicative formée d'une réunion d’'idéaux premiers. Dans ce cas, on obtient un anneau
semi-local qui contient autant d’idéaux maximaux que d’idéaux premiers dans la réunion (exercice!).

On donne les exemples suivants dont les détails sont laissés e exercice :

Frac(Z) = Q;

Frac(k[X]) = k(X)) pour un corps k;

SiA=ZetS = {10’“ ke N}, alors S~ A = D l'ensemble des décimaux;
SiA=ZetS={+1},alors S~ !4 =N;,

A=Z%etS ={(x,y) : (v,y) € Z* x Z},alors S~ A= Q x Z;

— Unidéal de Z/nZ est par le théoréme de correspondance la projection d’un idéal de Z contenant nZ donc par principalité de Z, de la
forme dZ avec d | n. Limage réciproque par un morphisme d'anneaux d’un idéal premier étant premier, on voit qu’un idéal premier de
Z /nZ provient d'un pZ avec p | n premier et il n'est pas difficile de voir que le quotient de Z /nZ par pZ /nZ est isomorphe au corps
F,, si bien qu’on a (a tous les idéaux premiers de Z/nZ qui sont également maximauxﬂ On vérifie alors que

(Z/nZ),,) = Z/p"Z

pour p | m premier et sin = p%m avec p { m. En effet, le morphismeﬂZ — Z/nZ — (Z/nZ), est surjectif. Soit Li€)

S
S
(Z/nZ), avecy € Zets ¢ (p). Alors s et p* sont premiers entre eux et il existe deux entiers u et v tels que us + p®v = 1.

_ _ _ Chi m(uy) _
On a donc m(suy — y) = muyp® = nvy de sorte que m(sm(uy) — 7(y)) = 0dans Z/nZ et m ¢ (p) si bien que =3 = £
et uy est un antécédent de % On montre alors que le noyau de ce morphisme est p®Z. Il est clairement contenu dans le noyau ca

3

w = % = 0. Réciproquement, soit  dans le noyau. Alors @ = 0 donc il existe 7r(s) ¢ (p) tel que w(sx) = 0 soit n | s.
On en déduit que p® | sx mais s est premier a p donc p® | x et on a le résultat et en fait on peut méme en déduire par le théoréme

chinois que

Z/n7 = @ (Z/nZ) ) .

pln

On démontre aussi que tout idéal I de S~! A est de la forme
1 a
S J:{f ta € J, SES}
S
pour un idéal .J de A. On a clairement que s~ 1.J est un idéal (c’est celui engendré par f(.J))et pour tout idéal I de S~1 A, l'ensemble
a
J:{aEA : dse s, telquefGI}
s
est un idéal de A vérifiant S~1.J = I. En particulier, les idéaux premiers de S~ A s'identifient aux idéaux premiers de A ne rencontrant pas

S. Les propriétés suivantes découlent facilement des définitions et de cette description des idéaux de S~! A pour S une partie multiplicative
ne contenant pas o:

— Si A estintégre, alors ST A est intégre;

Si A est principal, alors S~ A est principalE];
Si A est factoriel, alors S—! A est factoriel

Enfin, si on considére A un anneau eta € A, alors S = {a™ : n € N}. On voit facilement que S~1A = A[X]/(aX — 1) et on peut en
déduire par exemple que C[X,Y]/(XY — 1) est principal.

EXERCICE 3. Soit A un anneau factoriel. On suppose qu'il vérifie le théoréme de Bezout, i.e. pour tous a,b € A premiers entre eux, il existe
u,v € Aavecua + vb=1.

1. Montrer que si a,b € A ont pour pged d, alors il existe u, v € A avec ua + bv = d.

n
2. Montrer que si une famille finie ay, ..., a,, d’éléments de A a pour pged 1, alors il existe des éléments uq, ..., u,, de A avec Z u;a; = 1.
i=1

6. En effet, puisque p | n, la surjection canonique Z — Z/pZ passe au quotient modulo nZ pour donner un morphisme d'anneaux Z/nZ — Z /pZ surjectif de noyau
pZ/nZ.
7. Composé de la surjection canonique 7 : Z — Z/nZ et du morphisme de 4.
8. Si % . % = Oalors il existe u € S tel que uab = 0 soita = 0 ou b = 0 (car 0 ¢ S par hypothése et par intégrité de A).
9. Un telidéal I est de la forme S~1.J pour J = (a) par principalité de A et donc I = (%)
10. Commencer par établir que les inversibles de S—1 A sont les % avec a divisant un élément de S et que les irréductibles de S—1 A sont (modulo les inversibles) les %
avec p irréductible de A ne divisant aucun élément de S.
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3. Montrer que si [ est un idéal de A, alors il existe une famille finie d’éléments de I dont le pgcd est le pged de tous les éléments de 1.

4. En déduire que A est principal.

SOLUTION.
1. C'est immédiat en notant que a/d et b/d sont premiers entre eux

2. Par récurrence sur n. Cest clair pour n < 2 avec Uhypothése. Supposons le résultat vrai jusqu'a n — 1. Soit d = pged(aq, ..., an_1).
Alors il existe u, v dans A avec ud +va,, = 1 car pged(d, a,,) = 1 par définition du pgcd. Ensuite, I'hypothése de récurrence appliquée
aai/d,...,a,—1/ddonne une décomposition

d:u1a1+"'+un71an717 Ulye-oyUn—1 €A7

d’ol on déduit le résultat.

3. Silestnuloul = A, cestclair (si ] = A le pged de tous ses éléments est évidemment 1). Sinon I contient un élément non nul et

non inversible a, qu'on peut écrire
T

v;(a)
a=u.||p;"",
i=1
avecu € A%, v;(a) € N, et les p; irréductibles non associés deux a deux. Soit alors, pour chaque i € {1,...,r}, a; un élément de [
tel que w; := v;(a;) soit minimum parmi les v;(x) avec = € I non nuls. Posons alors

T
d=1]»"
i=1

Notons également y le pged de aq, ag, . .., Gy, a. Par 2, u € I et par définition des a;, p;"* divise u et donc d | . Réciproquement,
1 divise a et n'a donc pas d’autres facteurs irréductibles que p1, ..., p, et comme p divise a; pour tout ¢, sa valuation p;-adique est
inférieure a w; de sorte que 4 | d et enfin d est le pged de de ay, as, . . . , a., a et appartient par conséquent a I par 2. On vérifie alors
que par définition, d divise tous les &éléments de I. C'est alors le plus grand car si on a un autre élément d’ qui divise tous les éléments
de I, alors puisque d est dansI, on aurait que d’ divise d et donc d’ est plus petit que d (au sens de la divisibilité), ce qui prouve que
d est le plus grand diviseur commun a tous les éléments de 1.

4. Soient [ un idéal de A et d le pged de tous les éléments de I. D'aprés 3., C’est aussi le pged d’une famille finie aq, . . ., a, d’éléments
de I. En appliquant2.a a1 /d, ..., a,/d, on obtient que d € I, d’oti (d) C I. Par ailleurs I C (d) par définition du pged de tous les
éléments de . Finalement I est bien principal.

Noter qu'on pouvait conclure directement sans passer par 3. En effet, si I # (0), on prend = € I l'élément dont le nombre de facteurs
irréductibles (avec multiplicité) est minimal parmi les éléments non nuls de I. On a alors que pour tout a € I, pged(a, x) | x donca
moins de facteurs irréductibles que x et est dans I d'aprés 1. mais donc par minimalité, pged(a, ) = ux avec u € A*, autrement dit
z | aetI C (z) tandis que linclusion () C I est triviale donc I = () et il nest pas difficile de voir que x est le pgcd de tous les
éléments de I.

» REMARQUES.- On peut en revanche construire des anneaux de Bézout non principaux comme l'anneau des fonctions holomorphes étudiés
dansiciiou dans le TD de 'an dernier disponible sur la page web de David Harari ou encore certains anneaux d'entiers. Un autre exemple est
donné par

A=Q[z; : i e N]/{x; — a7, : i€ N).
En effet, soit le morphisme de Q-algébres injectif ; : Q[x;] — A défini par z; — T; et le morphisme de Q-algébres injectif ¢; : Q[x;] —
Qlx;+1] défini par z; — xfﬂ. Onaalors ;1 01; = @; eton pose A; = ;(Q[z;]) qui est un anneau principal car isomorphe a Q[z;]. On
aalors clairement que A; C A; 1 pourtouti € Net A = U A;. Il est clair que tout idéal finiment engendré de A est en fait contenu dans

ieN

un A, et est donc principal. Cela permet de démontrer que il est de Bézout. Mais, on a que l'idéal M de A engendré par toutes les T; n’est
pas principal. En effet, notons w; la seule racine 2°-iéme de 2 réelle positive dans Q et considérons le morphisme f : Qlz; : i € N]— Q
défini par z; — w;. Le noyau de ce morphisme contient évidemment (x; — m?H : i € N) et donc au quotient on obtient un morphisme de
A dans Q. Notons M’ l'image de M par ce morphisme. Si maintenant M est de type fini, alors M’ aussi et on obtient un Q-espace vectoriel
de dimension finie, disons d. Ainsi tout élément de M’ devrait étre racine d’un polynéme a coefficients rationnels de degré au plus d mais le
polyndme minimal de w; n'est autre queTT — 2 et ainsi w; ne peut &tre annulé par un polyndme de degré inférieur & 2, ce qui fournit bien
la contradiction escomptée.
Enfin, le TD de l'an dernier utilise cet exercice pour établir qu’'un anneau factoriel dans lequel tout idéal premier non nul est maximal est
principal.

11. Noter que comme A est intégre et a, b sont divisibles par d, a/d et b/d ont bien un sens

12. Voir un argument ci-dessous pour le fait que d € 1.

13. Ce qui est bien défini puisque le nombre de facteurs irréductibles des éléments non nul est une partie non vide de N.
14. Irréductible par Eisenstein et annulant w;.


https://agreg-maths.univ-rennes1.fr/documentation/docs/holomorphe.pdf
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EXERCICE 4. Soit Z[¢] anneau des entiers de GauR.

1. Soit p un nombre premier. Montrer que p est irréductible dans Z[7] si, et seulement si, p ne s'écrit pas comme somme de deux carrés
d’entiers.
2. Soit p un nombre premier congru a 3 modulo 4. Montrer que si pour deux entiers a et b,ona a’® +b% = 0 (mod p), alors p divise a et b.
3. Montrer qu’'une somme de deux carrés d’entiers est congrue a o, 1 ou 2 modulo .
4. En déduire qu'un nombre premier p est irréductible dans Z[i] si, et seulement si, p = 3 (mod 4).
Indication : on pourra calculer (p — 1)! modulo p.
SOLUTION.

Lanneau Z[i] est un anneau euclidien de stathme N : a + bi € Z[i] — a® + b*> € N. Il est facile de voir que N est multiplicative, i.e. si
z,2 € Z[i] alors N (zz") = N(2)N(z') car N(z) = 2Z.On a aussi que z € Z][i] est inversible si et seulement si N (z) = 1. On renvoie["]
d’ailleurs aux pages 56-58 du Perrin ainsi qu’'a U'exercice page 64 pour de plus amples compléments sur cet anneau des entiers de GauR et le
fait notamment qu'il est euclidien et le lien avec le fait qu’un entier n est somme de deux carrés si, et seulement si, pour tout nombre premier
p = 3 (mod 4), alors v,(n) est paire. C'est un sujet passionnant qui donne lieu a tout un tas de questions et de problémes encore ouverts
aujourd’hui tels que (entre autres) le nombre de telles représentations comme somme de deux carrés, le nombre de points entiers dans un
cercle de rayon donné ou a des généralisations a des sommes de trois, quatre ou plus de carré qui font intervenir tout une palette d’outils
passionnants allant de l'algébre, la théorie analytique des nombres ou les formes modulaires!

1.

Montrons le sens direct par contraposée. Supposons qu'il existe a,b € Z tel que p = a? + b?. Alors p = (a + ib)(a — ib) n’est pas
irréductible car ab # 0 et donc a & b ¢ Z[i]*.

Réciproquement, supposons p = uv avec u,v ¢ Z[i]*, alors N(p) = N(u)N(v) = p?; donc N (u) divise p? et comme u n’est
pas inversible, N'(u) # 1 et donc N(u) = p (si N(u) = p? on aurait que N(v) = 1 mais v nest pas inversible non plus). Donc
p=N(u)=u} +u3 ol u=us +iug € Zli]; c'est la somme de deux carrés.

. Soit p = 3 (mod 4). Soient a, b € Z tels que a® + b?> = 0 (mod p). Supposons b Z 0 (mod p) alors b est inversible dans Z/pZ et

(ab™1)? = a?(b~1)? = —b%(b?)~! = —1 (mod p); on a aussi que a® # 0 (mod p) car b? Z 0 (mod p) et a®> = —b? (mod p). Si
on pose z = ab~! onaalors que x # 0 (mod p) et x> = —1 (mod p); autrement dit —1 est un carré modulo p. Mais (mz)% =
(—1)’72;1 = 277! = 1(mod p) car lordre de (Z/pZ)* est p — 1. Donc, pT_l doit étre pair et p = 1(mod 4) ce qui est une
contradiction car on supposé p = 3 (mod 4). On a donc montré que b = 0 (mod p). De méme, si on suppose a Z 0 (mod p) on arrive
a une contradiction et a = 0 (mod p) aussi.

. Pour tout entier a € Z les classes possibles modulo 4 de a® sont: 0 ou 1; donc pour a,b € Z les classes possibles pour a® + b?

modulo 4 sont 0, 1 ou 2.

. Montrons que les trois conditions suivantes sont équivalentes

(@) pestirréductible,

(b) p=3(mod4),

(c) pn'est pas la somme de deux carrés.
On sait par 1. que (a) et c) sont équivalents. C'est facile de voir que (b) implique (c) : d'aprés la question 3.si p = a? + b? alors
p # 3 (mod 4). Montrons que (a) implique (b). Supposons p irréductible dans Z[i], alors par 1. il n’est pas somme de deux carrés et

doncp # 2 = 12 + 12. supposons alors que p = 1 (mod 4) et montrons a l'aide du théoréme de Wilson qu'il existe © € Z tel
que #2 = —1 (mod p). Dans ce cas p divise 22 + 1 = (z +4)(x — i) or on a supposé que p était irréductible donc on a forcément
que p divise © + ¢ ou & — 14, ce qui est absurde car s'il existait a,b € Z tels que x + i = p(a + ib), on aurait pb = 1 ce qui n'est
pas possible. Montrons alors que —1 est un carré modulo p. En effet, p s'écrit comme p = 2k -+ 1 avec k un entier pair et on écrit
p—1!'=2k(2k—-1)---(k+1)k(k—1)---2x 1 Comme pourtouti € {0,...,k— 1} onaque 2k —i = —(i+ 1) (mod p), on
aque

(p—I=—-1x-2%x-x(=(i+1)%) x - x (=(k—1)%) x (—k?)
(—1)F x22x 3 x - x (k—1)* x k?

(—1)2(k)?
—1(mod p)

d’aprés le théoréme de Wilson. Comme k est pair on a alors que (k!)2 = —1 (mod p) et donc —1 est bien un carré modulo p.

15. Dont je recommande trés fortement la lecture attentive, en particulier a celles et ceux qui ont 'intention de passer 'agrégation 'an prochain!
16. Je rappelle que pour démontrer le théoréme de Wilson, on écrit

p—-1)'= H z (mod p)

= X
JLEFP

et regroupant chaque x # =1 avec son inverse 2~ 1 qui vérifie z # 21, on obtient que (p — 1)! = 1 x (—1) = —1 (mod p).
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» REMARQUES ET COMPLEMENTS.~ Noter qu’on a en réalité l'équivalence
—lestuncarrédansF, <= p#3(mod4).

Limplication de gauche a droite est claire par 2.. Il est également clair quesip = 2, -1 = 1 = 12 (mod 2). On peut donc supposer
p = 1(mod 4) dans la suite et on veut montrer que —1 est un carré modulo p sans recourir au théoréme de Wilson. On peut le démon-
trer en remarquant que le morphisme F;f — F; donné par z — z2 est de noyau {£1} de sorte que l'image de ce morphisme (au-

. ) FX _ . PR
trement dit les carrés de F;) sont au nombre de #QP = %. On sait alors par le petit théoréme de Fermat que pour tout a € F,

aP~! =1 (mod p) de sorte que a"= estracine de X2 — 1 = dans F ) etdoncvaut 1 ou —1. Il est clair que sia = b? (mod p) est un carré,
alorsa™= =p1=1 (mod p). Or tout élément de F X est racine de X?~' — 1 = (XPT_1 - 1) (XpT_l + 1). Comme on a p%l carrés,

. . . p—1 . — . . . p—1
on voit que ces carres sont exactment les racines deX 2 — 1. Mais comme % est paire, on voit que —1 estracinede X 2 — 1 etest
donc un carré modulo p.

Par ailleurs, pour déterminer si p est irréductible (et donc si (p) est premier puisque l'anneau est euclidien donc factoriel), on pouvait aussi
raisonner comme suit. On a par définition A = Z[i] = Z[X]/(X? + 1). On utilise alors le fait que pour deux idéaux I et .J de 4, alors

(A/D)J = (A1) [=(])

avecm = A — A/I la surjection canonique et ot J est un idéal car 7 est surjective. On sait alors par le cours que 7(j) = (I + J)/I etle
troisieme théoréme d’isomorphisme fournit

(A/D/J = (A/D)/7(J) = (A/D/((I + J)/J) = A/ + J).

Par symétrie, il vient
(A/D)/J=(A/T)/T=A/(T+J)

et on peut en fait faire "commuter les quotients"! Ainsi, dans notre cas,
A/(p) = (Z[X]/(X? + 1)) /(p) = Z[X]/(p, X* + 1) = (Z[X]/(p)) /(X* +1).
Or, a partir du fait que[f| Z[X]/ (p) = F,[X], ona (Z[X]/(p)) /(X? + 1) = F,[X]/(X2 + 1) si bien qu'on a
A/(p) 2 Fy[X]/(X? +1).

Il suffit alors de voir que si —1 est un carré, disons ?> = —1 (mod p), modulo p (autrement dit d’aprés ce qui précéde sip = 2oup =
1 (mod 4)),alors X? +1 = (X — a)(X + «) et lanneau F,,[X]/(X? + 1) nest pas intégre et p n'est pas premier tandis que si —1 n’est
pas un carré modulo p (autrement dit si p = 3 (mod p)), alors X2 + 1 n'a pas de racine dans le corps F,, et est de degré 2 donc irréductible
et F[X]/(X? + 1) = F, est un corps et (p) est premier. On a en réalité que si k est un corps et que P € k[X] non nul, alors k[X]/(P)
est intégre si, et seulement si, k[ X]/(P) est un corps si, et seulement si, P est irréductible. On peut le voir en construisant un inverse a
l'aide du théoréme de Bézout comme dans le TD ou en disant que k[X] est principal car k est un corps donc P irréductible équivaut a (P)
premier non nul (qui équivaut donc a k[ X]/(P) intégre) qui équivaut a (P) maximal(qui équivaut a k[X|/(P) corps). Enfin, si le degré de
P est inférieur a 3, étre irréductible sur k équivaut a ne pas avoir de racine sur k. Le résultat tombe en défaut pour des degrés supérieursE]
mais on a un critére le généralisant que vous trouverez dans le chapitre 3 du Perrin! Je rappelle enfin que les irréductibles de C[X] sont les
polyndmes de degré 1 et ceux de R[X] les polyndmes de degré 1 ou les polyndmes de degré 2 sans racines réelles comme on l'a établi en
TD! En revanche, on verra que sur Q ou un corps fini, il existe des polynémes irréductibles de tout degré!

EXERCICE 5. Soit A le sous-anneau de C engendré par o = @. Le but de cet exercice est de montrer que A est principal, mais pas
euclidien.

1. Montrer d’abord que, si B est un anneau euclidien, alors il existe un élément non inversible z € B tel que la restriction a B* U {0} de
la projection de B sur B/(x) soit surjective.
Ceci nous servira de critére pour montrer que 'anneau A n’est pas euclidien.

2. Donner un polynéme du second degré a coefficients entiers P s'annulant en «. En déduire que A est isomorphe a Z[X]/P et que le
groupe abélien sous-jacent & A est engendré par 1 et «. Vérifier que l'application norme, qui a z € A associe N(z) = zZ, prend ses
valeurs dans N.

17. Dans un corps commutatif, un polyndme ne peut avoir plus de racines que son degreé.

18. En effet, la réduction modulo p des coefficients fournit un morphisme surjectif Z[X] — F,[X] de noyau (p).

19. Voir le contrdle!

20. Comme par exemple, (X2 + 1)2 sur R[X].

21. Car si P est de degré au moins 3, il posséde une racine complexe z.Si z € R, P n'est pas irréductible et si z € C \ R, alors Z est aussi racine de P et P est divisible
par (X — z)(X — z) € R[X] n'est pas irréductible non plus!
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3. Montrer que 1 et —1 sont les seuls éléments inversibles de A.

4. Montrer qu'il nexiste pas de morphisme d'anneaux de A dans Z/2Z ou Z /3Z.
Indication : pour chacun des deux cas, supposer que f soit un tel morphisme, et étudier 'image par f du polynéme trouvé enE]

5. En déduire que A n’est pas euclidien.
Indication : utiliser le critére de[1]

6. On va montrer que A est principal.
(a) Montrer que pour tout a, b éléments non nuls de 4, il existe g, € Atels que r = 0 ou N(r) < N(b) et qui vérifient, soit
a =bq+ r,soit2a = bq + .
(b) Montrer que l'idéal engendré par 2 est maximal dans A (on pourra utiliser le fait que A est isomorphe & un quotient de Z[X]).

(c) Montrer que A est principal.

SOLUTION.

1. Supposons B euclidien et notons v sont stathme. On doit montrer qu'il existe € B non inversible tel que, si on note (z) l'idéal de B
engendré par x, pour touta € Bilexisteb € B* U{0} telque b+ (z) = a + (), i.e. tel que a = gz + b pour ¢ € B et binversible.
Si B est un corps, alors z = 0 convient. Sinon soitf?|z € B\(B* U {0}) tel que v(z) soit minimal dans B\ (B> U {0}). Comme B
est euclidien, pour tout @ € B il existe ¢,b € Btelsque a = gz + bavechb = 0 ouv(b) < v(x).Sib=0onaquea € (z) et donc
p(0) = p(a). Sinon, v(b) < v(x) implique que b est nul ou inversible et 7(b) = 7(a) avec 7 : B — B/(x) la surjection canonique.

2. Puisque clairement o + @ = 1 et a@ = 5, on voit quea = # est racine de P(X) = X2 — X + 5. Montrons que A est
isomorphe & Z[X]/(P). Pour tout F' € Z[X] il existe Q, R € Z[X]telsque F = QP + Rou R = 0 oudeg(R) < degP = 2 car
le coefficient dominant de P est inversible dansP"| Z. On peut donc définir un morphisme 7 de Z[X| dans Z[X|]/(P) qui a F associe
R, le reste de la division euclidienne de F' par P. Comme P(«) = 0 le morphisme

¢ Z[X] — Z[a]
X—a

se factorise par (P) et on obtient un morphisme ¢ : Z[X]/(P) — Z[«a] tel que ¢ = @ o 7. Le morphisme ¢ est en fait surjectif :
comme a? = o — 5 on sait que 1 et v engendrent Z[a]. Si R(X) € Z[X]/(P) alors R est de la forme R(X) = aX + b car
deg(R) < 2etdonc p(aX + b) = aa + b. On a en plus que @ est injectif : si g(aX + b) = @(a’X + V') alors « est racine de
(a—a)X +b—b =0donca = fl’/:ab, €Q;ora= % donca = o’ etb = b'. On en déduit que Z[X]/(P) ~ Z[a].

On vérifie facilement que pour z = aa + b € Z[a], N(z) = 2Z = (aa + b)(ac + b) = 5a® + ab + b* € N.

3. Supposons z inversible et 2’ tel que zz’ = 1. Alors N(zz') = N(2)N(2') = 1,donc N(z) = 1.Si z = aa + b on a que
5a% + ab+ b%> = 1 donca = Oetb = +1 donc z = 1. On vérifie ensuite que 1 et —1 sont effectivement inversibles et donc
Zla]* = {-1,1}

4. Supposons f : A — Z/2Z un morphisme d’anneaux. Puisque f(1) = 1 et qu'on a un morphisme d’anneaux, pour tout n € Z, f(n)
n'est autre que la réduction de n modulo 2. Par ailleurs, on a dans A que a? —  + 5 = 0 donc donc il existe B = f(a) € Z/2Z tel
que 3> —B+1=0,0r32—pB+1=1%#0dans Z/2Z car x> = x pour tout z € Z/2Z. Ainsi on a une contradiction. De méme si
f:A—Z/3Zonaurait 3 = f(a) € Z/3Z tel que 32 — 3 — 1 = 0 mais X? — X — 1 n’a pas de racines dans Z /3Z.

5. Supposons A euclidien; d'aprés 1. il existe « non inversible et non nul tel que la restriction de 7 : A — A/(z) a A* U {0} soit
surjective. Comme A ~ Z[a,ona A* : {—1,1} et m|4xygoy : {—1,1,0} — A/(z) est surjective. On montre que A/(x) est un
corpsf®: pour tout a + (z) € A/(x) il existe b inversible ou b = O tel que @ + (z) = b+ (z).Sib = O alors a € (z) est l'élément
neutre de A/(x); si b est inversible alors 7(b) = a + () est inversible d'inverse 7(b~1). Ainsi A/(x) est donc un corps. Comme
Plaxugoy est surjective le cardinal de A/(x) est inférieur ou égal a 3, A/(x) est donc isomorphe soit a Z /2Z soit a Z /3Z. On aurait
donc un morphisme de A dans Z/2Z ou dans Z/3Z, ce qui est impossible. Donc A n’est pas euclidien.

» REMARQUE.~ Cela découle qu’'un corps de cardinal p est de caractéristique p et contient '), comme sous-corps premier donc lui
est égal. On peut le redémontrer en considérant le morphisme si k est un corps de cardinal p

f:{Z—> k

n — n-1g.

Ce morphisme a pour noyau un idéal de Z de la forme cZ tel que Z/cZ soit un sous-anneau de k intégre. Cela impose ¢ premier et par
cardinalité, ¢ = p de sorte que le théoréme de factorisation fournit k = Z /pZ.

22. Bien noter que puisque B n'est pas un corps, B\(B* U {0}) # @.

23. Ou on utilise que l'on sait que si « est racine d'un polynéme a coefficients entiers (et donc réels), alors @ aussi et on calcule alors (X — a)(X — @).
24. C'est un résultat trés important. Voir par exemple le lemme 3.31 du Perrin.

25. Ou alors on raisonne en termes de groupes sous-jacents.
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6.

ab

(a) Soient a,b € Anon nuls. Soit z = § € Cjilséuites = u+vaavecu,v € Q.(x = 7 = ( (ab) € Qla)). soit
n la partie entiére de v. Alors v € [n,n + 1]. Supposonsl ¢ n —+ %, n —+ %[ et soient s, t les entiers les plus proches de
u et de v respectivement. Alors |s — u| < 3, v| < 3z.0nposeq = s+ taetdoncg € A = Z[a]. On a alors que

N(z—q)=N((u—s)+(w—t)a) = (s— ) +(s— )(t v)+5(t—v)* < 1+3+5 =32 <1l.Onposer =a—bqg € A
Onaalorsquea =bg+retN(r) < N(b)

Supposons maintenant v € }n + %,n + £ [ Onprend 2x = 2u+2vaet2v € ]211 + 3 2 2n+ 14 3 [ si m est la partie entiére
de 2valors 2v ¢ |m + &, m + 2. On se raméne donc au cas précédent et 2a = bq + ravec N(r ) < N(b).

(b) Onaque A ~ Z[X]/(X? — X + 5) donc
4/(2) ~ ZIX]/(2, X — X 15) ~ (2/22)[X]/(X? — X +5) ~ F5[X]/(X* + X + 1)

et X2 + X + 1 estirréductible dans F2[X] (car de degré 2 sans racine), on a que A/(2) est un corps (isomorphe a Fy).

(c) Soit I unidéal non nulde Aeta € I,a # 0 tel que N(a) soit minimal parmi les éléments non nuls de I.Si I = (a) il est
principal. Sinon, alors soit z € I\(a).Six = aq + r avec N(r) < N(a)our = 0,comme z,a € I onaquer € I etdonc
r = 0 car N(a) est minimal dans I. Dans ce cas = € (a), contradiction.
Si2e =aq+ 7, N(r) < N(a)our = 0,o0naaussi r = 0et2z = aq donc aq € (2). Comme (2) est maximal, il est premier
donc soit a € (2) soit g € (2).Siq € (2), alors g est de la forme ¢ = 2¢’, donc 2z = a2¢’ donc 2(x — aq) = 0 ce qui implique
que x = qa car A est intégre. Donc x € (a) contradiction. On a donc que a € (2) et on peut supposer que g ¢ (2). Donc a est
delaformea = 2a’ etz = a’q € (a’); comme N(a) = N(2)N(a')ona N(a’) < N(a). Montrons que a’ € I. Comme (2) est
maximal et ¢ ¢ (2) on a que l'idéal engendré par 2 et g, (2) 4 (q) est égal & A. Il existe alors A, 4 € A tels que 2\ + g = 1,
ce qui implique que o’ = 2Xa’ + qua’ = aX + px € I. Mais N (a) est minimal dans I, donc on arrive & une contradiction. On a
finalement bien que I = (a) et A est principal.

Un autre exemple (utilisant le méme critére que celui en 1.) est donné en exercice dans le Perrin (corrigé dans Exercices de mathématiques pour
l'agrégation : Algébre 1 de Francinou et Gianella). Il s'agit de l'anneau R[X,Y]/(X? + Y2 + 1) qui est principal non euclidien et constitue
un bon exercice pour s'entrainer sur les anneaux de polynémes.

EXERCICE 6. Le radical de Jacobson d’'un anneau commutatif A est lintersection de tous les idéaux maximaux de A. On le note rad A.

1.
2.
3.

4.
5.

Soit A un anneau. Montrer qu’un élément a est dans le radical de A si, et seulement si, pour tout z € A, 1 — ax est inversible.
Toujours en supposant que A est commutatif, montrer que si z € A est nilpotent, alors 1 — ax est inversible, pour tout élément a € A.

Toujours dans le cas commutatif, montrer que le radical de A est le plus grand idéal de A tel que 1 — x est inversible pour tout
x € rad A.

Toujours dans le cas ol A est commutatif, soit I un idéal dont tous les éléments sont nilpotents. Montrer que I C rad A.
Calculer le radical de Z, R[X], Z/nZ (pour un entier n > 1).

SOLUTION.

1.

Supposons que a € rad(A) et soit z € A.Si 1 — ax est non inversible, 1 — ax appartient & un idéal maximal 9t de A. Mais par
définition,a € M doncl =1 — ax + ax € M, ce qui est absurde.

Réciproquement, soit a € A tel que pourtoutz € A, 1 — ax € A*. Supposons qu'il existe un idéal maximal 9J% ne contenant pas a.
Alorssim : A — A/9 est la surjection canonique, on a que 7(a) # 0 et A/ étant un corps et par surjectivité de 7, il existe z € A
tel que m(a)w(xz) = 7(ax) = 1soit 1 — ax € M, ce qui contredit Uinversibilité de 1 — ax. Finalement, a € rad(A).

On pouvait aussi raisonner en disant que dans ce cas 9t + (a) = A desorteque 1 = m + az et 1 — ax = m € 9 ne peut étre
inversible.

. Supposons que z* = 0 pour k € N*. On pose alors

+oo +o00 k—1
u= § (CL.Z')” — E ax” = § ax™
n=0 n=0 n=0

qui est bien défini car x est nilpotent et A est commutatif. On a alors

(1 - ax) u—Za” " Za” "=1

si bien que u est l'inverse de 1 — ax qui est donc inversible.

26. Il est conseillé ici de s'aider d’'un dessin!

27. Reconnaitre la série

1
l—ax
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3. Leradical est clairement un idéal vérifiant la condition. Soit alors un idéal [ tel que pour touty € I, 1 — y est inversible. Soit a € I et
utilisons le critére de 1. pour montrer que a € rad(A). Soitz € A, alorsy = ax € I etdonc 1 — axz = 1 — y est inversible, ce qui
démontre le résultat.

4. Cest évident en combinant 2. et 1..

5. On sait que les idéaux maximaux de Z sont les pZ avec p premier si bien que

rad(Z)= (] pZ={0}.

p premier

De méme, les idéaux de R[X] sont les idéaux engendrés par un polyndme irréductible de R[X] et rad(R[X]) = {0}. La discussion
page 3 fournit que
rad (Z/nZ) = ﬂ pZ/nZ = r(n)Z/nZ

pln
p premier

avecr(n) = Hp le radicalde n.

pln

Le radical et le radical de Jacobson d'un idéal jouent un role important en géométrie algébrique notamment.

EXERCICE 7. Montrer qu’un polyndme P(X,Y) € Z[X, Y] est tel que P(tz, tS) = 0 pour tout t € Z si, et seulement si, il existe un polynéme
Q(X,Y) € Z[X,Y] telque P(X,Y) = (X3 — Y?) - Q(X,Y). En déduire un isomorphisme de Z-algébres

ZIX,Y)/(X?-Y?) =2 {PeZT] : P'(0)=0} 2 Z[T?T°.

SoLuTioN. Commencons par préciser que l'on peut toujours effectuer une division euclidienne dans k[ X | pour k corps avec unicité du quo-
tient et du reste. On a vu dans l'exercice 10 du TD Il que 'on peut toujours effectuer une division euclidienne (en perdant l'unicité cepen-
dant) de P par @) dans A[X] a condition que le coefficient dominant de () soit inversible dans A. Si jamais le coefficient dominant de
n'est pas inversible, alors on peut parfois s'en sortir en voyant A[X| C Frac(A)[X] et effectuer le division euclidienne dans Frac(A)[X].
Par exemple, soient P, € A[X,Y] = A[X][Y]. Si le coefficient dominant de @ vu dans A[X][Y] n'est pas dans A[X]|* = A%,
alors on effectue la division dans A(X)[Y], ce qui fournit B, R € A[X,Y] avec degy-(R) < degy(Q) et A € A[X] non nul tel que
AX)P(X,Y)=Q(X,Y)B(X,Y)+ R(X,Y).

Venons-en alors a lexercice a proprement parler. Il est immédiat que si P € (X? — Y?2), alors pour tout entier relatif ¢, P(t?,t3) = 0.
Réciproquement, supposons que pour tout entier relatif ¢, P(t2,¢>) = 0. le coefficient dominant def° X3 — Y2 € Z[X][Y] est égal
a -1 € Z* = Z[X]*. on peut donc effectuer une division euclidienne de P par X3 — Y2 si bien qu'il existe Q, R € Z[X,Y]
avec degy (R) < 2tels que P(X,Y) = (X3 — Y?)Q(X,Y) + R(X,Y). puisque degy (R) < 2, il existe A, B € Z[X] tels que
R(X,Y)=A(X)Y + B(X)desorteque P(X,Y) = (X®-Y?)Q(X,Y) + A(X)Y + B(X). 0On peut alors évaluer celaen t € Z pour
obtenir que

0= P2, t%) = (t5 —t9Q(t%, t3) + A(t>)t® + B(t?) = A(tH)t> + B(t?).
On en déduit (puisque Z est infini) que A(X?)X?+ B(X?) = 0.0n voit que A(X?)X? ne fait intervenir que des monémes impairs distincts
et que B(X?) ne fait intervenir que des mondmes pairs distincts. On en déduit que A = B =0etdonc R=0et P € (X3 —Y?)etona
bin démontré 'équivalence.
On pose alors Z[T?, T3] = {P(T?,T3) : P € Z][X,Y]} et on considére le morphisme surjectif de Z-algébre f : Z[X, Y] — Z[T? T3]
définie par P — P(T?,T3). Ce qui précéde garantit que le noyau est égal a l'idéal (X3 — Y2) si bien qu'au quotient on a bien

Z(X,Y]/(X? - Y?) 2 Z[T? 17

Reste donc a voir que {P € Z[T] : P'(0) = 0} = Z[T? T?]. On a évidemment Z[T?,73] C {P € Z[T)] : P'(0) = 0} puisqu’un tel
polyndme n'a pas de terme en 7. Réciproquement, si P € {P € Z[T] : P’(0) = 0}, alors il existe un d € N tel que

d
P=> aT"
iz
Mais pour tout ¢ # 1, on peut effectuer la division euclidienne de ¢ par 3 pour obtenir l'existence de ¢ € Zetr € {0, 1,2} telque i = 3g+7.
Sir = 0,alors T® = (T°)9 tandis que si 7 = 2, alors T* = (T°)4T2. Enfin,sir = l,onai =3(q — 1) +4etT! = (T3 1(T?)% quia
bien un sens car ¢ — 1 > 0 puisque sinon g = 0O et r = 1 donc¢ = 1 ce qui est exclu. On a donc bien que P € Z[T2, T3], ce qui conclut la
démonstration. On pouvait aussi traiter les cas ¢ pairs d’'un coté et les ¢ > 3 impairs en remarquant que ¢ — 3 est positif et pair.

28. Qui intervient notamment dans la célébre conjecture abc qui explore le lien entre les structures additive et multiplicative des entiers.
29. Voir le lemme 3.31 du Perrin pour une démonstration.
30. Noter que ce choix est plus judicieux que A[Y][X] car le degré en Y de X3 — Y2 est strictement inférieur a son degré en X.
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EXERCICE 8 — ANNEAU LOCAL. Un anneau est dit local s'il n'admet qu’un seul idéal maximal.

1. Montrer que A est local si, et seulement si, 'ensemble de ses éléments non inversibles est un idéal et que, dans ce cas, cet idéal est
lunique idéal maximal.

2. Montrer que A est local si, et seulement si, pour tout élément x € A, 1 — x ou x est inversible.

3. Un élément z € A est dit idempotent si 22 = x. Montrer que si A est un anneau local, alors ses seuls idempotents sont 0 et 1. Donner
un exemple d’anneau pour lequel la réciproque est fausse.

4. Soit k un corps et n > 0 un entier. Montrer que k[X]/(X™) est un anneau local et donner son idéal maximal.

5. Soit p un nombre premier, montrer que la localisation Z,) par rapport a lidéal premier (p) est un anneau local et donner son idéal
maximal.

SOLUTION.
On rappelle qu’on a établi en TD que
ANA = )

MC A
maximal

Linclusion de droite a gauche est clair car tout idéal maximal est propre et l'autre inclusion découle du théoréme de Krull.

1. Notons [ = {z € A|xz ¢ A*}. Supposons que c’est un idéal. Soit 9T un idéal maximal de A. Alors pour touty € M, y ¢ A* car
sinon N = A, donc I C I et I = N par maximalité. Ainsi A est bien local.
Réciproquement, supposons A local et montrons que I est un idéal. Soit 9t Uunique idéal maximal de A, on a alors

AN AX = U M =M
MC A

maximal

puisqu’on a un unique idéal maximal et on a le résultat!

2. Supposons A local et supposonsx ¢ A*;alorsz € I = A\A* quiestunidéal.Sil—x € [,alorsl =1—z+x € I'maisl € A*;
doncl —z ¢ Tetdoncl —xz € AX.Deméme,sil—xz ¢ A alorsl —xz € Jetsiz € [alors1l € I,doncx ¢ Tetx € A,
Réciproquement, supposons pourtoutx € A,z € A* oul —x € A*. Soit M un idéal maximal de A et soity € A\ alors
(y, M) = Aetilexistea € A,m € Mtelsquel = ay+ mdoncay =1—m € A*carm € MM # Adoncm € A*.Ona
donc montré que (y) contenait un élément inversible, donc (y) = A. On a alors que y € A*. On a montré que A\ C A* doncf]
A\A* = DMt est un idéal et donc A est local.

3. Soitz € Atelque 22 = z,alors 22 — 2 = x(x —1) = 0etax etz — 1 sont des diviseurs de zéro. Comme A est local on a que : soit
r € Ac A% etdanscecasz = 1,s0itz — 1 € AX etdanscecasz = 0.
Si A = Z alors il est intégre donc si 22 = z ona que z = 1 ou z = 0, donc les seuls idempotents sont 1 et 0 mais Z n’est pas local
car pour tout nombre premier p, lidéal pZ est maximal.

4. Les idéaux de k[z]/(z™) sont en bijection avec les idéaux de k[z] qui contiennent (z™); comme k[z] est principal, ils sont engendrés
parun P € k[z] tel que (™) C (P), C'est-a-dire tels que P divise (z"), ce qui implique que P = ¥ avec k < n. Le seul idéal
maximal est alors () car pourtout k < n —1,0na

(z") S (@) C--C(@F) S C(a)

on pose A = k[z]/(z™). On pouvait aussi montrer que
A ={n(P) : P(0) #0}=A~ ()

pour w : K[X] — A lasurjection canonique. En effet, un tel polyndme est premier avec ™ et par Bézout dans k[ X (qui est principall),
on dispose de u,v € A tels que 1 = uP + z™v donc en prenant 'image par m, il vient 1 = 7 (P)7n(u) et w(P) est inversible!
Réciproquement, si (P) est inversible, on dispose de 7(u) tel que 1 = 7(P)m(u) soit (1 — Pu) = 0 doncz™ | 1 — Pu etdoncil
existe v € Atelque 1 = Pu + z™v et en évaluanten 0, 1 = P(0)u(0) et P(0) # 0.

5. Pourrappel, Z,y = S71Z o0 S = A\(p) qui est une partie multiplicative de Z. On a déja montré que 'idéal engendré par limage de
(p) était le seul idéal maximal de Z ;) dans l'exercice 2!

» COMPLEMENT.- L'ensemble des germes de fonctions continues en 0 est 'ensemble des classes d’équivalences de couples (f, U) avec U un
intervalle ouvert de R contenant O et f : U — R continue, pour la relation d’équivalence définie par (f,U) ~ (g, V) si, et seulement si,
il existe un ouvert W C U NV contenant 0 tel que f,, = gj,,. On vérifie facilement que G = {(f,U)}/ ~ lensemble des germes de
fonctions continues en zéro est un anneau pour (f,U) + (g9, V) = (f + g, UNV), (f,U).(g,V) = (f.g, U N'V) (l'élément neutre pour +

31. Car linclusion réciproque est immédiate car Mt # A.
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est la fonction nulle définie sur n'importe quel ouvert U, elles sont toutes équivalentes, l'identité est la fonction identité sur R définie partout.
Si f(0) # 0 alors f est inversible au voisinage de 0 donc sa classe est inversible dans G. Si f(0) = O alors (1 — f)(0) # 0 et donc est
inversible au voisinage de 0, sa classe est donc inversible dans G. | s'agit donc d’un anneau local et c’est cet anneau qui rend compte du
comportement local d'une fonction en un point qui a donné lieu a cette terminologie d'anneau local.

EXERCICE 9. Soit () € Z[X] unitaire. On note 21, . . ., 2, ses racines (pas forcément distinctes) dans C. Montrer que
H(ZZ — Zj) eZ.
i#]

SOLUTION. On observe que le polyndme en n indéterminées

P=]]xi-X))

i£]
est un polyndme symétrique de Z[X1, ..., X,,]; en effet, il est clairement invariant pour laction de toute transposition, et les transpositions
engendrent G,,. D'aprés le théoréme de structure, il existe R € Z[X1, ..., X,,] tel que

P=R(0o1,...,04),

ol les g; sont les polynomes symétriques élémentaires. D'autre part, on a

n

Q= H(z —z)=2"—01(21, 0 20)2" A (=) 00 (21, Z0),s

i=1
ce qui montre que chaque o;(21, ..., z,) est entier. Du coup,
P(z1,...,2n) = R(o1(21,- -, 2n), -, 0n(21, .-, Zn))
est bien entier comme on voulait.

EXERCICE 10. Soit & un corps. On note F' = k(X)) le corps des fractions rationnelles.

1. Soient Ry = P1/Q1,...,Rs = Ps/Q; des éléments de F, avec P; € k[X] et Q; non nul dans k[X] pour tout ¢ de {1,...,s}. Soit
B la sous-k-algébre de I engendrée par Ry, ..., Rs. Montrer qu'il existe un polyndme non nul G € k[X] tel que B C (k[X])[G™!].

2. En déduire que F n'est pas de type fini en tant que k-algébre.

SOLUTION.

1. Par définition, tout élément f de B est un polynéme en les R;, et en particulier f = P/Q avec P € k(X) et Q de la forme
T Q%r, ol les o; sont dans N. Il suffit alors de prendre G = Q1 - - - Q..

2. Il suffit de montrer qu'une algébre B comme ci-dessus ne peut pas étre égale a k(X). Or, la fraction rationnelle 1/(G + 1) n'est
clairement pas dans (k[X])[G™1], sinon on pourrait écrire 1/(G + 1) = H/G™ avec H € k[X] premier a G, ce qui contredit
(G+1)H = G™ vuque (G + 1) est premiera G.

EXERCICE 11. Soient B un anneau, L un sous-anneau de B et A un sous-anneau de L. On suppose que L est un corps, que B est un L-espace
vectoriel de dimension finie, et que B est aussi une A-algébre de type fini. On se propose de montrer que L est une A-algébre de type fini.
Soient ay, . .., o, dans B tels que B = Alayq, ..., ay,].

1. Soit 31, ..., Bm une base de B sur L, avec 51 = 1. On écrit
m m
BiBj = Zaijkﬂk; a; = Z bi; Bj,
k=1 j=1

avec a;jk, bij € L. Soit C la sous A-algébre de L engendrée par les a;jx et les b;;. Montrer que tout élément = de B s'écrit :

=1

ol les \; sont dans C.

2. En déduire que L = C, et conclure.
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SOLUTION.

1. Soit B’ lensemble des éléments de B de la forme ).~ | A;3; avec les \; dans C' (c’est le C-module engendré par les 3;). Si x est
dans B, c’est un polyndme en les «; a coefficients dans A. Il suffit donc de montrer que tous les monémes

Tn

T1
251 ap

en les a; sont dans B’. Comme chaque «; est une combinaison linéaire des B; a coefficients dans C), il suffit de montrer que tout
mondme

iql C ﬁ:nm
en les 3, est dans B'. Or, d'aprés la définition des a;jx, chaque f3; (rappelons que 3; = 1) et chaque produit 3;/3; sont dans B’. Ainsi
B’ est stable par multiplication par chaque (3;, ce qui montre que tous les monémes 7' - - - 33 comme ci-dessus sont bien dans B’.
Finalement B’ = B.

m
2. Soity € L,alorsy = yB1 € B, etd'aprésa)on peut écrirey = Z AifB; avec les \; dans C' C L. Mais par unicité de la décomposition
i=1
d'un élément de B sur la base (31, ..., 3m) du L-ev B, on obtient y € C. Finalement L = C, et L est bien de type fini comme A-
algebre.

EXERCICE 12 — LEMME DE ZARISKI. Cet exercice utilise les exercices[io]etf11] Soient & C K deux corps, tels que K soit une k-algébre de type
fini. Le but de Uexercice est de montrer que K est un k-espace vectoriel de dimension finie. Pour cela on écrit K = k[aq, ..., ay], eton
raisonne par récurrence en supposant le résultat vrai jusqu'a n — 1, le cas n = 0 étant trivial.

1. On posef?| L = k(a ). Comparer K et Lo, . .., ), et en déduire que K est de dimension finie sur L.
2. En utilisant Uexercice[11} montrer que L est une k-algébre de type fini.
3. En utilisant l’exercice montrer que «; est racine d’un polyndme unitaire de k[X], puis que L est de dimension finie sur k.

4. En déduire le résultat annonceé.

SOLUTION.
1. Comme K est un corps, il contient k(v ), et donc aussi L]aa, .. ., o). Comme par hypothése K = k[aq, ..., )], on a finalement
K = L|ag, ..., ay), etl'hypothése de récurrence donne alors que K (qui estdonc une L-algébre de type fini) est un L-ev de dimension
finie.

2. Il suffit d’appliquer le résultat de 'exercice 8avec A =k, L = Let B = K.

3. Si vy n'est pas racine d'un polyndme non nul de k[X], alors le morphisme de k-algébre de k[X] dans k[a1] qui envoie X sur o
est injectif, donc k[a;] est isomorphe & k[X] et son corps des fractions L & k(X ). Ceci est impossible d’aprés U'exercice 3 puisque
d'aprés 2., L est une k-algébre de type fini. Si P est un polyndme unitaire de degré d qui annule a1, on a alors que k[aq] = k(o) =
Vecty (1, aq, . .. 70/11_1) est de dimension finie sur k.

4. D'aprés 3., L est de dimension finie sur k et d’aprés 1., K est de dimension finie sur L. Donc, K est de dimension finie sur k.

EXERCICE 13 — THEOREME DES ZEROS DE HILBERT. Cet exercice utilise le résultat de Uexercice[12] Soit & un corps.

1. Soientay, ..., a, dans k. Montrer que le morphisme u : P — P(aq,...,ay,) de k[X1,..., X,] dans k est surjectif de noyau l'idéal
J = <X17(11,...,Xn7(1n>.

On suppose dans la suite que k est algébriquement clos et on se donne [ un idéal maximal de k[ X, ..., X,,].
2. Montrer que le corps L = k[X7, ..., X,,]/I estisomorphe (en tant que k-algébre) a k.
Indication : On appliquera le résultat principal de l'exercice 12.
3. Endéduirequ'ilexisteay, . . ., a, dans k telque I soit l'idéal J du 1., C'est-a-dire que I est 'ensemble des polynémes P € k[ X1, ..., X,]
tels que P(aq,...,a,) =0.
SOLUTION.

1. Le morphisme u est surjectif (prendre P constant). Si maintenant P € k[X4,...,X,], on peut faire la division euclidienne de P
par (X1 — ay) dans lanneau (k[X2,. .., X,])[X1], ce qui permet d’écrire P = Q1(X1 — a1) + Ravec R € k[Xs,..., X,]. Par
récurrence, on peut écrire P = Q1(X1 —a1) + - -+ + Qn (X, — a,) + bavec b € k, aprés quoi le résultat est évident.

2. Par définition L est une k-algébre de type fini, donc d’aprés U'exercice [i2]il est de dimension finie sur k. Mais k est algébriquement
clos, donc comme tout élément x de L annule un polynéme unitaire a coefficients dans & (vu que (z™),en est liée dans le k-ev L), on
obtient z € k. Finalement L est isomorphe a k.

3. On vient de voir que le morphisme canonique k& — k[X1,...,X,]/I est un isomorphisme. Soient a1, ..., a, les antécédents de
X1,..., Xy, alors par définition les polyndmes (X; — a;) sont dans I, donc I contient l'idéal J engendré par les (X; — a;). Or J est
aussi un idéal maximal car d’aprés a), k[ X1, ..., X,,]/J est un corps (isomorphe & k). Finalement I = .J.

32. Cest le corps des fractions de ka1 ].
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EXERCICE 14. Montrer que les polynomes suivants sont irréductibles.

1. Pourn > 0 et p premier, X" — psur Q; 4 Pourn > 0, X™ — T sur K(T) (K un corps);

2. X+ X +1surQ;

3. X0+ X2 4 1surQ; 5. 14+ X+ -+ XP L sur Q, pour p premier.
SOLUTION.

1. On applique le critére d’Eisenstein avec p.

2. On commence par montrer que l'on n'a pas de racine dans Q car une telle racine g vérifieraitq = +1 et p = =1 mais ni 1 ni —1 n’est

racine. On raisonne alors par l'absurde et on voit qu’on n’a aucune factorisation du type (X2 + aX + b)(X?2 + cX +d).
Une autre preuve est fournie dans le Perrin page 78. On pouvait aussi réduire modulo 2 et vérifier qu'il n'y a pas de racine et que le seul
polyndme irréductible de degré 2 unitaire sur F5 est X2 + X + 1. Ainsi, si X* + X + 1 n’est pas irréductible, il est égal &

(X2 4+ X +1)?=X"+X2+1

ce qui est absurde!

3. Plusieurs méthodes sont possibles. Attention que le fait que X2 + X + 1 soit irréductible sur Q (car sans racine et de degré < 3)

implique que X%+ X2+ 1 est sans racine rationnelle mais pas qu'il est irréductible On peut alors raisonner par l'absurde et montrer
qu’on n'a aucune factorisation du type (X2 + aX + b)(X? + cX3 +dX? + eX + f) (ce qui implique en particulier l'abscence de
factorisation comme un produit de trois polynémes de degré 2) ni de la forme (X3 + aX?2 + bX + d)(X3 + eX? + fX + g) mais
c'est un peu fastidieux.
On pouvait sinon raisonner modulo certains nombres premiers. On voit tout de suite que X% + X2 +1 = (X3 + X + 1)2 dans F5 et
on vérifie que X3 + X + 1y est irréductible (car de degré 3 sans racine). Ceci nous fournit que X% + X2 4+ 1 est soit irréductible
sur Q soit est un produit de deux polynémes de degré 3. Mais, on vérifie que dans F'3 on a deux racines (a savoir +1) si bien que
X0+ X2 +1=(X—1)(X +1)Q avec @ de degré 4 sans racine[*|dans F3. Cela implique que X + X2 + 1 est irréductible. En
effet, on a vu modulo 2 que soit P est irréductible soit il est produit de deux irréductibles de degré 3. Mais la réduction modulo 3 de
P s'écrirait alors comme un produit de deux polyndmes de degré 3. La seule possibilité pour obtenir une décomposition de la forme
(X — 1)(X + 1)Q avec ) de degré 4 sans racine est que chaque polyndme de degré 3 se scinde en un polynéme de degré 1 fois un
polyndme irréductible de degré 2 et cela impliquerait en particulier que QQ = X* + X2 42 est produit de deux polynémes irréductibles
unitaires de degré 2 sur F3[X]. Mais un polyndme unitaire de degré 2 irréductible sur F3[X] est de la forme X2 + aX + b sans racine.
Notamment cela impose b # 0. Testant alors toutes les combinaisons possibles de a,b € Fg3, on constate que les seuls polynémes
irréductibles unitaires de degré 2 sur F3[X] sont X2 + 1, X2 + X — 1 et X2 — X — 1. On vérifie alors qu'aucun produit de deux
de ces polynémes de fournit (). On en conclut que P n’est pas produit de deux irréductibles de degré 3 et que par conséquent P est
irréductiblef

» REMARQUE.- On a notamment que s'il existe p premier tel que P soit irréductible modulo p, alors P est irréductible sur Q. Attention
en revanche qu’un tel p n'existe pas toujours (on verra notamment que X* + 1 est irréductible sur Z mais réductible modulo tout
premier p. cela a a voir encore une fois avec le groupe de Galois de P. Vous pourrez trouver des compléments dans le chapitre 4 du
cours ou en section I11.3 du Perrin.

33. Parexemple, X% +4 = (X2 — 2X 4 2)(X? + 2X + 2) est réductible mais X2 + 4 est irréductible.

34. Eneffet, P = X6 4 X2 41 est primitif et si on écrit sa factorisation en produit d'irréductibles dans l'anneau factoriel Z[X], alors on obtient des polyndmes irréductibles
de Z[X] de degré > 1 donc primitifs et irréductibles sur Q[X]. Par unicité (aux unités prés) d’une telle décomposition, on peut donc supposer que la décomposition de P en
produit d'irréductibles est de la forme

”
=T
i=1

avec les P; des polyndmes irréductibles de Z[X ] unitaires non constants et 2 a deux non associés. Soit alors p un nombre premier et P le polyndme obtenu en réduisant modulo
p les coefficients de P. On a (c’est un morphisme d’algébres) que

P=]J[P" =x3+X+1)%

—.

=1

Puisque les P; sont unitaires, P; a méme degré que P;. Si on avait un P; irréductible de degré 2 dans la décomposition de P, alors on obtiendrait un facteur P; de degré 2
qui est soit irréductible soit produit de deux polyndmes irréductibles de degré 1, ce qui est exclu car on a un seul facteur irréductible de degré 3 de multiplicité 2. De méme, si
on avait un P; de degré 1, alors on aurait une racine modulo p, ce qui nest pas le cas. Les seuls types de factorisation possibles sont donc P irréductible ou P produit de deux
polyndmes irréductibles de degré 3.

35. Ici, on obtient le sans racine soit en utilisant que Q@ = X% + X2 4 2 soit en utilisant le fait que sur un corps, z est racine multiple si, et seulement si, P(z)=P'(z)=0
(méme en caractéristique > 0). En effet, si P = (X — 2)2Q, il est clair que P(x) = P’(x) = 0. Réciproquement (noter qu’en revanche la démonstration habituelle & base
de formule de Taylor ne fonctionne plus), mais le fait que P(z) = 0 implique que P = (X — z)Q et donc P’ = (X — z)Q’ + Q et on voit que P’(z) = 0 équivaut a
Q(z) = 0 etdonc au fait que  soit racine multiple. Attention en revanche que du fait que la dérivée de XP est nulle en caractéristique p que l'équivalence x est de multiplicité
m si, et seulement si, P(z) = P'(z) = --- = P~V (z) = 0 et P(™)(z) # 0 tombe en défaut! En revanche, on peut établir que cela reste toutefois vrai sim < p — 1.

36. On verra que les types de factorisation qui apparaissent modulo p et que l'on a utilisés ici sont liés aux groupes de Galois des polynomes!
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Terminons par mentionner que factoriser un polynome sur un corps fini se fait trés bien algorithmiquement via l'algorithme de Ber-
lekamp et que cet algorithme et des réductions modulo des nombres premiers bien choisis (grace aux bornes de Mignotte) permet

d’obtenir un algorithme de factorisation sur Z. Rendez-vous lors du cours de calcul formel du semestre prochain si ces thématiques
vous intéressent!

Lélément T est irréductible dans l'anneau factoriel K [T et on peut lui appliquer le critére d’Eisenstein (comme en 1.) qui fournit
Uirréductibilité dans K [T][X] et comme le polynéme est primitif, dans K (T")[X].

On remarque qu'il s'agit du polynome cyclotomique ®,,. On constate que (X — 1)®, = X? — 1 et en évaluanten X + 1, il vient
que X&,(X +1) = (X + 1)? — 1, autrement dit

p—2
(X +1) = X1 4 ZCIISHX]C + P

k=1

On remarque alors quep | C£+1 pourtout k € {1,...,p — 2} et on peut alors déduire d'Eisenstein appliqué & p que le polynéme
@, (X + 1) estirréductible, ce qui implique que ®,, est irréductible lui-méme

37. On

reviendra en détails sur ces polyndmes importants dans le chapitre sur les corps. Ils sont par exemple a la base d’'une démonstration d’une version faible du théoréme

de la progression arithmétique de Dirichlet stipulant qu'il existe une infinité de nombres premiers p = 1 (mod n) pour tout entier naturel 7 ou du théoréme de Wedderburn
stipulant que tout corps fini est commutatif.

38. Carpourk € {1,...,p—2},p| (k+ 1)!(75_‘_1 =pp—1)---(p—k)et(k+ 1)! est premier a p.
39. Sinon,ona @, = Q1 Q2 avec Q1 et Q2 non constants si bien que D, (X + 1) = Q1(X 4+ 1)Q2(X + 1) avec Q1 (X + 1) et Q2(X + 1) non constants, ce qui est

absurde.
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