Université de Paris Saclay M1 MF 2021-2022

Exercices Algébre - Anneaux |

Tous les anneaux de cette feuille d'exercices sont supposés étre commutatif sauf mention explicite du contraire.

EXERCICE 1. Montrer que tout anneau intégre fini est un corps.

SOLUTION. Soit A un anneau intégre fini. On doit montrer que tout élément non nul de A est inversible. Pour a2 € A, a # 0, on
considere l’applicationﬂ @z :x € A ax.Comme A estintégre on voit facilement que ¢, est injectifﬁ, donc surjectif car A
est fini; il existe donc en particulier 2’ € A tel que aa’ = 1. Comme A est supposé commutatif, on a bien montré que A était
inversible.

EXERCICE 2. Soit A un anneau commutatif, et soit S une partie multiplicative de A, c'est-a-dire que S contient 1, etsi s, t € S,
alors st € S. On veut définir la localisation S~' A de A par rapport a S.

1.

Montrer qu’on peut définir une relation d’équivalence sur A X S comme suit : (a, s) est équivalent a (b, t) s'il existe un
u € S tel que u(at — bs) = 0. Soit S™' A l'ensemble des classes d’équivalences. On écrira % pour désigner la classe
d’équivalence de (a, s).

Montrer que S~' A, muni des opérations £+ % = ats;tbs et <. % = i—f, est un anneau commutatif.

3. Montrer que si S contient O, alors ST A est un anneau trivial.

4. Montrer que l'application f : A — S~' A définie par a — £ est un morphisme d’anneaux. Montrer que f est injectif si S
ne contient pas de diviseurs de zéro.

5. Cas particulier : corps des fractions. Supposons que A est intégre, et que S = A\ {0}. Montrer que S™' A est un corps,
appelé le corps des fractions de A.

6. Cas particulier : localisation en un idéal premier. Soit P un idéal premier de A. Montrer que S = A\ P est une partie
multiplicative de A. On écrit Ap pour désigner S™' A dans ce cas.

7. Cas particulier (suite) : Montrer que l'idéal engendré par l'image de P dans Ap est le seul idéal maximal de Ap.

SOLUTION.

La localisation d’'un anneau, qui consiste a rendre inversible une partie multiplicative et dont on verra l'origine de la termino-
logie dans l'exercice 13 (qui correspond a l'étude de comportement local de fonctions), est un outil indispensable en géométrie
algébrique et théorie des nombres notamment.

1.

2.

Montrons que la relation ~ sur A X S est réflexive, symétrique et transitive: Va, b,c € A, Vs, t,k € S:
— (a,s) ~(a,s)caras—as=0et1€S;
— Supposons (a, s) ~ (b, t) alorsilexiste u € Stelque u(at—bs) = 0;donc(—u)(bs—at) = Oetdoncu(bs—at) =0
ce qui implique que (b, t) ~ (a, s);
— si(a,s) ~ (b, t)et(b,t) ~ (c,k)alorsJu,v € Stelsqueu(at—bs) =0etv(bk—ct) =0.Doncuvt(ak—sc) =0
etonaque (a,s)~ (c,k)caruvt € S car S est multiplicative.

Montrons que la somme est bien définie : si 2 = j— et % = f—,l alors il existe u,v € S tels que u(as’ — a’s) = O et

v(bt’ — b’t) = 0; on a donc que
at+bs a't’'+b’s’

uv((at + bs)s't’ — (a’t’ + b's")st) = uvtt’(as’ — a’s) + uvss'(bt’ = b't) =0 et — = =
s s

ab _ a'b

De meme St S car

uv(abs’t’ — a’b’st) = uv(abs't’ — a’bst’ + a’bst’ — a’b’st)

uv((as’ — a’s)bt’ + (bt' — b't)a’s) =0

Les deux opérations sont donc bien définies. Montrons maintenant que (S‘1A, +,.) est un anneau commutatif : soient f,
5,¢es7A

1. Attention a bien voir qu'il ne s'agit pas d’un morphisme d’anneaux si a # 1 car par exemple @,(1) = a.
2. En effet, si lon se donne x, x” € Atelsque @,(x) = @,(x’) soit a(x — x”) = 0, comme a # 0 et A est intégre, on obtient bien x — x” = 0 soit x = x’.
Comme on n'a pas un morphisme, il ne s'agit pas de regarder le noyau!
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_ s .ca . b c _ (at+bs)utcst _ a b, cy.
+estassociative: (3 +2)+E="—;— =2+(3+ 1)
- % est 'élément neutre pour +;
— =2 est l'inverse de Z;
_ . g b _ at+bs _ bs+at _ b | a.
(A, +) est commutative £ + 2 = &% = 22788 = 2 + 4,

— La multiplication est associative : (£ - 3) - £ =4x=-2.(2.£ ;

abu+act et (g . %) + (§ . 5) _ absutacst Bl

[T oy b c
— La multiplication est distributive par rapport a l'addition : ; ( ) = == o

sont égaux car 1 ((absu + acst)stu — (abu + act)s?tu) =
— L'élément unité est %,

— Le produit est commutatif £ - % = % -2

Noter que la présence du v dans la définition de la relation d’équivalence (qui peut paraitre étrange a premiéere vue dans
Uoptique de définir la fraction %) est en réalité essentielle pour obtenir la transitivité!

3. Supposons que 0 € S. Alors, pour tout a,a” € Aettouts,s’ € S, & = i—,, car O(as’ — a’s) = 0. lanneau S™' A est donc
trivial.

4 Soitf:ac A iﬁ € ST A, c’est un morphisme d’anneaux :
— Pourtous a,b € A, f(ab) = aTb =2. 19 = f(a)f (b);
— Pourtous a,b € A f(a+b)= %b = %*b'] =f(a) + f(b);
- f()=1.
Supposons que S ne contient pas de diviseurs de zéro. Soit a € Ker(f). Alors f(a) = % = % donc il existe u € S tel que

u(a.1 —1.0) = au = 0. Comme S ne contient pas de diviseur de zéro, ceci implique que a = 0. Donc Ker(f) = {0} et f
est bien injectif.

5. Supposons A est intégre. On donc que S = A\{0} et une partie multiplicative de A. Soit f un élément non nul de S7'A;
on doit montrer qu'il est inversible. Comme S = A\{O} et a # O,onaque a € S donc § est un élément de S7'A; il
vérifie 2 - 2 = % car1-(as — sa) = 0. Le corps des fractions est le plus petit corps contenant A et il vérifie la propriété
universelle suivante : si kK est un corps et/ : A — k est un morphisme injectif, alors il existe un unique morphisme de
corpsEf: Frac(A) — k injectiftel que 7 o f = /, autrement dit tel que le diagramme suivant commute.

A—L Frac(A)
i

=i

1

k

6. Si P est unidéal premier de A, alors pour tout s, t € A\P, st € A\Pet1 e A\P,donc S = A\P est bien multiplicative.

7. Pour montrer que l'idéal engendré par 'image de P dans Ap est le seul idéal maximal de Ap, démontrons d’abord qu’un
élément % est inversible dans Ap si et seulement si a ¢ P. En effet,si a ¢ P alors a € S par définition de S et donc,
comme 3 . § = 1, 5 est inversible dans Ap.

Reuproquement si 2 est linverse de 2 dans Ap alors il existe u € A\P tel quel u(ab — st) = 0. Ceci est équivalent a dire
qu’il existe u € A\P tel que uab = ust comme ust € A\P,onaqueuab ¢ Petdonca ¢ P car P est un idéal.
Remarquons alors que F(P) = {p pE P} n'est pasun |dealH de Ap.On considére donc S~' P l'idéal engendré par £ (P).
Il est alors faC|le de voir que { :peEP,s¢ P} est un idéal de Ap contenant f(P) et que C'est le plus petit. Il s'agit
donc de S7'P.

Soit maintenant I un idéal propre de Ap et soit % € I.Comme I # Ap, on sait que % n'est pas inversible et donc a € P
de sorte que f appartient a l'idéal S~'P. On a donc montré que I ¢ S~'P et I'idéal engendré par f(P) est bien lunique
idéal maximal de Ap.

Noter qu’en composant la surjection canonique 7p : Ap — A,z:/S‘1 P avec le morphisme f de la question 4., il vient un

morphisme de noyau P si bien qu’on obtient un morphisme injectif A/P — Ap/S~' P défini par w(a) — mp (1) avec

_ ia

3. Je vous laisse veérifier que 7(%) = 1) est cet unique morphisme.

4. Par exemple car ? . % = % ¢ f(P)pourse S\ {1}
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Ap/S P un corps, appele corps res:duel Par propriété universelle du corps de fraction, on obtient un morphisme injectif
Frac(A/P) — Ap/S~'P donné parﬁ — — 7Tp ( ) dont on peut montrer qu'il est surjectif. En effet, si 7p ( ) avecs ¢ P,

n(a)
7(s)
Tp ( ). On a donc Frac(A/P) = Ap/S™'P.Dans le cas de A = Z et P = pZ pour p premier, il vient que Z(p)/S pZ = Fp,.

Noter qu’on a

alorssi l'on dénoteparm: A — A/P la surJectlon canonique, 7(s) # O et alors € Frac(A/P) et est un antécédent de

1
Z(p):{% : p)(b}:z[z : € # p premier

On appelle un tel anneau un anneau local sur lesquels on reviendra plus en détails dans 'exercice 13. On peut également
montrer que le résultat ne se généralise pas a la partie multiplicative formée d’une réunion d’idéaux premiers. Dans ce cas,
on obtient un anneau sem-local qui contient autant d’'idéaux maximaux que d’idéaux premiers dans la réunion (exercice!).

On donne les exemples suivants dont les détails sont laissés e exercice :

Frac(Z) = Q

Frac(k[X]) = k(X) pour un corps k;

SiA=2ZetS = {10k ke N}, alors S™'A = D l'ensemble des décimaux;
SiA=ZetS ={x1},alors ST'TA=N;

A=Z%etS={(x,y) : (x,y)€Z" x2Z},alors ST'A=QxZ;

Un idéal de Z/nZ est par le théoréme de correspondance la projection d’un idéal de Z contenant nZ donc par principalité
de Z, de la forme dZ avec d | n. Limage réciproque par un morphisme d’anneaux d’un idéal premier étant premier, on voit
qu’un idéal premier de Z/nZ provient d’'un pZ avec p | n premier et il n'est pas difficile de voir que le quotient de Z/nZ par
pZ/nZ est isomorphe au corps F, si bien qu'on a la tous les idéaux premiers de Z/nZ qui sont également mammauxﬁ On
verifie alors que

(z/nz),) = 2/p°z

pour p | n premier et sin = p*m avec p 1 m. En effet, le morphismeﬁ Z — Z/nZ — (Z/nZ), est surjectif. Soit
@ € (Z/n2),) avec y € Zets & (p). Alors s et p* sont premiers entre eux et il existe deux entiers u et v tels que
us+p%v =1.0na donc m(suy — y) = mvyp® = nvy de sorte que m(sm(uy) — n(y)) = OdansZ/nZ et m ¢ (p)
si bien que ”(uy) = 2L et uy est un antécédent de . On montre alors que le noyau de ce morphisme est p®Z. Il est

clairement contenu dans le noyau car ”(p ) = ”(';p ) = 0. Réciproquement, soit x dans le noyau. Alors @ = 0 doncil
existe 7(s) ¢ (p) tel que w(sx) =0 50|t n | sx.0n en déduit que p® | sx mais s est premier a p donc p* | x etonale

résultat et en fait on peut méme en déduire par le théoréme chinois que

Z/nZ = @ (Z/nZ)(p) .

pln

On démontre aussi que tout idéal I de S™' A est de la forme

s—‘Jz{f : aeJ,ses}
S

pour unidéal J de A.On a clairement que s~ J est un idéal (C’est celui engendré par £ (J))et pour tout idéal I de S~ A, l'ensemble

J:{aeA : HseS,telquegeI}

5. Je laisse a vos soins de vérifier que tout est bien défini et que tout cela correspond en réalité au diagramme commutatif suivant :

AP —— Frac(iA/P)

6. En effet, puisque p | n, la surjection canonique Z — Z/pZ passe au quotient modulo nZ pour donner un morphisme d’anneaux Z/nZ — Z/pZ surjectif
de noyau pZ/nZ.
7. Composé de la surjection canonique 7 : Z — Z/nZ et du morphisme de 4.
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est un idéal de A vérifiant S™'J = I. En particulier, les idéaux premiers de S~ A s'identifient aux idéaux premiers de A ne
rencontrant pas S. Les propriétés suivantes découlent facilement des définitions et de cette description des idéaux de S™'A
pour S une partie multiplicative ne contenant pas o:

— Si Aestintégre, alors S™' A est intégreﬁ;

Si A est principal, alors S™' A est principalH;

— Si A est factoriel, alors S~ A est factoriel.
Enfin, si on considére A un anneau et a € A, alors S = {a” : n € N}. On voit facilement que S™'A = A[X]/(aX — 1) et on
peut en déduire par exemple que C[ X, Y]/(XY — 1) est principal.

EXERCICE 3. Montrer qu’un anneau A est un corps si et seulement si 'ensemble de ses idéaux a exactement deux éléments.

SOLUTION. Supposons que A soit un corps. Soit I unidéal de A.Si I # {0} alors il existe x € I, x # 0. Comme A est un corps,
x est inversible, i.e. 3x~! € Atel que xx™' =1 € I car I est unidéal. Donc I = A.

Réciproquement, supposons que A a exactement deux idéaux et montrons que tout élément non nul de A est inversible. Soit
a € A a# 0.Llidéal engendré par a dans A, est alors soit égal a {0}, ce qui n’est pas possible car dans ce cas a = 0, soit il est
égal a A, en particulier, il existe 2’ € Atel que aa’ = 1.

REMARQUE : En fait, le résultat vaut toujours si 'on suppose que A est intégre et posseéde un nombre fini d’'idéaux, alors c’est
un corps. En effet, pour x € A \ {0}, on a en considérant les (x”) pour n € N qu'il existe p > g tels que (xP) = (x9). En
particulier, il existe a € A tel que x9 = xPa soit par intégrité 1 = xP"9a.

EXERCICE 4. Soit A un anneau factoriel. On suppose qu'il vérifie le théoréme de Bézout, i.e. pour tous a, b € A premiers entre eux,
ilexisteu,v € Aavecua +vb = 1.

1. Montrer que si @, b € A ont pour pged d, alors il existe u, v € Aavecua + bv = d.

2. Montrer que si une famille finie ay, ..., a, d'éléments de A a pour pged 1, alors il existe des éléments uy, ..., u, de A avec
Z7=1 uja; = 1.

3. Montrer que si I est un idéal de A, alors il existe une famille finie d'éléments de I dont le pgcd est le pged de tous les
éléments de I.

4. En déduire que A est principal.

SOLUTION.

1. Immédiat en notant que a/d et b/d sont premiers entre eux (noter que comme A est intégre et a, b sont divisibles par d,
a/d et b/d ont bien un sens).

2. Parrécurrencesur n.C'estclairpour n < 2 avec 'hypothése. Supposons le résultat vrai jusqu'a n—1. Soit d = pged(aq, ..., a,_1).

Alors il existe u, v dans A avecud +va, = 1 car pged(d, a,) = 1 par définition du pgcd. Ensuite, 'hypothése de récurrence
appliquée a a1/d, ..., a,_1/d donne une décomposition

d= uiay + ...+ Up_1ap-1, Ui,...,Un_1 €A,

d’ou on déduit le résultat.

3. SiTestnuloul = A, cestclair(si I = A le pged de tous ses éléments est évidemment 1). Sinon I contient un élément
non nul et non inversible a, qu’on peut écrire
,
a=u. np;’i(a)’
i=1

8. Si % . % = Oalorsil existe v € S tel que uab = 0soita=00u b =0(car0 ¢ S par hypothése et par intégrité de A).

9. Un telidéal I est de laforme S~'J pour J = (a) par principalité de Aetdonc I = (%)
10. Commencer par établir que les inversibles de S™1A sont les % avec a divisant un élément de S et que les irréductibles de S~ A sont (modulo les
inversibles) les % avec p irréductible de A ne divisant aucun élément de S.
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avec u € A%, vj(a) € N, et les p; irréductibles non associés deux a deux. Soit alors, pour chaque / € {1,...,r}, a; un
élément de I tel que w; := v;(a,) soit minimum parmi les v;(x) avec x € I non nuls. Posons alors

d= ﬁp}”".
i=1

Notons également u le pged de aq, ag, ..., a,, a. Par 2., u € I et par définition des a;, p;V" divise y et donc d | p. Réci-
proquement, u divise a et n'a donc pas d’autres facteurs irréductibles que py, ..., p, et comme u divise a; pour tout /, sa
valuation p;-adique est inférieure a w; de sorte que u | d et enfin d est le pged de de ay, ay, ..., a,, a et appartient par
conséquent a I par 2. On vérifie alors que par définition, d divise tous les éléments de I. C'est alors le plus grand car si on
a un autre élément d’ qui divise tous les éléments de I, alors puisque d est dans I, on aurait que d’ divise d et donc d” est

4. Soient I un idéal de A et d le pgcd de tous les éléments de I. D’apreés 3., c'est aussi le pged d’'une famille finie aq, ..., a,
d’éléments de I. En appliquant2.a a,/d, ..., a,/d, on obtient que d € I, dou (d) C I.Parailleurs I C (d) par définition
du pgcd de tous les éléments de I. Finalement I est bien principal.

Noter que comme en TD, on pouvait conclure directement sans passer par 3. En effet, si I # (0), on prend x € I 'élément
dont le nombre de facteurs irréductibles (avec multiplicité) est minimal parmi les éléments non nuls de I. On a alors
que pour tout a € I, pged(a, x) | x donc a moins de facteurs irréductibles que x et est dans I d’aprés 1. mais donc par
minimalité, pged(a, x) = ux avec u € A%, autrement dit x | a et I C (x) tandis que linclusion (x) C I est triviale donc
I = (x) etil n'est pas difficile de voir que x est le pgcd de tous les éléments de I.

On peut en revanche construire des anneaux de Bézout non principaux comme l'anneau des fonctions holomorphes étudiés dans
l'exercice 7 ou certains anneaux d’entiers. Un autre exemple est donné par

A=Qx; : i €NJ/(xi—x%, :i€N).

En effet, soit le morphisme de Q-algébres injectif ¢; : Q[x;] — A défini par x; — X; et le morphisme de Q-algébres injectif
v : Q[x;] — Q[x;.1] défini par x; — xl.2+]. Onaalors @1 o w; = @, et on pose A; = @;(Q[x,]) qui est un anneau principal
car isomorphe a Q[x;]. On a alors clairement que A; C A;,q pourtout/ € Net A = U A;. Il est clair que tout idéal finiment
engendré de A est en fait contenu dans un A;; et est donc principal. Cela permet de défr'luontrer que A est de Bézout. Mais, on a
que Uidéal M de A engendré par toutes les X; n’est pas principal. En effet, notons w; la seule racine 2/-iéme de 2 réelle positive
dans Q et considérons le morphisme £ : Q[x; : i € N| — Q défini par x; — w;. Le noyau de ce morphisme contient évidemment
(x;j — Xi2+1 : [ € N) et donc au quotient on obtient un morphisme de A dans Q. Notons M’ l'image de M par ce morphisme.
Si maintenant M est de type fini, alors M’ aussi est et on obtient un Q-espace vectoriel de dimension finie, disons d. Ainsi
tout élément de M’ devrait étre racine d’'un polyndme a coefficients rationnels de degré au plus d mais le polyndme minimal
de w; n'est autre que T2 — 2 et ainsi w; ne peut &tre annulé par un polyndme de degré inférieur a 2/, ce qui fournit bien la
contradiction escompteée.

EXERCICE 5. Soit A un anneau intégre. On dit que deux idéaux I et J de A sont étrangers si I + J = A (de maniére équivalente,
cela signifie que 1 appartient a lidéal I + J).

1. Montrer que si Iy et I, sont tous deux étrangers avec J, alors l'idéal I; I, (constitué des sommes d’éléments de la forme
aiap avec a1 € I et a, € I,) est encore étranger avec J.

2. On suppose que A est factoriel et que tout idéal premier non nul de A est maximal. Montrer que si p € A est irréductible
et ne divise pas a, alors (p) est étranger avec (a).

3. On garde les hypothéses de b). Montrer que si a, b € A sont premiers entre eux, les idéaux (a) et (b) sont étrangers. En
déduire que A est principal en utilisant l'exercice [l de cette feuille.

SOLUTION.

11. Ce qui est bien défini puisque le nombre de facteurs irréductibles des éléments non nul est une partie non vide de N.
12. Irréductible par Eisenstein et annulant w;.
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1. Par hypothése on peut écrire 1 = a1+ b = a, + cavec a1 € Iy, a, € I, et b,c € J. En faisant le produit, on obtient
1 =ayjap +(ajc+ bay+ bc)avecarap € I1Ip et (c + bay + be) € J, ce qui montre que I I, est encore étranger avec J.

2. Lidéal (p) est premier non nul car A est factoriel et p irréductible, il est donc maximal. Comme p ne divise pas a, l'idéal
(a) + (p) contient strictement (p), il est donc égal a A, ce qui montre que (p) est étranger avec (a).

3. Ecrivons la décomposition de a:

a=upi--:pr,

avec u € A* et les p; irréductibles (non nécessairement distincts). Comme a et b sont premiers entre eux, p; ne divise
pas b, et d'aprés 2., (p;) est étranger avec (b). D'aprés 1. et par une récurrence facile, (p1)...(pr) = (a) est étranger avec
b. On peut donc écrire a = va + wb avec v, w dans A. Lexercice 2 de cette feuille montre alors que A est principal, car il
est factoriel et vérifie le théoréme de Bézout.
Noter que A n'avait pas été supposé noethérien au départ (il existe des anneaux intégres non noethériens tels que tout
idéal premier non nul soit maximal, par exemple la fermeture intégrale de l'anneau Z, des entiers p-adique dans une
cloture algébrique Q, de son corps des fractions Qp).

EXERCICE 6. Dans l'anneau A = Z[i\/g], trouver deux éléments qui n’ont pas de pgcd.
SoLUTION. On a les deux decompositions différentes en irréductibles
9=33=2+iV5)(2-iV5).

On rappelle qu'un élément u de A est inversible si, et seulement si, N(u) = 1.Siu € A%, il existe u’ € A tel que uu’ = 1
et en passant a la norme N(u)N(u’) = 1 avec N(u) € N si bien que N(u) = 1. Réciproquement, si N(v) = uu = 1, alors
U € A est linverse de u. En effet, 3 est irréductible car non inversible (car de norme 9) et si 3 = wu’ avec u,u’ € A, alors
9 = N(3) = N(u)N(u’) et donc N(u), N(u’) € {1,3,9}. Par ailleurs,siu = a + ib avec a, b € Z, N(u) = a% + 5b% de sorte
qu’on voit facilement qu'aucun élément n’est de norme 3. Ainsi soit N (u) soit N(u”) vaut 1 auquel cas v ou u’ est inversible et 3
est irréductible. On montre de méme que 2 + V5 sont irréductibles.

Montrons alors que 9 et 3(2 = i\/g) n‘ont pas de pgcd. Etablissons & présent la liste des diviseurs de 9. Soit u un tel diviseur. On
aalorsu’ € Atel que 9 = uu’ soit 81 = N(u)N(u’).Si N(u) =1, alors u=+1etu’ = £9.0n ne peut pas avoir N(u) = 3
et de méme N(u) = 27 car alors on aurait N(u’) = 3. On peut alors avoir N(u) = N(u’) = 9 et on voit facilement que les
seuls éléments de norme 9 sont +£3 et (2 + i\/g) et que la seule possibilité pour que le produit fasse 9 est u=u =3ou
i =0 =2+ iV5. Enfin, si N(u) = 81, alors u” = +1 et u = 9. Finalement, les diviseurs de 9 sont (modulo les unités)

Div(9) = {1,3,2 = iV5,9}.

On procéde de méme avec 3(2+iV/5). On écrit de méme 3(2+iV5) = uu’ avecu, u’ € Aet81 = N(u)(N(u’). Les cas N(u) = 1
et N(u) = 81 donnent +1 et £3(2 + /V/5) tandis que les cas N(u) = 3 ou 27 sont impossibles. Reste le cas N(u) = N(u’) = 9
et on voit que les seules valeurs possibles de u et u’ de norme 9 dont le produit vaut 3(2 + i\/g) sontu=3etu’ =2+ iV5ou
linverse. On en déduit (modulo les unités) que

Div(3(2 + iV5)) = {1,3,2 +iV5,3(2 + iV5)}.

Supposons alors qu’il existe un pged d a 9 et 3(2 + i\/g). Ce pgcd est dans l'intersection des deux ensembles de diviseurs
explicités plus haut donc (modulo les unités) d € {1, 3,2 + iV5}. Mais puisque 3 | 9,3(2 + iV/5) on doit aussi avoir que 3 | d
donc comme 2 + iV5 et 3 sont irréductible et que 1 est inversible, d # 2 + iV5etd # 1 sibien que d = 3. Enfin, comme
2 +iV59,3(2 + iV5) on doit aussi avoir que 2 + iV5 | d = 3 ce qui est absurde car on a deux irréductibles non associés. On
a donc une contradiction et ces deux éléments n’ont pas de pgcd dans A!

De méme, on montre que 3 et 2 + iV5 nont pas de ppcm dans A. Sinon, si m est leur ppcm, alors puisque 3,2 + iv5 | 9,
onam | 9etdeméme3,2+iV5|3(2+iV5),onam|3(2+iV5)etdoncm e {1,3,2 +iV5} modulo les inversibles. Mais
3| met2+iV5 | m ce quifournit de la méme facon une contradiction.

13. Carsiu=a+ biaveca,beZ,u=a- bi.

14. On voit facilement que a2 +5b%2 =1 équivautaa =+letb=0.

15. Par exemple, 3(2 + iV5) = 6 + 3iV5 # 3 en utilisant le fait que la famille (1, /) est libre dans C.

16. Attention qu’on ne peut pas a priori en déduire que les seuls diviseurs sont 1,3, 2 + iV5 et 32+ i\/g) car 3 et 2 + V5 sont irréductibles car lanneau
n'est ici PAS factoriel!

17. Je rappelle qu’on dit que deux éléments a et b d’un anneau intégre possédent un pged s'il existe un élément d € Atelque d | a, b et tel que pour tout
c| a, b,alors d | c. Un tel élément est défini aux inversibles prés. je vous renvoie page 49 du Perrin si vous désirez plus de détails.
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EXERCICE 7. Soit H l'anneau des fonctions holomorphes de C dans C.

1. Montrer que H est intégre. Quel est son corps des fractions?

2. Montrer que H™ est constitué des fonctions qui ne s'annulent pas, et que l'ensemble des irréductibles de 7 est constitué
des fonctions qui ont un seul zéro avec de plus ce zéro simple.

3. Montrer que H n’est ni factoriel ni noethérien, en exhibant un élément non inversible qui ne se décompose pas en produit
d'irréductibles.

SOLUTION.

1. Les zéros d’'une fonction holomorphe non nulle sont isolés. On en déduit immédiatement que le produit de deux fonctions
holomorphes non nulles est non nulle, et donc que l'anneau non nul # est intégre. En effet, soient £, g € H telles que
fg = 0. Supposons que f # 0. On a alors un zy € Ctel que f(zp) # O et donc par continuité un voisinage V,, de zq sur
lequel f ne s'annule pas. Cela implique que g est identiquement nulle sur V,, qui est donc nécessairement nulle car zg
n'est pas un isolé.

Son corps des fractions est par définition le corps des fonctions méromorphes sur C.

2. Si f est holomorphe et ne s'annule pas, on sait que 1/f est holomorphe et donc f € H*. En sens inverse s'il existe g tel
que fg = 1, il est clair que f ne s'annule pas.
Si maintenant f est irréductible, elle n’est pas inversible, donc posséde un zéro a. On sait alors qu’il existe une fonction
gH telle que (z — a)g(z) = f(z), et comme h : z — (z — a) n'est pas inversible, la fonction g doit é&tre inversible ce
qui montre que a est le seul zéro de f et qu’il est simple. En sens inverse, si f admet 2 comme unique zéro et ce zéro est
simple, alors si f = fif; avec f1, f, dans H, Uune des fonctions fi, , ne s'annule pas donc est dans H*, ce qui montre
que f estirréductible. On a en fait montré qu’un systéme de représentants irréductibles est constitué des fonctions de la
forme z +— (z — a)aveca € C.

3. Soit une fonction holomorphe non nulle possédant une infinité de zéros, par exemple z — sin z. Alors d’apreés 2., elle ne
peut pas s'écrire comme produit d'un inversible et d’'un nombre fini d'irréductibles, donc H n’est ni factoriel ni noethé-
rienﬁ
On peut par contre montrer que 7 vérifie le théoréme de Bézout, ou encore que tout idéal de type fini de H est principal.
Voir pour cela par exemple les notes de D. Bourquihttps://agreg-maths.univ-rennesl.fr/documentation/c
On peut notamment aussiy trouver un exemple explicite d’'idéal qui n'est pas engendré par une partie finie, a savoir l'idéal
engendré par les £, pour n € N et f, définie pour tout z € C par f,(z) = ——n(Z)

z(z=1)--(z-n)"

EXERCICE 8. Pour un anneau commutatif A et un idéal I de A, on définit le radical de I comme étant 'ensemble

VI={xecA|3n>1telquex" eI}
q

1. Montrer que VT est un idéal de A et que VVI = VT.
2. Montrer que si P est un idéal premier de A, alors VP =P.

3. Soit x ¢ VI etsoit S = {x" | n € N}. Montrer que S est une partie multiplicative de A qui est disjointe de I. En
considérant l'anneau S~' A, en déduire qu'il existe un idéal premier P contenant I mais pas x.

4. En déduire que VT est Uintersection de tous les idéaux premiers de A contenant I (on suppose ici que I est différent de
A).

5. Le nilradical de A est 'ensemble de tous les éléments nilpotents de A :
N(A)={x € A|dn € Ntel que x" = 0}.

Montrer que le nilradical de A est un idéal, et que c’est l'intersection de tous les idéaux premiers de A.

18. Car on rappelle qu’'un anneau noethérien et intégre posséde la propriété d’existence de la decomposition en produit d’irréductibles modulo les inver-
sibles.
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SOLUTION.

1.

I cVIdoncI # @.5i X,y € \/f, il existe n,m > 1telsque x” € I, y™ € I. En utilisant le fait que I est un idéal, on a
que (X + y)™ M = x"Xx™ + x"x™ 1y 4 x"XxM2y? 4+ x"y"+x"VyTy + .+ xyn+m—1¢ I llestévident que

0 € VI et que —x € VI. Par ailleurs, comme A est commutatif, on que si a € A alors (x.a)" = x"a" € I.

comme I ¢ VI,ona VI c VVI.Six € VI c VVI,ilexiste n > 1 tel que x” € VT donc il existe m > 1 tel que
(x")™ = x"™ ¢ I de sorte que x € VI.Donc I = VVI.

. Soitx € VP etn > 1tel que x” = x.x"! € P. Comme P est premier on a que soit x € P et on arréte soit x"~ € P;

n—1 n-2

dans ce dernier cas on a que x = xx"2 € P, donc soit x € P soit x = xx"3 € P; on continue ainsi jusqu’a

obtenir x € P.0On a donc \/F =P.

Soit x ¢ VI et S = {x"|n € N}. S est multiplicative : x”, x™ € S alors x"x™ = x"™™ ¢ Set1 = x° € S. Supposons
yeSnI.Alorsy =x"eIdonc xVI ce qui est faux par hypothése. On a donc bienque SN I = @.

Soitg : A — S~'Ale morphisme qui a a € A l'envoie vers la classe % € S~ A. Notons J l'idéal de S~ A engendré par
@(I). Soit M un idéal maximal de S~ A qui contient J. Alors, P = ¢~'(M) est un idéal premier de A disjoint de S. En
effet, P est premier car M est premier et ¢ est un morphisme d’anneaux (facile a vérifier) et supposons a € PN S de sorte
quep(a) = 2 € I Comme a € S, % existe et £ est inversible ce qui impliquerait que M = S'A.OnadoncPNS =a.
Onaque x ¢ Pcarx € Setdonc § ¢ M car il est inversible dans STTA.EtI c Pcarphi(I) c Metgp(I) + S~ 'Acar

x¢\/T.

Si x appartient a l'intersection de tous les idéaux premiers de A qui contiennent I alors x € VT car sinon, on vient de
montrer qu'il existe un idéal premier de A qui contient I et qui ne contient pas x. Montrons maintenant que VT estinclus
dans l'intersection de tous les idéaux premiers de A qui contiennent I :si x € VI, alors 3n > 1 tel que x" € I.Soit P
un idéal premier de A qui contient I. Dans ce cas x” = xx"~! € P, donc soit x € P soit x"~' € P Par récurrence, on
obtient que x € P; donc VI c P.Etonamontré que VT est égal a lintersection de tous les idéaux premiers de A qui

contiennent I.

Il est facile de montrer que N(A) est un idéal de A. Par défintion N(A) = 4/{0} donc par la question précédente on a
bien que N(A) est l'intersection de tous les idéaux premiers de A.

EXERCICE 9. Soit Z[/] l'anneau des entiers de GauB.

1.

Soit p un nombre premier. Montrer que p est irréductible dans Z[/] si, et seulement si, p ne s'écrit pas comme somme de
deux carrés d’entiers.

Soit p un nombre premier congru a 3 modulo 4. Montrer que si pour deux entiers a et b, on a a’+b% = 0 (mod p), alors
p divise a et b.

3. Montrer qu'une somme de deux carrés d’entiers est congrue a o0, 1 ou 2 modulo &.

4. En déduire qu'un nombre premier p est irréductible dans Z[/] si, et seulement si, p = 3 mod 4. (Indication : on pourra

calculer (p — 1)! (mod p)).

SOLUTION.

L'anneau Z[/] est un anneau euclidien de stathme N : a+ bi € Z[i] — a?+ b* € N. Il est facile de voir que N est multiplicative,
ie.siz,z’ €Z[i]lalors N(zz") = N(z)N(z’'). On a aussi que z € Z[/] est inversible si et seulement si N(z) = 1. 0n renvoie
d'ailleurs aux pages 56-58 du Perrin ainsi qu'a 'exercice page 64 pour de plus amples compléments sur cet anneau des entiers
de GauBet le fait notamment qu'il est euclidien et le lien avec le fait qu'un entier n est somme de deux carrés si, et seulement
si, pour tout nombre premier p = 3 (mod 4), alors v,(n) est paire. C'est un sujet passionnant qui donne lieu a tout un tas de
questions et de problémes encore ouverts aujourd’hui tels que (entre autres) le nombre de telles représentations comme somme
de deux carrés, le nombre de points entiers dans un cercle de rayon donné ou a des généralisations a des sommes de trois, quatre
ou plus de carré qui font intervenir tout une palette d’outils passionnants allant de l'algébre, la théorie analytique des nombres
ou les formes modulaires!

1.

Montrons le sens direct par contraposée. Supposons qu'il existe a, b € Ztel que p = a% + b2. Alors p=(a+ib)a—ib)
n'est pas irréductible car ab # O etdonc a + /b ¢ Z[/]*.

Réciproquement, supposons p = uv avec u, v ¢ Z[i]%, alors N(p) = N(u)N(v) = p?; donc N(u) divise p? et comme u
n'est pas inversible, N(u) # 1 et donc N(u) = p (si N(u) = p? on aurait que N(v) = 1 mais v n’est pas inversible non

plus). Donc p = N(u) = u12 + u% ol u = uy + iup € Z[i]; cest la somme de deux carrés.

19. Dont je recommande trés fortement la lecture attentive, en particulier a celles et ceux qui ont l'intention de passer l'agrégation 'an prochain!
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2. Soit p = 3(mod 4). Soient a,b € Z tels que a® + b?> = 0(mod p). Supposons b % 0(mod p) alors b est inversible
dans Z/pzZ et (ab™")? = a%(b™")? = —b%(b?)™" = —1(mod p); on a aussi que a> z 0(mod p) car b? £ 0(mod p) et
a’> = —b?(mod p). Si on pose x = ab~! on aalors que x # O(mod p) et x> = —1(mod p); autrement dit —1 est un
carré modulo p. Mais (XQ)% = (—1)% = xP~1 = 1(mod p) car l'ordre de (Z/pZ)* est p — 1. Donc, % doit étre pair
et p = 1(mod 4) ce qui est une contradiction car on supposé p = 3 (mod 4). On a donc montré que b = 0(mod p). De
méme, si on suppose a2 # 0 (mod p) on arrive a une contradiction et 2 = 0 (mod p) aussi.

3. Pour tout entier a € Z les classes possibles modulo 4 de 2 sont: 0 ou 1; donc pour a, b € Z les classes possibles pour
a2 + b2 modulo 4 sont 0, 1 ou 2.

4. Montrons que les trois conditions suivantes sont équivalentes
(@) p estirréductible,
(b) p=3(mod4),
(c) p n'est pas la somme de deux carrés.

On sait par 1. que (a) et ¢) sont équivalents. C'est facile de voir que (b) implique (c) : d’aprés la question 3.si p = a2 + b?
alors p # 3(mod 4). Montrons que (a) implique (b). Supposons p irréductible dans Z[/], alors par 1. il n’est pas somme
de deux carrés et donc p # 2 = 12 + 12. Supposons alors que p = 1(mod 4) et montrons a l'aide du théoréme de
Wilson@ qu'il existe x € Ztel que x?> = —1(mod p). Dans ce cas p divise x> + 1 = (x + /)(x — i) or on a supposé que
p était irréductible donc on a forcément que p divise x + / ou x — /, ce qui est absurde car s'il existait a, b € Z tels que
x +1 = p(a + ib), on aurait pb = 1 ce qui n'est pas possible. Montrons alors que —1 est un carré modulmo p. En effet,
p s'écrit comme p = 2k + 1 avec k un entier pair et on écrit (p — 1)! = 2k(2k = 1)---(k + T)k(k = 1)---2 x 1 Comme
pourtouti € {0,...,k —1}onaque2k —i =—(i +1)(mod p), on a que

(p—1)=-1 ><—22><~--><(—(i+1)2) x---x(—(k—1)2) X (—k?)
= (1) x22x32x---x(k-1)?%xk?
= (—1)*(k1)?
= —1(mod p)

d’aprés le théoréme de Wilson. Comme k est pair on a alors que (k!)?> = —1(mod p) et donc —1 est bien un carré modulo p.

Noter qu’on a en réalité I'équivalence
—~lestuncarrédansF, <= p#3(mod4).

Limplication de gauche a droite est claire par 2.. Il est également clairquesip =2, -1 =1 = 12 (mod 2). On peut donc supposer
p = 1(mod 4) dans la suite et on veut montrer que —1 est un carré modulo p sans recourir au théoréme de Wilson. On peut le dé-
montrer en remarquant que le morphisme F; — F; donné par x +— x? est de noyau {+1} de sorte que l'image de ce morphisme

. . H#Fy -1
(autrement dit les carrés de Ff,) sont au nombre de 7" = pT.

-1
aP~! = 1(mod p) de sorte que 2“7 estracine de X2 — 1 = dans F; et donc vaut 1 ou —1. Il est clair que si 2 = b2 (mod p) est

On sait alors par le petit théoréme de Fermat que pour tout a € F%,

-1 -1 —1
un carré, alors a7 = P! = 1 (mod p). Or tout élément de F;X, est racine de XP™1 — 1 = (XPT - 1) (XPT + 1). Comme on a

p—1 P . P . XE 1 . p—1 . . _1 .
£>= carrés, on voit que ces carrés sont exactment les racines de 2 . Mais comme Z— est paire, on voit que —1 est racine

p-1 .
de X 2 — 1 etestdonc un carré modulo p.

Par ailleurs, pour déterminer si p est irréductible (et donc si (p) est premier puisque l'anneau est euclidien donc factoriel), on
pouvait aussi raisonner comme suit. On a par définition A = Z[i] = Z[X]/(X? + 1) et on note m4 : Z[X] — A la surjection

20. Je rappelle que pour démontrer le théoréme de Wilson, on écrit

(p=1n= 1_[ x (mod p)

X
xer

et regroupant chaque x # +1 avec son inverse x7 qui vérifie x # x~1, on obtient que(p—1)=1x(-1)=-1(mod p).
21. Dans un corps commutatif, un polynome ne peut avoir plus de racines que son degré.
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canonique. Donc 7 : Z[ X]/(p, X?+1) = A/(p). En effet, on a la surjection canonique Z[ X ] — Z[X]/(p, X?+1) de noyau l'idéal
(p, X?+1). Ainsi, ce morphisme passe au quotient modulo (X 2+1) pour fournir un morphisme surjectif 7 : A = Z[ X]/(X?+1) —
Z[X]/(p, X? + 1) tel que 7 o w4 = . Il est alors clair que le noyau est I'idéal engendré par (p) et qu’on obtient au quotient
lisomorphisme souhaité. De méme, a partir du fait que Z[X]/(p) = Fp[X], 0nazZ[X]/(p, X2+1) = Fp[X]/(X2 + 1) si bien
qu’on a l'isomorphisme souhaité. Il suffit alors de voir que si —1 est un carré, disons a? = —1 (mod p), modulo p (autrement dit
d’aprés ce qui précéde si p = 2 ou p = 1(mod 4)), alors X2 + 1 = (X —a)(X + @) et l'anneau Fp[X]/(X2 + 1) n'est pas intégre
et p n'est pas premier tandis que si —1 n'est pas un carré modulo p (autrement dit si p = 3 (mod p)), alors X2 + 1 n'a pas de
racine dans le corps F,, et est de degré 2 donc irréductible et F,,[X]/(X2 + 1) = F4 est un corps et (p) est premier.

EXERCICE 10. Soit A le sous-anneau de C engendré par o = w. Le but de cet exercice est de montrer que A est principal, mais
pas euclidien.

1. Montrer d’abord que, si B est un anneau euclidien, alors il existe un élément non inversible x € B tel que la restriction a
B* U {0} de la projection de B sur B/(x) soit surjective. Ceci nous servira de critére pour montrer que 'anneau A n’est
pas euclidien.

2. Donner un polynéme du second degré a coefficients entiers P s'annulant en a. En déduire que A estisomorphe a Z[ X]/P
et que le groupe abélien sous-jacent a A est engendré par 1 et a. Veérifier que l'application norme, qui a z € A associe
N(z) = zz, prend ses valeurs dans N.

3. Montrer que 1 et —1 sont les seuls éléments inversibles de A.

4. Montrer qu'il n’existe pas de morphisme d’anneaux de A dans Z/2Z ou Z/3Z (indication : pour chacun des deux cas, sup-
poser que f soit un tel morphisme, et étudier l'image par ¥ du polynéme trouvé en ().

5. En déduire que A n’est pas euclidien (indication : utiliser le critére de {@)).
6. On va montrer que A est principal.
(a) Montrer que pour tout a, b éléments non nuls de A, il existe g, r € Atelsque r = 0ou N(r) < N(b) et qui vérifient,
soita = bqg + r,soit2a = bg +r.
(b) Montrer que l'idéal engendré par 2 est maximal dans A (on pourra utiliser le fait que A est isomorphe a un quotient
de Z[ x]).

(c) Montrer que A est principal.

SOLUTION.

1. Supposons B euclidien et notons v sont stathme. On doit montrer qu’il existe x € B non inversible tel que, si on note (x)
l'idéal de B engendré par x, pour tout a € B il existe b € B* U {0} tel que b +éx) =a+(x),ietelquea=gx+b
pour g € B et b inversible. Si B est un corps, alors x = 0 convient. Sinon soitPd x € B\(B* U {0}) tel que v(x) soit
minimal dans B\(B* U {0}). Comme B est euclidien, pour tout a € B il existe g, b € Btelsque a = gx + bavecb =0
ouv(b) < v(x).Si b =0o0naque a € (x) et donc p(0) = p(a). Sinon, v(b) < v(x) implique que b est nul ou inversible
et 7(b) = n(a) avec & : B — B/(x) la surjection canonique.

2. Puisque clairementa +a = 1 etaa = 5, on voit queE’ a = # est racine de P(X) = X? — X + 5. Montrons que A est
isomorphe a Z[ X]/(P). Pour tout F € Z[ X] il existe Q,R € Z[ X ] telsque F = QP+ R ol R = Ooudeg(R) < degP =2
car le coefficient dominant de P est inversible dans@ Z. On peut donc définir un morphisme & de Z[ X'] dans Z[ X]/(P) qui
a F associe R, le reste de la division euclidienne de F par P. Comme P(a) = O le morphisme

@ :Z[X] —> Z|a]
X > a
se factorise par (P) et on obtient un morphisme ¢ : Z[X]/(P) — Z[a] tel que ¢ = @ o x. Le morphisme ¢ est en

fait surjectif : comme a? = a — 5 on sait que 1 et a engendrent Z[a]. Si R(X) € Z[X]/(P) alors R est de la forme
R(X)=aX+bcardeg(R) < 2etdonc@(aX +b) =aa+b.0naen plus que @ estinjectif:si@p(aX +b) =@(a’ X+b’)

22. En effet, la réduction modulo p des coefficients fournit un morphisme surjectif Z[ X] — F,[X] de noyau (p).

23. Bien noter que puisque B n'est pas un corps, B\(B* U {0}) # @.

24. Ou on utilise que l'on sait que si a est racine d’un polynéme a coefficients entiers (et donc réels), alors a aussi et on calcule alors (X — a)(X — ).
25. C'est un résultat trés important. Voir par exemple le lemme 3.31 du Perrin.

10
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6.

b'—b
a—a’

alors a estracinede (a—a’)X + b— b’ =0donca = €Q;ora = % donc a = a’ et b = b’. On en déduit que

Z[X]/(P) = Z[a].

On vérifie facilement que pour z = aa + b € Z[a], N(z) = zZ = (aa + b)(aa + b) = 5a% + ab + b? € N.

Supposons z inversible et z’ tel que zz” = 1. Alors N(zz") = N(z)N(z’) = 1, donc N(z) = 1.Si z = aa + b on a que
5a’ + ab+ b?> =1donca=0etbh==+1doncz = +1.0n vérifie ensuite que 1 et —1 sont effectivement inversibles et
donc Z[a]* = {-1,1}.

Supposons f : A — Z/2Z un morphisme d’anneaux. Puisque f(1) = 1 et qu’on a un morphisme d’anneaux, pour tout
n € Z, f(n) n'est autre que la réduction de n modulo 2. Par ailleurs, on a dans A que @? — a + 5 = 0 donc donc il existe
B =f(a)ez/2ztelque f2—B+1=0,0rf2—B+1=1+0dansz/2Zcar x?> = x pour tout x € Z/2Z. Ainsi on a une
contradiction. De mémesi f : A — Z/3Z on aurait 8 = f(a) € Z/3Z tel que B2 — B — 1 = 0 mais X2 — X — 1 n'a pas de
racines dans Z/3Z.

Supposons A euclidien; d’aprés 1. il existe x non inversible et non nul tel que la restrictionde 7 : A —» A/(x) a A* U {0}
soit surjective. Comme A = Z[a],ona A* : {=1, 1} et m|sxu0y : {=1,1,0} — A/(x) est surjective. On montre que A/(x)
est un corps: pour tout a + (x) € A/(x) il existe b inversible ou b = Otel que a+ (x) = b+ (x).Si b = 0alors a € (x)
est 'élément neutre de A/(x); si b est inversible alors m(b) = a + (x) est inversible d'inverse z(b~"). Ainsi A/(x) est
donc un corps. Comme p|axyqo} est surjective le cardinal de A/(x) est inférieur ou égal a 3, A/(x) est donc isomorphe
soit a Z/2Z soit a Z/3Z. On aurait donc un morphisme de A dans Z/2Z ou dans Z/3Z, ce qui est impossible. Donc A n’est
pas euclidien.

(a) Soient a, b € A non nuls. Soit x = % €C;ilsécritx =u+vaavecu,v € Q.(x = Z—% = W(az) € Q[a]). Soitn la

partie entiére de v. Alors v € [n,n + 1]. Supposonsﬁ v ¢ ]n + %, n+ %[ et soient s, t les entiers les plus proches
de u et de v respectivement. Alors |s — u| < x [t —v| < % On pose g = s + ta etdonc g € A = Z[ax]. On a alors
que Nx—q)=N(u—-s)+(v=t)a) = (s —u)> +(s—u)t —v) +5(t - v)? < %+%+g = % < 1. 0n pose
r=a—bge AoOnaalorsquea=bg+retN(r)<N(b).

Supposons maintenant v € ]n + % n+ %[.On prend2x = 2u+2vaet2v € ]2n + %,2n + 1+ %[, si m est la partie
entiére de 2v alors 2v ¢ ]m + %, m+ %[ On se raméne donc au cas précédent et 2a = bg + r avec N(r) < N(b).

(b) Onaque A ~2Z[X]/(X%?- X +5) donc
A/(2) ~Z[X]/(2, X2 = X +5) = (2/22)[X]/(X? = X +5) ~ B[ X]/ (X% + X + 1)

et X2+ X + 1 estirréductible dans Fo[ X ] (car de degré 2 sans racine), on a que A/(2) est un corps (isomorphe a Fy).

(c) Soit I unidéalnonnulde Aeta € I,a # 0tel que N(a) soit minimal parmi les éléments non nulsde I.Si I = (a)
il est principal. Sinon, alors soit x € I'\(a).Si x = aqg + r avec N(r) < N(a) our = 0,comme x,a € I onaque
r € I etdoncr = 0car N(a) est minimal dans I. Dans ce cas x € (a), contradiction.
Si2x = aq+r,N(r) < N(a)our = 0,onaaussir = 0et2x = aqg donc ag € (2). Comme (2) est maximal,
il est premier donc soit a € (2) soit g € (2). Si g € (2), alors g est de la forme g = 2g’, donc 2x = a2q’ donc
2(x —aq) = 0 ce qui implique que x = ga car A est intégre. Donc x € (a) contradiction. On a donc que a € (2) et
on peut supposer que g ¢ (2). Donc a est de la forme a = 23’ et x = a’q € (a’); comme N(a) = N(2)N(a’)ona
N(a’) < N(a).Montrons que a’ € I.Comme (2) est maximal et g ¢ (2) onaque l'idéalengendré par2etq, (2)+(q)
est égala A. Il existe alors A, u € Atelsque 2A+qu = 1, ce quiimplique que 8’ = 2Aa’+qua’ = aA+ux € I. Mais
N(a) est minimal dans I, donc on arrive a une contradiction. On a finalement bien que I = (a) et A est principal.

Un autre exemple (utilisant le méme critére que celui en 1.) est donné en exercice dans le Perrin (corrigé dans Exercices de
mathématiques pour 'agrégation : Algébre 1 de Francinou et Gianella). Il s'agit de Uanneau R[X, Y]/(X? + Y% + 1) qui est
principal non euclidien et constitue un bon exercice pour s'entrainer sur les anneaux de polyndomes.

EXERCICE 11. Le radical de Jacobson d’'un anneau commutatif A est Uintersection de tous les idéaux maximaux de A. On le note

rad A.

1.

Soit A un anneau. Montrer qu'un élément a est dans le radical de A si, et seulement si, pour tout x € A, 1 — ax est
inversible.

26. Ou alors on raisonne en termes de groupes sous-jacents.
27. Il est conseillé ici de s'aider d’un dessin!
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4.
5.

. Toujours en supposant que A est commutatif, montrer que si x € A est nilpotent, alors 1 — ax est inversible, pour tout

élément a € A.

Toujours dans le cas commutatif, montrer que le radical de A est le plus grand idéal de A tel que 1 — x est inversible pour
tout x € rad A.

Toujours dans le cas ol A est commutatif, soit I un idéal dont tous les éléments sont nilpotents. Montrer que I C rad A.

Calculer le radical de Z, R[X ], Z/nZ (pour un entier n > 1).

SOLUTION.

1.

Supposons que a € rad(A) et soit x € A.Si 1 — ax est non inversible, T — ax appartient a un idéal maximal 9t de A. Mais
par définition, 2 € M donc 1 =1 — ax + ax € M, ce qui est absurde.

Réciproquement, soit a € Atel que pourtout x € A, 1—ax € A*.Supposons qu'il existe un idéal maximal 9t ne contenant
pas a.Alorssi : A — A/t est la surjection canonique, on a que 7(a) # 0 et A/9)t étant un corps et par surjectivité de
7, il existe x € Atel que m(a)m(x) = w(ax) = 1soit 1 — ax € M, ce qui contredit U'inversibilité de 1 — ax. Finalement,
a € rad(A).

On pouvait aussi raisonner en disant que dans ce cas 0t + (a) = Adesorteque 1 = m+ axet1 —ax = m € 9 ne peut
étre inversible.

Supposons que xK = 0 pour kK € N*. On pose alors

+00 k-1

+00
u= Z(ax)” = Z a"x" =
n=0

a"x"
n=0 n=0

qui est bien défini car x est nilpotent et A est commutatif. On a alors

k-1 k-1

(1—ax)u = Za”x”—Za”x” =1

n=0 n=1

si bien que u est 'inverse de 1 — ax qui est donc inversible.

Le radical est clairement un idéal vérifiant la condition. Soit alors un idéal I tel que pourtout y € I, 1 — y estinversible.
Soit a € I et utilisons le critére de 1. pour montrer que a € rad(A). Soit x € A,alorsy = ax € I etdoncl—ax=1-y
est inversible, ce qui démontre le résultat.

C'est évident en combinant 2. et 1..

On sait que les idéaux maximaux de Z sont les pZ avec p premier si bien que

rad(z) = ﬂp premierpZ = {0}.

De méme, les idéaux de R[.X] sont les idéaux engendrés par un polyndme irréductible de R[X] et rad(R[ X]) = {0}. La
discussion page 3 fournit que
rad (z/nZ) = ﬂ pZ/nZ = r(n)Z/nZ

pln
p premier

avec r(n) = 1—[ ple radical@ de n.
pln

Le radical et le radical de Jacobson d’un idéal jouent un role important en géomeétrie algébrique notamment.

EXERCICE 12. Soit A un anneau euclidien de stathme ¢. Montrer qu’il existe un stathme ¢ tel que (A, @) soit euclidien et pour
tous a, b dans A non nuls, @(ab) > @(a). Montrer alors :

1.

Pourtout a € A\ {0}, p(a) > p(1);

2. ¢(a) = (1) si, et seulement si, a est inversible dans A;

28. Reconnaitre la série

1
1-ax®

29. Qui intervient notamment dans la célébre conjecture abc qui explore le lien entre les structures additive et multiplicative des entiers.
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3. Sia,be A\ {0} sont associés, alors ¢(a) = p(b);
4. Sia,be A\ {0} sonttels que a divise b et p(a) = @(b), alors a et b sont associés.

Montrer que tout stathme ne vérifie pas les propriétés précédentes.

On suppose maintenant que le stathme ¢ vérifie les propriétés suivantes
(i) Pourtous a,b € A\ {0}, p(ab) = p(a)p(b);
(ii) Pour tous a,be A\ {0}, p(a+ b) < max(p(a), p(b)).

Montrer que A est un corps ou isomorphe a k[ X] pour un certain corps k.

SOLUTION.

On considére A = Z muni de son stathme usuel ¢(n) = |n|. Lapplication ¢ : Z* — N défini par @(n) = 2nsin > 0et@(n) = —n
si n < 0. Il s'agit d’un stathme. En effet, soient (a, b) € Z X Z*, il existe alors g € Zet r = O ou |r| < |b|/2. On en déduit que si
b <0alors0O < @(r)=2r < —b=¢(b)etsib >0,alors0 < @(r) = 2r < b < 2b = ¢(b) si bien qu'on a bien un stathme
mais@(-1)=1<@(1) =2

Soit alors (A, ¢) un anneau euclidien. On pose ¢ : A \ {0} — N défini par

Vae AN{0}, o(a)= Xergi\r;()}qo(ax).

Montrons qu’il s'agit d’'un stathme vérifiant les conditions souhaitéesﬁ. Soienta € Aet b € A {0}, il existe xg € A \ {0}
tel que p(b) = @(bxp). On effectue alors la division euclidienne de axg par bxg de sorte qu'il existe g et r avec r = 0 ou
o(r) < @(bxg) = p(b) tels que axg = bxog + r. On en déduit que xo | r (A est euclidien donc en particulier factoriel) et
r = xor’ et par intégrité a = bg + r’ avec p(r’) < p(xor’) = @(r) < @(b) et on a donc bien construit un stathme.

1. C'est évident par définition de ¢ car pour a € A\ {0}, il existe x € A\ {0} tel que p(a) = @(ax) > min,ca (0 @(y) =
o(1).

2. Si a est inversible, il existe 2’ € A \ {0} tel que aa’ = 1 et supposons que @ (1) = ¢(x) pour x € A\ {0}. On a alors
que par définition p(a) < @(xa’a) = @(x) = ¢(1) donc (1) = @(a). Réciproquement, si ¢(1) = ¢(a), on effectue la
division euclidienne de 1 par a et on obtient g € Aetr = Oou ¢(r) < p(a) = (1). Or, d'aprés 1., cela implique que
r = 0etdoncque 1 = ax etainsi que a est inversible.

3. Si a et b sont associés, alors il existe u € A* tel que a = bu et on suppose que @(a) = ¢(ax)avec x € A\ {0}. On
a alors que @(b) < @(bux) = p(ax) = @(a). On obtient alors l'autre inégalité de facon similaire par symétrie et ainsi
p(a) = @(b).

4. On remarque que, par définition, quels que soient a, b € A \ {0}, alors ¢p(ab) > @(a). Supposons alors que a | b et que
@(a) = @(b). Puisque a | b, il existe c € A \ {0} tel que b = au. Effectuons alors la division euclidienne de a par b qui
fournit U'existence de g € A\ {0} etder =0ou(r) < @(b)donca = bg+r = aug + r.On en déduit que r = ar’ et
1=uqg+r’.0re(r) > e(a)maisonap(r) < @(b) ce qui fournit une contradiction si r # 0. On en déduit que r = 0 et
donc r’ =0et 1 = ug si bien que u est inversible et a et b sont associés.

Parfois certains auteurs incluent dans le définition d’'un stathme ces conditions et qualifient les stathmes définis dans le cours
de pré-stathme. On voit que les deux définitions sont bien équivalentes.

Passons a la derniére partie de l'exercice et supposons que ¢ satisfasse (i) et (ii). On a donc ¢(1)? = (1) si bien que puisque A
est intégre, (1) = 0 ou1.Si¢(1) = 0, alors pour tout a # 0, p(a) = ¢(1)¢p(a) = 0. Ainsi en effectuant la division euclidienne
de 1 par a,ilvient1 = ag+ ravecr =0ou@(r) =0 < ¢(a) = 0 ce qui est impossible donc r = 0 et a est inversible. On en
déduit que A est un corps. Supposons alors que (1) = 1. Commenccons par établir que a # O est inversible si, et seulement
si, p(a) = 1.Si a est inversible, il existe 2’ # O tel que aa’ = 1 donc ¢(a)p(a’) = 1 avec ¢(a) € N de sorte que p(a) = 1.
Réciproquement, si ¢(a) = 1, alors montrons que pour tout x # 0, ¢(x) # 0.Si ¢(x) = 0, alors la division euclidienne de 1 par
x fournit que 1 = xx’ et x est inversible mais alors on aurait ¢(x) = 1 ce qui est absurde. En particulier, pour tout x, y # 0, on
a@(xy) = @(x) et toutes les propriétés 1., 2., 3. et 4. sont vérifiées. On a alors que si ¢@(a) = 1 = ¢(1), alors a est inversible.
Dans ce cas, montrons que k = A* U {O} est un corps. En effet, k est stable par mutliplication. Soient x, y € A%, alors il existe

30. On parle de stathme ou de valuation ultrametrique.
31. En réalité, vous pouvez essayer de vous convaincre que si l'on souhaite ces propriétés, on n'a pas d'autre choix.
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x’, y'telsque xx” = 1et yy’ = 1donce(x)p(x’) = 1 avec ¢(x) € N de sorte que ¢p(x) = 1 et de méme ¢(y) = 1.0n a
alors (xy) = @(x)p(y) = 1donc xy € A*.De méme,si x # —y,ona@(x + y) < max(1,1) = 1 et puisque pour tout a # O,
@(a) > 1,ilvientep(x + y) = Tetx + y € AXetsinon x + y = 0. Comme tout élément non nul de k posséde évidemment
un inverse, on a ainsi bien un corps. Montrons alors que A = k[ X]. Soit alors ag € A \ k de stathme minimal. On obtient alors
nécessairement un élément premier par minimalité. Montrons que tout élément est de stathme une puissance de ¢(agp). Notons
tout d'abord que si @(a) < @(b), alors ¢(a + b) = @(b). En effet, une inégalité est fournie par (ii) tandis que réciproquement

0(b) = p(a + b - a) < max(g(a + b), p(a)) = p(a + b)

par définition et car ¢(—a) = ¢(a) car —1 est une unité. Soit alors a ¢ k et effectuons la division euclidienne de a par ag pour
obtenir que a = apg + r avecr € k.On aalors ¢(a) = ¢(aoq + r) = @(aoq) = @(ao)p(q) car (r) = 1 et on peut raisonner
par récurrence.

Pour conclure, on montre par récurrence sur n que tout élément a # 0 tel que ¢(a) = ¢(ap)” est un polynéme en ag de degré
n a coefficients dans k. C'est immeédiat si n = O puisqu’alors a € k. Supposons alors le résultat connu pour n et que a # O
vérifie ¢(a) < ¢(ap)™". Une division euclidienne par ag fournit l'existence de g, r € A\ {0} tels que a = apg + r avecr =0
ou ¢(r) < @(ag) donc r € k par minimalité. Ainsi, par (i), @(a) = @(a0)™"" = @(a0q) = @(a0)@(q) et ¢(q) = ¢@(ag)". Par
hypothése de récurrence, g = P(ag) avec P € k[X] et de degré n. Il s'ensuit que a = agP(ag) + r est bien un polynéme de
degré n + 1 en ag. Il est alors immédiat de voir que A = k[ap] = k[ X].

EXERCICE 13 — ANNEAU LOCAL. Un anneau est dit local s'il n'admet qu’un seul idéal maximal.

1. Montrer que A est local si, et seulement si, 'ensemble de ses éléments non inversibles est un idéal et que, dans ce cas, cet
idéal est l'unique idéal maximal.

2. Montrer que A est local si, et seulement si, pour tout élément x € A, 1 — x ou x est inversible.

3. Un élément x € A est dit idempotent si x2 = x. Montrer que si A est un anneau local, alors ses seuls idempotents sont O

et 1. Donner un exemple d’anneau pour lequel la réciproque est fausse.
4. Soit k un corps et n > O un entier. Montrer que k[ .X]/(X") est un anneau local et donner son idéal maximal.

5. Soit p un nombre premier, montrer que la localisation Z,) par rapport a l'idéal premier (p) est un anneau local et donner
son idéal maximal.

6. L'ensemble des germes de fonctions continues en 0 est 'ensemble des classes d’équivalences de couples (7, U) avec U un
intervalle ouvert de R contenant O et f : U — R continue, pour la relation d’équivalence définie par (f,U) ~ (g, V) si, et
seulement si, il existe un ouvert W C U NV contenant O tel que £, = g,,. Montrer que cet ensemble muni de la somme
et du produit induits par ceux pour les fonctions continues est un anneau local et donner son idéal maximal.

SOLUTION.

1. Supposons que A soit local et notons 9t son idéal maximal. Alors tout x € A* n’est pas dans M carI # Aetsix € ANA%,
alors d’apres le cours, X est contenu dans un idéal maximal de A, donc x € It et finalement 9t est bien U'ensemble des
éléments non inversibles qui forment donc un idéal maximal. Réciproquement, soit Mt l'idéal formé de tous les éléments
non inversibles de A. Soit 9’ un idéal maximal de A. Puisque tout élément de M’ est non inversible, N’ C IN et par
maximalité M’ = i si bien que M est l'unique idéal maximal de A et A est local.

2. Supposons que A est local et soit x € A.Si x et 1 — x ne sont pas inversibles, alors 1 = x + 1 — x appartient a l'idéal
maximal de A (qui est 'ensemble des éléments non inversibles d’aprés 1.), ce qui est absurde. Réciproquement, supposons
que pour tout x € A, x ou 1 — x est inversible. Supposons que A posséde deux idéaux maximaux distincts Mt et NV’. On a
alors un morphisme surjectif 7 : A — A/Nt N M. On a alors par le théoréme chinois que A/MNI = A/ x A/
et ainsi il existe un élément x € Atel que m(x) = (0, 1), autrement dit x € M et 1 — x € M’ et en particulierni x ni 1 — x
n'est inversible ce qui est absurde et A posséde donc un unique idéal maximal.

On pouvait aussi raisonner comme suit. Soit Mt un idéal maximalet y € AN9t.Onaalors A =i+ (y)etdonc1 =ay+m
etay = 1 — mestinversible car m ne l'est pas puisque dans Mt. Ainsi, (y) = A et y est inversible. On a donc A/t = A*
et on a un unique idéal maximal qui est 'ensemble des éléments non inversibles donc A est local.

32. Ce résultat utilise le lemme de Zorn.
33. On peut établir que si I et J sont deux idéauxtelsque I +J = A alors A/INJ=A/IJ = A/I X A/J.

14



Université de Paris Saclay M1 MF 2021-2022

3. Si A est local et x2 = x alors x(1 — x) = 0 mais x ou T — x est inversible donc x = 1 ou x = O et ces deux éléments
conviennent. Dans l'anneau intégre Z, les seuls idempotents sont bien O et 1 mais pourtant 'anneau n’est pas local car il
possede une infinité d'idéaux maximaux.

4. lest clair que les inversibles de A = k[ X]/(X") sont les 7(P) avec P(0) # Oetol & : k[ X] — A.En effet, le fait qu'un
tel polyndme soit inversible découle du fait qu'il soit premier a X" d'une relation de Bézout tandis que si X | P, alors
P est un diviseur de o non nul, par conséquent non inversible. Ainsi, 'ensemble des éléments non inversibles de A n’est
autre que l'idéal engendreé par la classe de X et A est local.

On pouvait aussi raisonner en disant que les idéaux de k[X]/(X") sont de la forme (X") C (P) donc de la forme (X¥)
avec k < n. On a donc la suite d'idéaux
(X" c(X" e c(X)
et on a un unique idéal maximal qui est (X).
5. On l'a vu dans l'exercice 2.

6. On vérifie aisément qu'on a une relation d’équivalence et qu'un élément est inversible si, et seulement si, (0) # O.
Autrement dit, 'ensemble des éléments non inversibles est l'idéal formé par les classes de fonctions s'annulant en o et
lanneau est local.

Les anneaux locaux sont essentiels en géométrie et en théorie des nombres et tirent leur nom du fait de la derniére question qui
permet d’étudier des fonctions localement autour d’un point.

EXERCICE 14 — ANNEAU DE VALUATION DISCRETE. Un anneau est dit de valuation discréte s'il est principal et n’admet qu’un seul idéal
maximal 9t = (), celui-ci étant non nul.

1. Montrer que s est un élément premier de A et que tout élément premier est associé a x.

2. Montrer que tout idéal non nul de A s'écrit (#”) pour un certain n € N.

3. Soit x € A\ {0}. On pose v(x) = max{n € N : x € (x")}. Par convention, on pose v(0) = co. Montrer que v vérifie les
propriétés suivantes :

(i) Pourtout a € A, v(a) = oo si, et seulementsi, a = 0;
(ii) Pourtous a, b € A ,v(ab) =v(a)+v(b);
(iii) Pourtous a, b € A,v(a + b) = min(v(a), v(b)).
Montrer de plus que pour tout a € A, v(a) = 0 si, et seulement si, a est inversible.
4. Soit K le corps de fractions de A. Montrer que 'on peut étendre v a une fonction définie sur K en posant v (f) =v(x) -
v(y) et que cette fonction respecte les conditions (i), (ii) et (iii) de 3.
5. Montrerque A={z € K : v(z) > 0}.
6. Montrer que tout anneau de valuation discréte est euclidien.
7. Soit p un nombre premier, montrer que la localisation Z(,) par rapport a 'idéal premier (p) est un anneau de valuation
discréte.
SOLUTION.

1. Un idéal maximal étant premier, on a évidemment que 7 est premier. Soit alors 7’ un élément premier de A. Lidéal en-
gendré par x’ est contenu dans un idéal maximal, qui est nécessairement () donc 7 | 7’ et comme 7z’ est premier donc
irréductible (en effet A est en particulier factoriel car principal), 7 et 7’ sont associés.

2. Soit I unidéal de A non nul. Comme A est principal, il existe 2 € Atel que I = (a). Par factorialité, on peut écrire a = un”
avec u inversible et n € N car & est lunique élément premier aux unités prés et I = (n”).

3. Si a =0, par définition, v(a) = co et si a # 0, on écrit a = un” avec u inversible et n € Netv(a) = n < oo.
On écrit alors 2 = un” avec u inversible et n € N et b = var'™ avec v inversible et m € N de sorte que ab = uva™"™ et
v(a) +v(b) = n+ m =v(ab).
On écritalors a = un" avecu inversibleet n € Net b = va'™ avec v inversibleet m € Nde sorte que v(a) = netv(b) = m.
Ainsi, a+b = g™nm)(ygn=min(n.m)  gm-min(n.m) i hien que ™™™ | a+betv(a+b) = min(n, m) = min(v(a), v(b)).
On a alors que v(a) = O si, et seulement si, la décomposition de a est de la forme a = u avec u inversible, ce qui fournit
le résultat.
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4. 1l est facile de voir que cela définit une application K — Z et que v (f) = oo si, et seulement si, v(x) = oo soit si, et
seulement si, x = f =0.
Onaalorssia = f etb=Z%aveca,be Aety,t € A\{0}, quev(ab) = v(x) +v(z) —v(y) — v(t) = v(a) + v(b).
Enfin, on a naturellement que si a = f etb = % avec a,b € Aet y,t € AN {0},alorsa+ b = XH#
v(ia+b)=v(xt+ yz)—v(yt) =v(xt+ yz)—v(y)— v(t). Parailleurs, en utilisant 3., il vient que

de sorte que

v(xt + yz) = min(v(xt),v(yz)) = min(v(x) + v(y),v(y) + v(2))

si bien que v(a + b) = min(v(x) + v(t), v(z) — v(t)) = min(v(a), v(b)).

5. On a clairement que si v(z) > 0, alors z = § avec v(x) > v(y). Autrement dit x = un’™ et y = va*Y) avec u, v
inversibles et par conséquent y | x et z € A. Réciproquement, tout élément de A a une valuation positive par définition.

6. Soienta = un” et b = va™ dans Aavecu et v inversibleset m,n € N.Sin < m,alorsa = Oxb+aavecv(a) = n < v(b)
tandis quesin > m,alorsa = by~ 'un"™ +0 et on a donc bien une division euclidienne de stathme v qui rend l'anneau A
euclidien.

7. C'est un anneau local d'apres les exercices 2 et 13 si bien qu'il suffit de montrer qu'il est principal. Mais d’aprés les complé-
ments de la page 2, puisque Z est principal, le localisé Z(,) l'est. On en déduit le résultat.

Ces anneaux sont essentiels en théorie des nombres.
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