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Exercices Algébre - Groupes Il

EXERCICE 1.

1. Montrer que les groupes
Z/122x2/90Z2x2/252 et 2/100Zx2/30ZxZ/9Z

sont isomorphes.
2. Montrer qu’un groupe abélien fini non cyclique posséde un sous-groupe isomorphe a Z/pZ X Z/pZ pour un certain nombre premier p.
3. Combieny a-t-il de groupes abéliens de cardinal 360 ? Plus généralement de cardinal n avec n > 1 un entier naturel?
4. Quels sont les entiers n tels que le groupe (Z/nZ)* soit cyclique? Décomposer le groupe G = (2/1872Z) sous la forme donnée par le
théoréme de structure des groupes abéliens de type fini.
SOLUTION.

1. Par le théoréme chinois, ces deux groupes sont isomorphes a
(z/22x2/4Z) x (2/32x2Z/9Z) X (2/5Z x 2/25Z) .
Il s'agit de U'écriture en composantes p-primaires tandis que U'écriture en facteurs invariants est

2/30z x z/900z.

2. On utilise le théoréme de structure des groupes abéliens finis qui garantit que
G=2z/dizx---xZ/d,Z

pour un certainr € Netd; > 2pouri € {1,...,r}etd; | dir1 pouri € {1,...,r —1}. Comme G n’est pas cyclique,ona r > 2 et
pour p | di premier, p | d; pourtouti € {1,...,r}. Onsaitalors que Z/pZ est un sous-groupe de Z/d;Z pour tout/ € {1,...,r}. On
obtient ainsi un sous-groupe de G isomorphe a (Z/pZ)" qui contient évidemment une copie de Z/pZ x Z/pZ.

3. Ona360 = 23 x 32 x 5. La composante 2-primaire d’un tel groupe (& isomorphisme prés) est donc un groupe abélien d’ordre 8, a savoir
Z2/82,2/2Z x Z/4Z ou (Z/22)3. De méme, la composante 3-primaire est isomorphe & Z/9Z ou (2/32)? et la composante 5-primaire est
isomorphe a Z/52Z. On obtient ainsi 6 classes d’'isomorphismes de groupes abéliens de cardinal 360, a savoir

/82 x2/9Z x 2/5Z = /3602
Z/2Z2X2/42x2/9Zx2/5Z = 2/2Z2x2/180z
(2/22)° x 2/92 x 2/5Z = (2/22)* x 2/90z
2/82 % (2/32)* x 2/52 = 2/32x2/120Z

2/22x2/42 % (2/32)* x2/52 = 2/2Zx2/3Zx2/60Z

(2/22)° x (2/32)? x 2/52 = 2/2Zx2/3Z x 2/30Z.

,

Dans le cas général, sin = l_[ pf.”" avecr € NX, p1,..., pr des nombres premiers distincts et a; > 1. Par le théoréme de structure, on
i=1

sait que les classes d’isomorphismes de groupes abéliens d’ordre n sont caractérisées par la liste des facteurs invariants (d, ..., ds)

pouruncertains € Netd; > 2pouri € {1,...,s}etd; | diz1pouri € {1,...,s—1}etd;---ds = n.Par conséquent, chaque d; se

décompose sous laforme d; = p?” - po avec les contraintes que pourtout/ € {1,...,s—1}ettoutj € {1,..., ryaij < ajyjet

s r
Z a;j = aj.lls’'ensuit que le nombre de choix possibles est de 1_[ p(a;) ol p(.) désigne la fonction nombre de partitions croissantes
i=1 j=1
d’entiers strictement positifs.
4. Onposen = 1—[ p% la décomposition de n en produit de facteurs premiers. On sait alors d’aprés le cours que
P

(Z/n2)" = (2/2%22)" x ﬂ z/p% ' (p - 1)z

p#2
ap>1
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Or, on sait que
{O}siap =1
(2/2%22)" =3 z/2Zsia, =2
2/22x2/2%7%Zsiap > 3.
Un groupe cyclique ne pouvant contenir plus d'un élément, d’ordre 2, on voit que (Z/nZ)* est cyclique si, et seulement si, n = p* ou

n = 2p% avec p un nombre premier impaireta > Ooun = 4.
Pour finir,on a 187 = 11 X 17 de sorte que

(2/1872)° =2/102 x 2/16Z = 2/2Z x Z/80Z.

EXERCICE 2. Montrer que tout groupe d’ordre 255 est cyclique.

SOLUTION. Soit G d’ordre 255 = 3 X 5 X 17. On sait par les théorémes de Sylow que le nombre n3 de 3-Sylow vaut 1 ou 85 (car il divise 85 et
est congru a 1 modulo 3), celui n5 des 5-Sylow vaut 1 ou 51 et on a un unique 17-Sylow, que l'on notera S77. On ne peut pas avoir n3 = 85 et
ns = 51 car sinon on obtiendrait au moins85 X2+ 51 x4 =374 éléements dans G.Onadonc n3 = 1 ou ns = 1. Supposons n3 = 1 (lautre
cas se traitant de fagon complétement analogue) et S3 'unique 3-Sylow. Notons alors S5 un 5-Sylow quelconque. On a alors

a) $3817 = S3x S17<aGcar S3 1 G et S17 <G,

b) S3817N Ss = {e};

c) S355817 =G.
Onadonc G = S35717 > S5 associé a un morphisme ¢ S5 — Aut(S3S77). On a alorsE}Aut(S3S17) = Aut(Z2/3Zx2/17Z) = 2/2Zx Z/16Z donc
le morphisme ¢ est nécessairement trivial et le produit direct. Par le lemme chinois, on obtient donc que

G = S3x Ssx S17=2/32x2/52%x2/17Z = 2/2552.

EXERCICE 3 — ISOMORPHISMES EXCEPTIONNELS. Soit 17 un entier et K = F, = Z/pZ le corps fini & p éléments avec p un nombre premier. Soit £
le K-ev K. On note P(E) 'ensemble des droite vectorielles de K" (espace projectif de dimension n — 1).

1. Montrer qu'il existe un morphisme injectif ® de PGL,(K) dans le groupe symétrique S(P(E)).

2. Montrer que, si n = 2, P(E) est de cardinal p + 1; on identifie ® a un morphisme PGLy(K) — Sp41.
3. On prend p = 2. Montrer que ® induit des isomorphismes de PGL;(F,) et PSLy(F7) sur G3.

4. On prend p = 3. Montrer que @ induit un isomorphisme de PGLy(F3) sur G4 et de PSLy(F3) sur 2y. Les groupes PGLy(F3) et SLy(F3)
sont-ils isomorphes?

5. On prend p = 5. Montrer que @ induit un isomorphisme de PGLy(Fs) sur G5 et de PSLy(Fs) sur Us (on rappelle que tout sous-groupe
d’indice n de S, est isomorphe a S,_1 pour n > 5, conséquence non triviale de la simplicité des groupes alternés).

6. Montrer que SL3(F;) est simple.
7. Soit G simple d’ordre 168. Montrer que G est isomorphe a PSLy(F7).
8. Montrer que 'on a un isomorphisme entre SL3(F;) et PSLy(F7).

SOLUTION.
On rappelle qu’on sait que le cardinal de GL,(K) estf]

#GLo(K) = (p" = 1)(p" = p)...(p" = p" ).

Comme par définition SL,(K) est le noyau du morphisme de groupes surjectif det : GL,(K) — K, son cardinal est celui de GL,(K) divisé
par p — 1, soit
#SLy(K) = (p" = 1)(p" = p)...(p" = p"%).p" .

D’autre part, on rappelle que PGL,(K) = GL,(K)/ Z(GL,(K)) est ainsi le quotient de GL,(K) par un groupe isomorphe a K* (car le centre de
GL,(K) est constitué des matrices scalaires non nulles), donc #PGL,(K) = #SL,(K).

1. En effet, il est clair qu’en considérant U'ordre d’un élément g de lintersection d’un 3-Sylow et d’un 5-Sylow, que cet ordre doit divisier 3 et 5 et est donc égal a 1si bien qu’un
3-Sylow et un 5-Sylow sont disjoints mais aussi que puisque les 3-Sylow (et les 5-Sylow) sont cycliques, que lintersection de deux 3-Sylow (et de deux 5-Sylow) distincts est trivial.
2. En effet, pour deux groupes Gy et Gy, lapplication Aut(Gy X G3) — Aut(G7) X Aut(Gy) défini par ¢ +— ([g1 — (g1, 1)],[g2 — ¢(1,g2)]) est un isomorphisme de

réciproque Aut(G1) X Aut(G2) — Aut(Gy X Gy) défini par (@1, ¢2) - [(g1.82) > (@1(81). p2(£2))]-
3. En effet, on a p” — 1 choix de premiére colonne non nulle, puis p” — p choix de seconde colonne non colinéaire a la premiére, etc...
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Enfin, le cardinal de PSL,(K) dont on rappelle qu'il est défini par PSL,(K) = SL,(K)/ Z (SLn(K)) et quef| Z(SL,(K)) = Z(GL,(K))NSL,(K) =
{AI, : A" =1}.0r,ilyapged(n, p — 1) racines n-iémes de l'unité dans un corps K de cardinal p : en effet, on sait que K* est un groupe
cyclique d’ordre p — 1, et on est donc ramené a compter le nombre de solutions x de nx = 0 dans Z/(p — 1)z, ce qui donne facilement le
résultat puisque les solutions sont les éléments de Z/(p — 1)Z multiple de #’L_”. Finalement,
(p" = D)(p" = p)..(p" = p"2).p"

#PSL,(K) =
(K pged(n, p— 1)

1. On fait opérer PGL,(K) sur 'ensemble P(E) des droites vectorielles de E par 2.D = g(D), o0 g € GL,(K) et g est son image dans
PGL,(K). Ceci est bien défini car si g1 = go, alors g; et g2 sont proportionnels donc g1(D) = g2(D). Lopération est fidéle car les
seuls g € GL,(K) qui stabilisent toutes les droites sont les homothéties. On obtient donc un morphisme injectif ® de PGL,(K) dans
S(P(E)).

2. Les droites vectorielles de E sont données par une équation x = ay dans le plan (avec a € K) ou par l'équation y = 0. On obtient
ainsi g + 1 droites. On pouvait aussi raisonner en dénombrant le nombre de vecteurs non nuls de E, a savoir p2 — 1 puis en remarquant

2_ .
qu’une droite (isomorphe a F, contient p — 1 tels vecteurs non nuls) si bien qu’on retrouve bien ’;}TJ =p+1 drontes
De maniére plus explicite et en identifiant P(E) avec P'(E) = K U {o0}, on obtient le morphisme suivant qui a la classe d’une matrice

M = (‘; 'g) avec a, B, v, 8 € Fy tels que a8 — yB = 1 associe la bijection fy : P'(E) — P'(E) donnée par

Va e F7’ fM(Da) = DM et fM(Doo) = D%
S

ay+

aa+p
ay+6

ou D, est la droite d’équation x = ay et D, la droite d’équation y = O avec la convention que si ay + 6 = 0, alors = oo et

. . L + 1 .
car cela ne dépend pas du représentant M choisi et que M (7) = (Z‘; + g) et M (O) = (‘;) Autrement dit, le sous-groupe de Gg4
isomorphe a PSLo(K) correspond aux bijections de P'(E) de la forme a — ‘;‘;:g (appelées homographies) avec g) € PSLy(K)

aveca, B,y,6 € Fytelsque ad — yB = 1 (qui encore une fois ne dépend pas du représentant choisi). On voit ici poindre 'équivalence
entre homographies et matrices de PSL,(K) qui nous sera utile en question 7.

3. Les groupes PGLy(F;) et PSLy(F) sont égaux et de cardinal 6 par 1., qui est aussi le cardinal de Ss3. Ainsi, le morphisme injectif ® est
aussi surjectif, d'ou le résultat.

4. Le cardinal de PGLy(F3) est ici (32 — 1).3 = 24. Comme S, est aussi de cardinal 24, ® est bien un isomorphisme. De plus PSLy(F3) est
un sous—groupeﬁ]d’indice 2 de PGLy(F3), car pgcd(2,3 — 1) = 2. Comme le seul sous-groupe d'indice 2 deﬁ] S4 est Uy, on en déduit que
@ induit un isomorphisme de PSLy(F3) sur Ay.

Bien qu'ils aient méme cardinal, les groupes PGL,(F3) et SLy(F3) ne sont pas isomorphes, par exemple parce que SLy(F3) a un centre
non trivial (de cardinal 2, égal a {+1I,}) alors que le centre de PGLy(F3) =~ G4 est réduit au neutre. Noter du reste que la méme preuve
que pour calculer le centre de GL,(K) et SL,(K) (voir note de bas de page numéro 4) montre que les centres de PGL,(K) et PSL,(K)
sont triviaux pour tout n > 2 (sur un corps quelconque).

5. Le cardinal de PGLy(Fs) est (52 — 1).5 = 120, ce qui montre que @ induit un isomorphisme de PGL(Fs) sur un sous-groupe d'indice 6
de Gg, lequel est isomorphe a Ss (voir Uexercice 1 de la feuille 1). Comme pgcd(2,5 — 1) = 2, on a encore que PSLy(Fs) est d'indice 2
dans PGLy(Fs) =~ s, et il est donc isomorphe via ® a Us.

4. Cela résulte du fait plus général (sur un corps K quelconque) suivant : si un endomorphisme u de K” commute avec tous les endomorphismes de déterminant 1, alors u

est une homothétie. Il suffit pour cela (ce qui est classique) de voir que tout vecteur x # 0 de K” est vecteur propre pour u. Complétons x en une base (x, e1, ..., e,-1) de K”;
0o 1
0 1 0)
soit M la matrice de u dans cette base, alors M commute avec la matrice de Jordan J, = ' ’ , ce qui implique qu'elle laisse stable le noyau de J,,
0) 0o 1
0
lequel est K.x. Ainsi x est bien vecteur propre pour u comme on voulait. Je vous renvoie au chapitre IV du Perrin pour plus de détails sur les groupes linéaires.

n_ .
5. Noter que ce raisonnement fournit que dans le cas général, on a % = p”‘1 + - - -+ 1 droites dans Fg.

6. Le fait qu’on obtienne un sous-groupe se voit grace la composition de l'inclusion naturelle / : SL,(Fy) — GLn(Fp) avec la surjection canonique 1 : GL,(Fp) — PGL,(Fp).
Il est facile de montrer que 7 o / passe au quotient modulo Z(SL,(Fp)) pour fournir un morphisme injectif PSL,(F,) — PGL,(Fp) et ainsi on peut réaliser PSL,(F,) comme un
sous-groupe de PGL(Fp).

7. Cela découle soit du fait que l'on connait tous les sous-groupes de S, pour n < 4 et les sous-groupes distingués de S, pour n > 5 ou plus simplement du fait qu'un
sous-groupe d'indice 2 donne lieu au quotient & un morphisme surjectif (donc non trivial) de S, — {£1}. Or, le seul morphisme non trivial de S, dans le groupe multiplicatif
{£1} est la signature. Cela se voit en montrant qu’une transposition est nécessairement envoyée sur —1 et en utilisant le fait que les transpositions engendrent S,,. Il existe au
moins une transposition envoyée sur —1 sinon pusiqu’elles engendrent S, le morphisme est trivial mais alors puisque toutes les transpositions sont conjuguées et que {+1}
est abélien, toutes les transpositions ont la méme image, a savoir —1, ce qui permet de conclure.
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On peut montrer que l'image de PGLy(Fs) par @, bien qu'isomorphe a S5 n'est pas conjugué des sous-groupes de Sg donnés par le
stabilisateur d’un élément de {1, ...,6}. Ce phénoméne (existence d'un sous-groupe d'indice m non conjugué des stabilisateurs d’'un
point) ne se produit dans S, que pour m = 6, et explique la présence dans Sg d'un automorphisme qui n’est pas intérieur. Voir
'exercice 14 pour plus de détails.

6. Concernant le cardinal, on applique la formule

(23 - 1)(23 - 2)22

=7x6x4=168.
pgcd(3, 1) o

#PSL3(F2) =

On peut ainsi remarquer qu'on a SL3(F2) = GL3(F;).

Un élément de SL3(F,) admet pour polyndme minimal un polynéme de Fo[ X ] de degré inférieur ou égal a 3, donc parmi la liste suivante :
X+, X2+ 1, X2+ X+, X3 +1, X3+ X +1, X3+ X2+1, X3+ X%+ X +1etsaclasse de conjugaison est déterminé par sa
suite d'invariants de similitudes qui est ici déterminée par le polyndme minimal. Ainsi, un polyndme minimal donné correspond a une
classe de conjugaison.

— La seule matrice de polyndme minimal X + 1 est I3 qui forme une classe de conjugaison;

— Soit A € SL3(F,) de polynéme minimal X2 + 1 = (X + 1)%. 0n a alors que Im(A + I3) C Ker(A + I3) de dimension respective
1 et 2 et une telle matrice est caractérisée par la donnée de la droitef’]Im(A + I3) et du plan Ker(A + I3). On a alors 7 choix de
droites D puis 3 choix de plans P qui la contienne soit 21 éléments d’ordre 2 qui forment une classe de conjugaison.

— Soit A € SL3(F;) de polyndme minimal X2+ X + 1. Alors nécessairement, le polynéme caractéristique est X3 +1 = (X +1)(X?+
X + 1) et 1 est valeur propre de A mais 1 n’est pas racine de X2 + X + 1.0n a donc une contradiction et X2 + X + 1 ne peut
pas apparaitre comme polynome minimal

— Soit A € SL3(F) de polynéme minimal X3 + 1 = (X + 1)(X? + X + 1). Cela se produit lorsque la droite Ker(A + I3) et le plan
Ker(A? + A + I3) sont supplémentaires dans Fg. Une telle matrice est donc entiérement caractérisée par la donnée d’une droite
et d'un plan supplémentaire ainsi que d’'une matrice de SLy(F,) de polyndme caractéristique X2+ X +1.0n a7 choix de droites
puis 4 choix de plan (en effet, on a 6 choix d’un vecteur non nul non colinéaire au vecteur de la droite choisie et alors on peut
choisir tout vecteur different de la somme du vecteur directeur de la droite choisie et du vecteur choisi. Ce faisant, on obtient 12
plans mais chacun étant compté trois fois) puis on voit qu’une matrice SLy(F;) de polyndme caractéristique X2 + X + 1 est de

la forme (a

11— a) avec a € Fy et on a ainsi 2 possibilités, soit finalement 56 telles matrices, toutes d’ordre 3.

— Soit A € SL3(F). Le polynome minimal de A est irréductible de degré 3 si, et seulement si pour tout x € Fg non nul, la famille
(x, Ax, A?x) est une base de Fg. Pour x non nul, on a donc 6 choix pour Ax et 4 choix pour A%x (A3x étant fixé par le polynéme
minimal), ce qui fournit 24 matrices dans chacun des cas, d'ordre 7 car X7 +1 = (1 + X)(X3 + X + 1)(X3 + X% + 1). Noter que
si A a pour polyndme minimal X3 + X + 1 alors A" a pour polynédme minimal X3 + X2 + 1 et inversement.

— Soit finalement A € SL3(F,) de polyndme minimal X3 + X2 + X + 1 = (X + 1)3. Cela arrive si, et seulement si, Ker(A + I3) est
une droite contenue dans le plan Ker(A + I3)2 et tout vecteur hors de ce plan a une image dans le plan mais pas dans la droite.
Ainsi, une telle matrice est déterminée par le choix d’une droite contenue dans un plan et de l'image par A + I3 d'un vecteur hors
de ce plan dans le plan mais pas dans la droite. On a ainsi 7 X 3 X 2 = 42 telles matrices d’ordre 4 car X* + 1 = (X + 1)4.

On a donc bien obtenu 168 &léments répartis en 6 classes de conjugaison[] Soit & présent H # {I3} < SL3(F2). Supposons que H ne
contienne ni élément d’ordre 3 ni élément d’ordre 7. Alors le cardinal de H divise 168/21 = 8 donc H contient un élément d’ordre 2
donc les 21 éléments conjugués d’ordre 2 et H contient au moins 22 éléments, absurde. On sait donc que H contient un élément d'ordre
3ouun élément d'ordre 7. Dans le premier cas, H contient 56 éléments d’ordre 7 donc #H > 57 et #H € {84, 168} donc H contient les
21 éléments d’ordre 2 et 24 éléments d’ordre 7 conjugués et #H > 57 + 24 + 21 = 102 donc #H = 168. Dans le second cas, H contient

8. En utilisant par exemple les résultats bien connus sur les matrices nilpotentes ou en trigonalisant sur une cloture algébrique.
9. En effet, par exemple, en se fixant P = Ker(A + I3), la matrice A est de la forme

1 0 a
A= 1 b
0 0 1

avec a ou b non nul et alors il est clair que a et b sont fixés par D = Im(A + I3) car

0 0 a
A+I3=(0 0 b].

0 0 O

10. Bien remarquer que tout plan de Fg contient 3 des 7 droites de Fg et est de cardinal 4.

11. On aurait aussi pu voir qu’on obtenait 168 éléments avec les autres polyndmes minimaux.

12. Polynéme minimal pas irréductible implique par le lemme des noyaux le fait qu’il existe un x qui ne vérifie pas I'hypothése. Pour la réciproque, on voit que l'espace engendré
par la famille (x, Ax, AZX) est stable par A et si son supplémentaire est non réduit a o, alors la matrice A dans une base de cet espace et de son supplémentaire est diagonale
par blocs ce qui contredit Uirréductiblité du polyndme caractéristique.

13. On pouvait aussi raisonner en termes d’invariants de similitudes comme sur stackexchange.
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24 éléments d’ordre 7 et en fait les 48 car les classes de conjugaison sont échangées par inversion donc #H > 49 et #H € {56, 84, 168}
donc H a un élément d’ordre 7 et on conclut de nouveau que #H = 168, ce qui conclut la preuve.

7. Par les théorémes de Sylow, G admet huit 7-Sylow (car G étant simple, il ne peut pas en posséder un unique). Si 'on note X 'ensemble
des 7-Sylow, l'action transitive de G par conjugaison sur X induit un morphisme de groupes injectif ¢ : G — &(X) = Gg. Or, les
éléments de Sg sont d’ordre 1,2,3,4,5,6,7,8,10, 12, 15. Mais G n'admet pas d’élément d’ordre 15 donc tous les éléments de G sont
d’ordre < 12.

En outre, on voit que pour tout 7-Sylow S de G, #Ng(S) = % = 21 donc en particulier Ng(S) n’est pas cyclique (sinon on a un
élément d’ordre 21). Montrons que S agit transitivement sur X’ = X \ {S}. Comme il agit trivialement sur S, on voit que la restriction
de ¢ induit un morphisme @ : S — S(X’) = S7.Si T € X’,alors S n'est pas contenu dans Ng(T') sinon par un argument de Frattini
onaurait T = S (car T et S sont deux 7-Sylow de Ng(T) et T y est normal). Ainsi, SN Ng(T) = {e} (sis £ e € SetsTs™' = T alors
cela vaut pour tout élément de S qui est cyclique d’ordre 7 engendré par s et S < Ng(T)) et pourtous g, g’ € S, gTg ' =g'Tg"™!
si, et seulement si, g = g’ (car gg’~' € S N Ng(T)). Par conséquent, Uorbite de T sous l'action de S sur X’ est de cardinal 7 = #.X"
et est donc transitive et a fortiori l'action de Ng(S) sur X’ est transitive.
Le stabilisateur de T pour cette action de Ng(S) (de cardinal 21) sur X’ n'est autre que Ng(S) N Ng(T). Comme #X’ = 7, il vient que
#(Ng(S) N Ng(T)) = 3.
On pose n3 # 1 le nombre de 3-Sylow, congru a 1 modulo 3 et divisant 56 donc n3 € {4,7,28}. Le cas n3 = 4 est impossible car
168 1 48 = 24 (faire agir G sur l'ensemble de ses 3-Sylow). Supposons n3 = 7. Le sous-groupe Ng(S) est d’ordre 21, il contient donc 1
ou sept 3-Sylow. S'il en contient un seul, il est distingué et on a nécessairement un unique 7-Sylow distingué et on peut alors en déduire
que dans ce cas Ng(S) serait le produit direct de ce 3-Sylow par son 7-Sylow et donc on a une contradiction avec le fait qu'il ne soit pas
cyclique. On sait donc que Ng(S) contient sept 3-Sylow qui sont nécessairement alors les 3-Sylow de G. Ceci valant pour tout 7-Sylow,
onadoncpourT # S, #(Ng(S)N Ng(T)) = 7x2+ 1 =15, ce qui est absurde. Ainsi, n3 = 28.
On pose alors H = Ng(Ng(S) N Ng(T)). Comme Ng(S) N Ng(T) est un 3-Sylow de G, H est de cardinal 168/28 = 6. Si H est
cyclique, alors G a un élément x d’ordre 6 et (xz) est un 3-Sylow. Comme ces derniers sont conjugués, on voit que tout 3-Sylow est
engendré par le carré d’'un élément d’'ordre 6. Ainsi G contient au moins 2x28 = 56 éléments d’'ordre 6. Il contiendrait aussi 2x28 = 56
éléments d'ordre 3 et 8 X 6 = 48 éléments d’ordre 7. On aboutit a 160 éléments, auxquels s'ajoutent au moins deux 2-Sylow de cardinal
8, soit au moins 9 éléments d’ordre divisant 8 et G aurait au moins 169 éléments, absurde. D’'ou, H n’est pas cyclique et H = Gs.
Fixons alors un générateur s du 7-Sylow S. Alors lUapplication 7 : {0,...,6} — X’ donnée par 7(k) = s¥Ts™¥ est bijective (par
transitivité). En posant T(co) = S, on obtient une bijection 7 : P'(F;) = F; U {c0} — X. Avec ces identifications, 'action de S sur
X = P'(F7) devient

Vx €eP'(F;), s-x=x+1 (s-s5Ts™% = sskTsks™ = k177K

avec la convention oo + 1 = co. Autrement dit, elle est donnée par 'homographie de P'(F;) de matrice (voir la fin de 2.)

(é :]I) € PSLy(F7)

et on atterrit bien dans le sous-groupe isomorphe a PSLy(F7) de Sg (voir toujours la fin de la question 2.).

Choisissons t € Ng(S)N Ng(T) d’ordre 3. Le morphisme ¢ : Z/3Z — Aut(S) = Z/6Z donné par la conjugaison par les puissances de t
est non trivial (sinon Ng(S) serait engendré par s et t et cyclique car s et t commutent d’ordres premiers entre eux). Il est donc égal a
k +— 2k ou 4k ce qui signifie que tst™' € {52, 54}. Quitte & remplacer ¢ par t2 = t~, on peut supposer que tst~' = s2. 0On voit alors
facilement que l'action de ¢ sur X correspond a la bijection de P (F7) donnée par la formule t - x = 2x toujours avec la convention
naturelle 2 - oo = oo. Autrement dit, elle est donnée par 'homographie de P' (F7) de matrice

(g 2) € PSLy(Fy)

et on atterrit bien dans le sous-groupe isomorphe a PSLy(F7) de Sg (voir toujours la fin de la question 2.).

Soient maintenant u € H \ (Ng(S) N Ng(T)). Comme H = S3, u correspond a une transposition et ¢ a un 3-cycle. Il est donc clair
que utu™" = t71 = t2. On en déduit que pour tout x € P'(F7), on a u - (2x) = 4u - x (en effet, si l'on voit u comme une permutation
de P'(F7), cela signifie que u(2x) = 4u(x) et cela se voit par le fait que u - (2x) = u - (t - x) = uts*Ts™*t 'y~ = t2uskTs ™ u~1¢?
soitu - (2x) = t2- (u- x) = 4u - x). Montrons que G = (s, t, u). Le groupe de droite est de cardinal > 21 et divisible par 21 donc vaut
42,84 ou 168. Comme G est simple, il ne peut pas étre d'indice 2. Supposons alors qu'il soit de cardinal 42, soit d’indice 4. On peut alors
construire un morphisme non trivial G — &(G/(s, t,u)) = S4. Par simplicité un tel morphisme est injectif ce qui est impossible par
cardinalité. On a donc bien que G = (s, t, u).

Puisque u(0) = 4u(0) et u(oo) = 4u(o0), u(0), u(co) € {0, o} et alors nécessairement u(0) = co et u(co) = 0 sinon v aurait deux
points fixes et serait ainsi dans le normalisateur d’'un 7-Sylow, d’ordre 21, ce qui est exclu car u est d’ordre 2. De méme, u(1) # 1 et si
u(1) € {2,4}, alors (par exemple) si u(1) = 2, u(2) = 4u(1) = 1 et u(4) = 4u(2) = 4 ce qui est exclu. D'ot a := u(1) € {3,5,6}.0n
vérifie alors que

1 a
VxeP'(F;), u-x= <
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En effet, u(2) = 42 = Z etu(4) = 4x 5 = 2.0n ade méme u(3) = 2u(6) et u(5) = 4u(6) = @. Mais (par exemple dans le cas

. . . . [0
a=3),u3)=1=Zetdoncu(6) =  etu(5) = £. Malheureusement pour l'instant on obtient une homographie de matrice (1 g)

qui est dans PGL,(F7) mais pas dans PSLy(F;7). Mais a € {3, 5, 6} si bien qu’on vérifie que _;1 € {1,2,4} est un carré modulo 7 et il

existe ¢ € F;< tel que ac2 = —1 et on voit finalement que
ac

Vx €P(Fy), u-x=—=
cx

et ainsi l'action de u sur X est donnée par 'lhomographie de P'(F7) de matrice
0 ac
(C O) € PSLQ(F7)

et on atterrit bien dans le sous-groupe isomorphe a PSLy(F7) de Gg.

Finalement, comme ¢(G) = G = (s, t,u) est contenu dans le sous-groupe de Sg isomorphe a PSL(F7) et on conclut alors par
cardinalité que G = PSL,(F7). Ouf!

8. Cela résulte de la combinaison des questions 6. et 7.. Si vous souhaitez un isomorphisme explicite entre ces deux groupes, je vous
renvoie a http://mathem-all. fr/bw/PSL2GL32.pdf, On verra dans la partie Bonus que le théoréme de transfert assure
que tout groupe de cardinal 60 < n < 168 n'est pas simple et ainsi cet exercice couplé aux exercices 6 (question 4.) et 8 permet
d’obtenir la classification de tous les sous-groupes finis simples d’ordre < 168. On verra aussi en bonus que les techniques de ce cours
peuvent méme étre poussées plus loin!

La classification des groupes finis est un probléme ambitieux et toujours ouvert. Une stratégie est de se ramener par une suite d’extension
a l'étude des groupes simples finis. Si l'on sait alors classifier les extensions et les groupes finis simples, alors on peut classifier les groupes
finis. On ne sait malheureusement pas classifié les extensions mais en revanche on sait classifier les groupes finis simples. Cette classification
des groupes simples finis (dont un ingrédient fondamental a été le théoréme de Feit-Thompson et dont les résultats ont été publiés entre
1953 et 1983 qui comprend des dizaines de milliers de pages répartis dans plus de 500 articles de recherches auxquels plus d’une centaine
de mathématiciens ont contribué) se séparent en 4 catégories : les groupes cycliques d'ordre premier, les groupes alternés (avec n > 5), les
groupes de type Lie (typiquement les PSL,,(k) qui sont simples pour k un corps commutatif sauf n = 2 et kK = F, ou F3, voir Perrin IV.4) et les 26
groupes sporadiques. Il est donc important de savoir si certains groupes appartiennent a deux de ces catégories, en général ce n'est pas le cas
mais cela arrive et c’est ce que fournissent ces "isomorphismes exceptionnels". On peut mentionner qu'il en manque certains puisqu’on s’est
limité ici aux corps finis de cardinal premier mais vous pourrez essayer de démontrer (voir le Perrin également) que PGLy(F4) = PSLy(F4) = Us,
PSL4(Fp) = g et PSLy(Fg) = g mais malgré le fait qu’ils aient le méme cardinal, on a PSL3(F4) # sg. Et la liste n’est pas exhaustive avec
notamment des isomorphismes exceptionnels de groupes symplectiques et unitaires.

EXERCICE 4. Trouver un groupe fini G non réduit au neutre tel que : le centre de G est 1, le sous-groupe dérivé de G est G, mais G n’est pas
simple.

SOLUTION. Soit H un groupe simple non abélien, par exemple H = U, avec n > 5. Posons G = H X H. On vérifie immédiatement que le centre
de G est le produit du centre de H avec lui-méme, donc est trivial["] De méme, le sous-groupe dérivé D(G) de G est D(H)X D(H) = H X H.
Pourtant G n’est pas simple car {1} X H est un sous-groupe distingué non trivial de G.

EXERCICE 5. On suppose qu'il existe un groupe simple G d’ordre 180.
1. Montrer que G contient trente-six 5-Sylow.
2. Montrer que G contient dix 3-Sylow puis que deux 3-Sylow distincts ne peuvent pas contenir un méme élément g # e.

3. Conclure.

SOLUTION.

1. Notons ns le nombre de 5-Sylow. Par simplicité de G et les théorémes de Sylow, n5 # 1. On sait alors que ns est congru a 1 modulo
5 et divise 180/5 = 36 donc ns € {6,36}. Supposons que ns = 6 alors 'action transitive de G sur l'ensemble de ses six 5-Sylow
fournit un morphisme non trivial (donc injectif par simplicité de G) G — Gg. Par ailleurs, en composant avec la signature, on obtient
un morphisme G — {£1} qui ne peut pas étre injectif pour des raisons de cardinalité est donc nécessairement trivial (par simplicité
de G). Il s'ensuit qu’en réalité, on a un morphisme injectif G — s. Ainsi, G est isomorphe a un sous-groupe de g d’indice 2 (car
#g = 360) donc distingué. Puisque 6 > 5 et que G est non trivial, on obtiendrait un sous-groupe distingué non trivial dans g,
contredisant sa simplicité. Il s’ensuit que ns # 6 et donc n5 = 36.

14. En effet, pour G1, G, deux groupes, on a clairement que Z(G1) X Z(G) € Z(G7 X Gy) et réciproquement il est clair que si (g1, g2) € Z(G1 X Gy),alors g1 € Z(Gy) et
&2 € Z(Gy). De méme, un commutateur de Gy X G est clairement de la forme ([g1, £1], [82, g;]) avec g1, g € Gi et g2, g € Gy si bien que D(G1 X Gz) = D(G1) X D(G2).


http://mathem-all.fr/bw/PSL2GL32.pdf
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2.

Comme en question précédente (et avec des notations évidentes), n3 est congru a 1 modulo 3 et divise 20. Par simplicité de G, n3 €
{4,10}. Si n3 = 4, on obtiendrait de méme un morphisme injectif de G dans S4 ce qui est absurde car #G > 24. Ainsi, n3 = 10.
Soient S et T deux 3-Sylow distincts et g € S N T. Supposons que g # e etposons Z = {x € G : xg = gx} le centralisateur de g
dans G. On sait qu'un groupe d’ordre 9 est abélien[®} Z contient S et T donc Z a au moins 10 éléments et son cardinal divise 180 tout
en étant un multiple de 9 donc#Z € {18, 36,45,90}. Or, l'action transitive de G sur G/ Z (qui est donc de cardinal > 2) fournit (par
simplicité), un morphisme injectif de G dans S(G/Z). Pour des raisons de cardinalité, on a nécessairement #Z = 18 car 180/36 = 5
et 5! = 120 < 180. Ainsi, S et T sont aussi deux 3-Sylow de Z mais par les théorémes de Sylow, un groupe d'ordre 18 admet un unique
3-Sylow donc on aurait S = T et une contradiction[”] Finalement, on a bien SN T = {e}. On en déduit que G contient exactement
10 x 8 = 80 éléments d’ordre 3 ou 9.

Par 1., on a36 x4 = 144 éléments d'ordre 5 (car ce sont des groupes d’ordre 5 et donc deux a deux distincts car cycliques). On obtient
ainsi en combinant avec 2., au moins 144 + 80 = 224 éléments dans G. On aboutit a une contradiction et il n'existe aucun groupe
simple d’ordre 180.

EXERCICE 6. Soient p et g deux nombres premiers distincts.

o

2
3.
4. Montrer qu’un groupe non commutatif d'ordre < 60 n’est pas simple.

Soit G un groupe simple d’'ordre p*m avec & > 1 et p ¥ m. On note n, le nombre de p-Sylow de G. Montrer que #G divise n\.

. Montrer qu'un groupe d’ordre p™q" avecp < q,1 < m < 2etn > 1 n'est pas simple.

Montrer qu’un groupe d’ordre p2q ou p3q n'est pas simple. Classifier les groupes d’ordre pzq.

SOLUTION.
On rappelle que dans le cours, on a vu que les théorémes de Sylow impliquent qu'un groupe d'ordre pg n’'est pas simple pour p et g deux
nombres premiers distincts et que sip < g et p 1 g — 1, alors tout groupe d’'ordre pqg est cyclique.

1.

On fait agir (transitivement) G sur l'ensemble S, des ses n, p-Sylow. Par simplicité, n, > 1 et on a alors un morphisme non trivial
G — &(Sp) = Snp. Par simplicité de G, ce morphisme est injectif et donc par Lagrange #G | np!.

Sim =1, alors comme dans la preuve du cas pg, on note ngq le nombre de g-Sylow. Par les théorémes de Sylow, ng | p et ng est congru
a1 modulo g". Comme p < g, on a nécessairement ny = 1 et l'unique g-Sylow est distingué et G n'est pas simple

Soit maintenant m = 2. Supposons G simple. On sait que n, est congru & 1 modulo g et divise p2. Ainsi par simplicité et car p < q,
ng =p?etq | p?—1=(p+1)(p—-1)doncparprimalitt de g,g < p+ 1 etcomme p < g,onap = g+ 1sibienquep = 2 et
g =3.Ainsi#G =4 x3". Par1,4x3" | 4'donc3” | 6 etdonc n = 1 et G est de cardinal 12. On a alors par les théorémes de Sylow et
simplicité que n, = 3 et donc #G | 3, ce qui est absurde. Un tel groupe ne peut donc pas étre simple.

Supposons un tel G simple. Si g < p, alors on applique 2. en inversant les rdles de p et de g pour traiter le cas p?q etsip < g,
on applique directement 2. et de méme inverser les roles de p et de g permet de traiter le cas p3q avec g < p. Il suffit de traiter le
cas p3q avec p < g.On a toujours ng congru a 1 modulo g et nq | p3. Comme p < g, ng € {pz, p3}. Comptons alors les éléments
d'ordre g dans G. On en a exactement ng(q — 1). Si alors ng = p>, G contient au moins p3(q — 1) = #G — p* éléments d'ordre g. le
complémentaire de ces éléments est donc d'ordre p3 et donc un p-Sylow, ce qui assure son unicité (car il ne contient aucun élément
d’ordre g). Ainsi n, = 1 ce qui contredit la simplicité de G. On peut donc supposer que ng = pz. Dans ce cas, la condition ng congru a1
fournit que p | p> — 1 etdoncque g = p+1etp =2, g = 3 si bien que #G = 24. On a alors nécessairement, ny = 3 (par simplicité et
les théorémes de Sylow) et #G devrait diviser 3!, ce qui est absurde a nouveau. On en déduit donc bien qu’un tel groupe est non simple.
Venons-en a la classification des groupes d’ordre p?q a isomorphisme prés. Soit G un tel groupe. On note np € {1,q}etng € {1, p, p?}
le nombre de p-Sylow et de g-Sylow respectivement. Supposons dans un premier temps que ng = pz. Cela implique que g | p2 -1
Ainsi, G posséde p?(q — 1) = #G — p? éléments d'ordre g et le complémentaire de ces éléments est l'unique p-Sylow de G. On a donc
np = 1.Si maintenant ng = p, alors g | p — 1 et on ne peut pas avoir n, = g caralors p | g — 1 ce qui est absurde donc n, = 1. 0n
est donc dans un des 4 cas de figure suivants :

— Onagq | p2 —letn, =1,n4 = p2. Dans ce cas, on voit que l'unique p-Sylow S, est distingué, que S, N Sq = {e} pour des
raisons d’ordre pour un g-Sylow Sy quelconque et $,S; = G pour des raisons de cardinalité si bien que G = S, = §,. Oy,
Sqg=12Z/qZetS, = z/p%zsi S, contient un élément d’ordre p? et Sp = (z/pz)? si tous les éléments non triviaux sont d’ordre
p (on peut par exemple obtenir que ce groupe est abélien en raisonnant comme dans la note de bas de page numéro 9). Noter
que ce produit direct est non trivial sinon le groupe serait abélien et tout sous-groupe serait distingué ce qui contredit le fait que
ng #1;

15. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors le centre est non trivial car on a affaire a un 3-groupe et différent du groupe entier. Par Lagrange, il est de cardinal 3 mais alors le
quotient du groupe par son centre est aussi de cardinal 3 donc cyclique. On sait alors que cela implique que le groupe soit abélien. On a donc une contradiction et tout groupe
d’ordre 9 est abélien. Noter que ce raisonnement est valable pour tout groupe d’ordre p2 avec p premier.

16. On peut éliminer 180 car sinon g # e est dans Z(G) qui est donc non trivial et distingué donc égal a G par simplicité, ce qui implique que G est abélien mais il ne peut
alors pas étre simple car 180 n’est pas premier.

17. Ou plus simplement ici, on peut remarquer que les 3-Sylow sont de cardinal 9 donc d'indice 2, donc distingués et ainsi nécessairement égaux car un 3-Sylow distingué est

unique.

18. Le résultat pg” pour la résolubilité (en fait un groupe simple est résoluble si, et seulement si, il est commutatif) est dd a Frobenius, le cas pzq" a Jordan et le cas général
p™q" a Burnside en utilisant la théorie des représentations.
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— Onaqg|p-1,n,=1etng =petdemémeG = S, =S, ol le produit semi-direct est non trivialet Sq = Z/qZ et S, = z/p’z
ouS, = (z/p2)?;

— Onap|g-1,n,=qgetn, =1etdeméme G = S, xS, ol le produit semi-direct est non trivialet S5 = Z/qZ et S,, = z/p’z
ouS, = (Z/pZ)z;

— Onan, = ng = 1, auquel cas d’apreés le cours et en utilisant le méme raisonnement que ci-dessus, G = S, X S, soit G =
2/qZx2/p*zZ = Z/p?qZsoit G = Z/qZx(Z/pZ) = Z/pqZxZ/pZ.On a la tous les groupes abéliens d’ordre p?q a isomorphisme
pres.

Reste donc a classifier les produits semi-directs non triviaux Z/p?Z = Z/qZ et (Z/pZ)2 ~Z/qZ.

— Puisque Aut (z/p22) est cyclique d'ordre p(p — 1), il existe un produit semi-direct non trivial Z/p?Z > Z/qZ si, et seulement si,
g | p— 1 et dans ce cas on a une unique classe d’'isomorphisme de tel groupe en utilisant le fait que Z/p(p — 1)Z posséde un
seul sous-groupe d'ordre g et en utilisant U'exercice 9 question 3.

— De méme, on a que Aut ((z/pz)Q) = GLy(F,) (car un tel automorphisme est donné par l'image des deux générateurs (1,0) et

(0, 1) dans Ff, et qu’un tel morphisme est nécessairement F,-linéaire). Le cardinal de GLy(F,) est de (p? = 1)(p? — p). Ainsi, un
produit semi-direct non trivial existe si, et seulement si, g | p2 — 1. Dénombrons alors sous cette hypothése le nombre de telles
classes d'isomorphisme. On a que deux morphismes non triviaux y, ¢ : Z/qZ — GL(F,) sont isomorphes si, et seulement si, les
deux sous-groupes y (Z/qZ) et ¢ (Z/qZ) sont conjugués dans GLp(F,) (cela découle de la question 2. de l'exercice 9). Le probléme
devient donc un probléme d’algébre linéaire ou il s'agit de déterminer les classes de conjugaison de sous-groupes d’ordre g de
GL2(F,). On voit facilement que deux matrices non scalaires de GLy(F,) sont conjuguées si, et seulement si, elles ont les mémes
valeurs propres[ﬂ(car, par exemple, elles le sont si, et seulement si, elles ont la méme suite d'invariant de similitude et qu'une
matrice non scalaire de taille 2 a son polynéme minimal égal & son polyndme caractéristique). Or, deux matrices d’ordre g ont pour

. Ls . . . (11
valeurs propres des racines g-iemes de l'unité dans F,. Si les deux valeurs propres sont 1, la matrice est semblablea (O 1)

et est d’'ordre p, ce qui est absurde. On a donc les cas suivants :

o e . . L . . . -1 1 1 0 .
i) Si g = 2, on obtient trois classes de conjugaison de matrices d’ordre 2, a savoir — I, ( 0 _1) et (O _1) et on obtient

donc deux classes d'isomorphismes de produits semi-directs non triviaux (Z/pZ)2 = Z/qZ. On vérifie que ces trois classes
d’isomorphismes ont trois générateurs x, y et z tels que x? = yP = z2 = e, xy = yx et zx = x'zetzy = y7lz,
zx=x"'zetzy =xy 'z, zx = xzetzy = y~' z respectivement. Noter que le dernier est isomorphe a Z/pZ X Dy,;

i) Sig#2,q|p—1etqgtp+1.Alors F; contient exactement g racines g-iémes de l'unité. En effet, on sait que F; est cyclique
engendré disons par un élément g. Les racines g-iémes de l'unité sont les éléments vérifiant x7 = 1. Un tel x est de la forme
g™ eton cherche donclesm € {0, ..., p—1} tels que g9™ = 1. 0n cherche donc les m tels que p—1 | gm soit p—;] | m, ce
qui fournit bien g éléments et en réalité 'ensemble de ces g racines forme un groupe cyclique d’ordre g. Notons & une racine
g-iéme primitive, autrement dit un générateur de ce groupe. Tout sous-groupe d’ordre g est alors engendré par un élément
dont les valeurs propres sont £ et " avec 0 < r < g (on a a priori £° et £” mais en prenant une puissance de cette matrice,
on transforme la valeur propre £° en £). Deux tels sous-groupes sont conjugués si, et seulement si, il existe 1 < s < q tel
quel =setr=sr’'oul =r'setr = ssoitsi, et seulementsi,r = r'ou(r #0etr’ = r~" modulo g). On obtient donc

‘%3 +3 = ‘%3 (on a tous les couples (r, r~') avec r # r~' dans F, et les paires (1,1), (=1, -1) et (1,0)) tels groupes de

cardinal g non conjugués 2 a 2, soit ‘%3 classes d'isomorphismes de produits semi-directs non triviaux (Z/pZ)2 ~2/qZ;

iii) Siqg #2etq {1 p—Tetq| p+1,leraisonnement précédent montre qu'on n'a aucune racine g-iéme de l'unité dans Fy a part
1. Ainsi, une matrice d’'ordre g est de déterminant le produit de ses valeurs propres qui sont des racines g-iémes (dans une
cléture algébrique ou méme un corps de décomposition) donc leur produit aussi mais est dans F; donc il vaut 1 et les deux
valeurs propres sont inverses 'une de l'autre, différentes de 1. Par conséquent, pour deux matrices A et B d’ordre g, B est
conjuguée a une puissance de A premiére a g (car on passe des valeurs propres de A a celles de B en prenant une puissance
premiére a g). On obtient donc un unique groupe d’ordre g a conjugaison prés et une unique classe d’isomorphisme de
produits semi-directs non triviaux (Z/pZ)2 ~2/qz,;

iv) De méme, il existe un produit semi-direct non trivial Z/gZ <2/ p®Z si, et seulement si, p | g—1.Sip | g — 1 mais p? { g —1,
l'exercice 9 question 3. garantit qu’on a une seule classe d’'isomorphisme de tels produits semi-directs tandis que si p2 | g—1
(alors un générateur de Z/ p2Z peut étre envoyé soit sur un élément d’ordre p soit sur un élément d’ordre p?) on a deux classes
d’isomorphisme de tels produits semi-directs;

19. Ou alors on remarque que si tout élément de Ff, est vecteur propre si, et seulement si, M est scalaire.ll existe donc v € F/ZJ non nul qui n’est pas un vecteur propre. On voit

. ) 0 det(M)\ . . . . . . . .
alors que dans la base (v, Mv), la matrice M est donnée par (1 Tr((M))) si bien que deux matrices non scalaires sont bien semblables si, et seulement si, elles ont mémes
valeurs propres (avec multiplicité).

20. On rappelle qu'on regarde les matrices non scalaires!
21. En gros on fait

(1, 2)(x, 1) =(zx,2)=(x"", 2) = (x"", 1)1, 2).



Université de Paris Saclay M1 MF 2020-2021

v) De méme, il existe un produit semi-direct non trivial Z/gZ = (Z/ pz)? si, et seulement si, p | g — 1. Alors Aut (Z/gZ) admet un
unique sous-groupe d’ordre p et deux morphismes non triviaux de (Z/pZ)2 vers ce groupe différent par un automorphisme
de(Z/pZ)z, ce qui assure par l'exercice 9 question 1. qu’on a une seule classe d’'isomorphisme de tels produits semi-directs.

En conclusion, on a la classification :
— Siptqg—Tetqgt p?—1,deuxgroupes abéliens Z/p%qzZ et Z/p* x 2/ pqZ;

—Sip|g-1,p21qg—1etqgt p?>—1,onadeux groupes abéliens Z/p?qZ et Z/p* x Z/pgz, un produit semi-direct non trivial
2/qZ = 2/ p?Z et un produit semi-direct non trivial Z/qZ = (2/pz)?;

—Sip? | g—1etqg { p?—1,on a deux groupes abéliens Z/p?qZ et Z/p* x Z/pqz, deux produits semi-directs non triviaux
Z/qZ = Z/p*Z et un produit semi-direct non trivial Z/gZ > (z/pz)?;

— Sig| p—1etq # 2 onadeux groupes abéliens Z/p?qZ et Z/ p* x Z/pqz, un produit semi-direct non trivial Z/ p?Z = Z/qZ et
‘%3 produits semi-directs non triviaux (2/pz)? = 2/ qz;
— Sig | p+1,g # 2, 0n obtient deux groupes abéliens Z/ p?qZ et Z/ p* XZ/ pqZ et un produit semi-direct non trivial (Z/pZ)2><Z/qZ;

— Si g =2, 0n adeux groupes abéliens Z/2p?Z et 2/ pZ x Z/2pZ, un produit semi-direct non trivial Z/ p?Z = Z/qZ et deux produits
semi-directs non triviaux (Z/pZ)* < 2/qz;

— Sip =2etq = 3, onretrouve les groupes d’ordre 12 et on a deux groupes abéliens Z/12Z et Z/2Z X Z/6Z, un produit semi-direct
non trivial Z/3Z = Z/4z, un produit semi-direct non trivial (Z/2Z)? = 2/3Z et un produit semi-direct non trivial Z/3Z = (2/2Z)?.

On rappelle qu’on peut procéder de méme pour classifier les groupes d’ordre pg avec p < g et qu’on obtient la classification suivante :
— Sipt g—1,o0naununique groupe Z/pqZ;
— Sip|g—1,0naz/pgZetun unique produit semi-direct Z/qzZ = Z/pZ.

On en déduit par exemple que tout groupe d’ordre 2g avec g premier impair est isomorphe soit & Z/2qZ soit a Dj,.

Soit G non commutatif de cardinal < 60. On peut éliminer tous les cardinaux une puissance de p car le centre d'un p-groupe est non
trivial et distinct de G tout entier lorsque G est non abélien. cela fournit la non simplicité. Par les questions précédentes, on peut aussi
enlever tous les groupes d’ordre pq, pg” ou pzq” avec p < g ainsi que ceux de la forme p3q ou pzq. En énumérant les entiers < 60,
on voit que cela laisse les groupes d'ordre 30, 42 et 48.

— Soit G d’ordref%|30 = 2 X 3 X 5 que l'on suppose simple. Les théorémes de Sylow assurent alors que n3 = 10 et ns = 6 et
l'intersection de deux 3-Sylow (respectivement 5-Sylow) de G est triviale ce qui fournit 20 éléments d’ordre 3 et 24 d’ordre 5. On a
donc #G > 44 et une contradiction. Un tel groupe G est donc non simple.

— Soit G d'ordre42 =2 x 3 x 7 alors n; = 1 et G admet un unique 7-Sylow distingué et n’est par conséquent pas simple;

— Soit G d'ordre 48 = 2* x 3 que l'on suppose simple. On a alors ny = 3 et la question 1. garantit alors que 48 | 3! = 6, ce qui est
absurde. Un tel groupe est donc non simple.

EXERCICE 7 — GROUPES RESOLUBLES.

1. Montrer que tout sous-groupe et tout groupe quotient d’'un groupe résoluble est résoluble.

2. Montrer plus généralement que toute extension d’un groupe résoluble par un groupe résoluble est résoluble.

3. Donner un exemple d'un groupe résoluble qui n'est pas nilpotent.

4. Soient p et g deux nombres premiers distincts. Montrer que tout groupe d’ordre pq est résoluble.

5. Méme question pour les groupes d’ordre pqr, si p, g, r sont trois nombres premiers (on pourra évaluer le nombre d’éléments d’ordre
p et le nombre d’éléments d’ordre q).

6. Méme question pour les groupes d’ordre pzq.

SOLUTION.

1. On utilise le fait que G est résoluble si, et seulement s'il existe un entier n tel que D"(G) = {e}. On constate alors que si H < G,
pour tout n, D"(H) < D"(G) donc H est résoluble. Soit maintenant H < G et considérons le groupe quotient G/H. On a alors le
morphisme surjectif canonique 7 : G — G/H et par surjectivite, D"(G/H) = n(D"(G)) pour tout n, ce qui permet de conclure. On
voit alors que de fagon plus générale si f : G — H est un morphisme de groupes surjectif avec G résoluble, alors H est résoluble.

2, Soit1 - N — G — H — 1 une suite exacte avec H et N deux groupes résolubles et montrons que G est résoluble. On sait alors
que l'application p : G — H est surjective donc comme en 1., il s'ensuit qu'il existe un entier n tel que {e} = D"(H) = p(D"(G))
si bien que D"(G) C Ker(p) = Im(/) = N ot i : N — G est injective. Ainsi, il existe un entier m tel que D"(i(H)) = {e} et alors
D™™m(G) = {e} et G est résoluble.

22. Notons g un générateur du groupe d’ordre p. Deux morphismes de (Z/pZ)2 vers ce groupe d’ordre p correspondent a se donner deux couples d’entiers de {0,...,p—1},

(ki, €;), qui correspondent aux images de (1,0) et (0, 1). Les morphismes étant non triviaux, (k;, €;) # (0, 0) et on peut les compléter en une base ((kj, ¢;), e;) de Ff, et il existe

alors M € GLy(Fp) tel que (kp, £2) = *M(k1, €1), ce qui se traduit par le fait que y = @M et que y et ¢ différent par un automorphisme de (Z/pZ)Z.
23. Ce cas (ainsi que le suivant) découle aussi de l'exercice suivant et de la résolubilité des groupes d’ordre pgr.
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3. Un groupe nilpotent est résoluble mais la réciproque est fausse comme en témoigne l'exemple du groupe S5 (on aurait aussi pu
prendre 24 ou S4). Une preuve est donnée page 32 du polycopié de cours, on pouvait aussi utiliser le fait (pour G = S5 par exemple)
que D(G) = U3 qui est abélien donc D?(G) = {e} pour obtenir la résolubilité et le fait qu’un groupe est nilpotent si, et seulement
S'il existe un entier n tel que C"(G) = {e} ot C%(G) = G et C"*'(G) est le groupe engendré par les commutateurs ghg ™ h~" avec
g € Geth € C"(G) (la preuve étant analogue a celle dans le cas résoluble). On a dans notre cas, C'(G) = D(G) = Uz et C%(G)
est alors un sous-groupe non trivial de C1(G) = A3 car A3 n'est pas central dans G si bien que nécessairement CZ(G) = s et par
récurrence immédiate, C"(G) = Uz # {e}.

4. On peut utiliser le fait qu’on sait qu’un tel groupe est non simple. Il existe donc H < G. On peut supposer sans perte de généralité que
H est de cardinal p donc abélien et ainsi G/H est de cardinal g donc abélien et la suite {e} € H C G montre que G est résoluble.
On pouvait aussi reprendre la preuve de la non simplicité de G d’ordre pg sui établit que si p < g, alors G posséde un seul g-Sylow
qui est donc distingué.

Reste a traiter le cas de p = @ mais on sait qu'un groupe d’ordre p2 est abélien (voir note de bas de page numéro 9) donc résoluble. De
maniére générale, on sait qu’un p-groupe est nilpotent et donc résolubleE]

5. On a le résultat d'apreés ce qui précéde si p = g = r.Si deux des nombres premiers sont égaux, on est ramené a la question précédente,
on supposera donc que p < g < r.On aalors que n, € {1,pq} et ng € {1,r, pr}. Supposons que n,,ng # 1. Alors G admet
exactement pg(r — 1) éléments d’ordre r et au moins r(g — 1) éléments d’ordre q. cela fournit que

#G = pg(r—=1)+r(g-1).

Mais on remarque que
pq(r=1)+r(q-1)=pqr+rq—pqg—r=4G+(r-p)g—-1)—p>#G

carr—p>1letg—12 p.Ainsin, = 1oung =1et G admet un sous-groupe distingué d'ordre premier, donc abélien tel que le
quotient soit un groupe de cardinal le produit de deux nombres premiers, donc résoluble. Ainsi, G est résoluble. En effet, si un groupe
H < G est résoluble et que G/H aussi, alors G est résoluble par 2.

6. On avu que dans ce cas, dans tous les cas soit le p-Sylow soit le g-Sylow est distingué. Chacun de ces Sylow est abélien et le quotient
est de cardinal p? ou g donc abélien, ce qui permet de conclure.

On peut montrer de méme qu’un groupe d'ordre p*q avec p > g (car n, = 1 et un p-groupe est résoluble et le quotient abélien aussi),
d'ordre p*qP avec p* < g + 1 (car ng = 1 et des p-groupes sont résolubles) et d'ordre p*q avec p* { (g — 1)! (carona n, € {1,q}
etsin, = g, alors on a g p-Sylow et on fait agir un de ces p-Sylow, noté S sur les g — 1 autres par conjugaison, cela fournit un morphisme
élément s € S est dans le noyau, il normalise tous les autres p-Sylow mais le normalisateur d’'un p-Sylow est de cardinal p® donc aussi un
p-Sylow et Ng(S;) contient S; donc Ng(S;) = Sj et un élément de S ne normalise aucun autre p-Sylow, le morphisme est donc injectif) sont
non simples et résolubles et en déduire de tout cela que tout groupe d’ordre < 60 est résoluble.

Je rappelle qu’un groupe simple est résoluble si, et seulement s'il est commutatif (car D(G) < G et D(G) # {e} donc D(G) = G) et cela a
alors lieu si, et seulement si c’est un groupe d’ordre premier. Pour la culture, je mentionne le théoréme de Feit-Thompson (qui est trés profond
et difficile mais qui a joué un réle majeur dans la classification des groupes finis simples) conjecturé par Burnside en 1911 démontré en 1963 et
qui stipule que tout groupe d’ordre impair est résoluble. On a enfin le résultat suivant (sorte de réciproque partielle du théoréme de Lagrange):
G est résoluble si, et seulement si, pour tout d | n = #G tel que pgecd (d, g) =1, G posséde un sous-groupe d'ordre d.

EXERCICE 8 — GROUPES SIMPLES D'ORDRE 60. Soit G un groupe simple d’ordre 60. On veut montrer que G est isomorphe au groupe alterné Us.
1. Montrer que G admet six 5-Sylow.
2. En déduire qu'il existe un sous-groupe G’ de s, d’indice 6, qui est isomorphe a G.
3. Enfaisant agir G’ sur le quotient g /G’, plonger G’ dans Gs.
4

. Conclure.

SOLUTION.
1. On sait que ns est congru a 1 modulo 5 et divise 12 donc ng = 1 ou 6 mais ng # 1 par simplicité de G donc ng = 6.

2. On fait agir G (transitivement) par conjugaison sur 'ensemble X de ces 5-Sylow ce qui fournit un morphisme non trivial (donc injectif
par simplicité) G — S(X) = Sg. En composant avec la signature, on a un morphisme G — {+1} dont le noyau vaut G ou {e} par
simplicité mais pour des raisons de cardinalité, G ne peut pas s'injecter dans un groupe d’ordre 2 si bien que le noyau est égal a G et le
morphisme est trivial, ce qui implique que les permutations obtenues dans l'image du morphisme G — Sg sont de signature 1 et donc
qu’en réalité on a un morphisme injectif ¢ : G — g ce qui montre bien que G = G’ := p(G) < g est isormorphe a un sous-groupe
de Ag. L'indice de G’ est de #lg/#G = 360/60 = 6.

24. En effet, on procéde par récurrence sur n. Un groupe d’ordre p est bien nilpotent et supposons alors que #G = p"”. On sait que {e} # Z(G) < G et donc on peut
appliquer U'hypothése de récurrence au p-groupe Z(G). Il existe ainsi {e} = Go € G1 C - -+ € G, = Z(G) C Gpy1 = G avec G; < Z(G) et donc comme ils sont centraux
Gj < G et Gj/Gj—1 inclus dans le centre de Z(G)/Gj—1 lui-méme inclus dans le centre de G/Gj_1.

25. A rapprocher du théoréme de Burnside mentionné plus haut!

10
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3. Onfaitalorsagir G’ sur le quotient g /G’, ce qui donne lieu a un morphisme non trivial (donc injectif par simplicité) G’ — S(We/G’) =
Se. Mais on remarque pour tout g’ € G, g’G’ = G’ si bien que les permuations obtenues ont toutes la classe G’ comme point fixe

et induisent donc toutes une permutation de Ss. On a donc en réalité un morphisme injectif G’ — Gs.

4. On a donc que G’ et donc G est isomorphe a un sous-groupe de S5 d'indice 2. Un tel sous-groupe est nécessairement distingué et
isomorphe a 2Us. On pouvait aussi voir que le morphisme avait pour image s comme précédemment et conclure par cardinalité.

On peut aussi comme dans https://www.1311l.math.upmc.fr/micheld/agreg/GroupeSimpleOrdre60.pdf établir
que ny = 5 et faire agir G sur l'ensemble de ses 2-Sylow. Et voici maintenant une preuve en sonnet (d a A. Chambert-Loir?) :

Que le groupe alterné, en cinq lettres au moins

Est simple. - Voila, mon cher, ce qu’il faut démontrer.
C'est dans le cours d'algébre du Professeur Perrin
Que j'appris cette preuve, je vais te la donner.

Tout y repose, en fait, sur 'observation

Qu’un sous-groupe normal est immanquablement
La réunion de classes de conjugaison

Dont les ordres s'ajoutent. - Oui, c'est ¢a l'argument!

Quand n égale 5, ces classes s'énumeérent
Et leur ordre se comptent, s'il le faut, un par un:
Ily a un, quinze, douze (deux fois) et puis vingt.

Et quand on les combine, de quelconque maniére,
A moins des cas triviaux, de soixante un facteur
L'addition ne peut étre. Q.e.d. Quel bonheur!

EXERCICE 9. Soient H et N des groupes et soient ¢ et y : H — Aut(/N) des morphismes. On veut trouver des conditions pour que N >, H et

N >, H soient isomorphes.

1. S'il existe un automorphisme a de H tel que y = ¢ o a, montrer que l'on a le résultat attendu.

2. S'il existe un automorphisme u de N tel que

montrer que la conclusion vaut encore.

3. Si H est cyclique et si ¢(H) = w(H), montrer que N =, H et N >, H sont isomorphes.

VheH, @h) =uoy(h)ou ",

4. Si N est abélien et qu'il existe un isomorphisme f : N >, H — N >, H tel que f(N) = N, montrer alors qu'il existe u € Aut(N) et

a € Aut(H) tels que

SOLUTION.

1. On pose

On obtient bien un morphisme puisque

f((n.h)(n", h")) = F(ny(h)(n"), hh") = (ny (h)(n"), a(Ma(h"))

et

f(n, W (', 1) = (n,a(h)(n’,a(h")) = (np(a(M)(n’), a(h)a(h’)) = (ny (h)(n"), a(h)a(h’).

YheH, @oa(h)y=uow(h)ou .

g

N>y H — N>, H

(n, h)

>

(n, a(h)).

Ce morphisme est alors clairement un isomorphisme car a est un automorphisme.

2. On pose cette fois

On obtient bien un morphisme puisque

f((n, h)(n', ")) = F(ny (h)(n'), hh") = (u(m)u(y (h)(n")), hh")

et

f(n, Wf(n’,h') = (u(n), M(u(n’), h') = (u(n)p(h)(u(n")), hh") = (u(n)u(y (h)(n")), hh').

Ce morphisme est alors clairement un isomorphisme car u est un automorphisme. Noter que f(N) = N.

|

N>y, H — N>, H

(n, h)

11
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(u(n), h).
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3. Sous ces hypothéses, le groupe H est isomorphe a un Z/nZ et w(H) et p(H) sont isomorphes & Z/mZ pour un certain m | n. Il existe
donc d premier a m tel que ¢(1) = dy(1) dans Z/ mz. Uapplication (Z/nZ)* — (2/mZ)* qui & m associe m é&tant surjective, il existe
d’ € (Z/nZ)* qui s'envoie sur d. La multiplication par d’ est alors un automorphisme de Z/nZ qui vérifie ¢ = w o a et on conclut par 1.
4. L'application u = fjy est un automorphisme de N et f induit un |somorph|smelf N>y, HIN = H — N>, H/N = H donné

par (n h) — f(n, h) bien défini et bijectif car f(N) = N.On pose alors & = f vu comme automorphlsme de H. Soit alors h € H, on
apourtoutne N

uoy(h)ou(n) = F((1,A)(F(m), )(1,h7")).
En effet,
(LAF T (n), 1) = (wh)(F (M), h) et £ ME (), DA, A = Flw(M(F (1), 1)
tandis que
uoyw(h)you ' (n) = Fy(h)(f'(n)

et ol 'on identifie V avec les (n, 1), n € N.On a donc
woy(hyou " (n)= FOLMFF (n), DF(1,A™Y) = F(1, A)(n, DF(1, A7),

Par ailleurs,
p(a(h)(n) = (1,a(h))(n, 1)(1,a(h)™")
car
(1, a(h)(n, (1, a(h)™) = (@(a(h)(n), a(h)(1, a(h)™") = (p(a(h))(n),1).
Maintenant x = (1, a(h)) et y = £(1, h) ont la méme image dans N >, H/N car z pour un certain a € N. Il existe donc n € N tel
que x = ya.On aalors en notant b = (n, 1) que xbx~' = yaba™'y™" = yby~" car N est abélien si bien qu’on a bien

uoy(h)ou ' (n) =g oa(h)(n)
ce qui conclut la démonstration en utilisant 1. et 2.

Il est important de savoir qu’on a ici exhibé des conditions suffisantes (trés utiles) pour garantir que des produits semi-directs sont isomorphes
mais il n'existe pas de CNS générale et il faut raisonner au cas par cas. Par exemple, un article de recherche de 2011 concerne les classes
d’isomorphismes de produits semi-directs avec le groupe cyclique infinif’]z.

EXERCICE 10.
1. Montrer que SL,(F3) posséde un unique 2-Sylow que l'on identifiera.
2. Classifier les groupes de cardinal < 15.

SOLUTION.
1. Comme dans l'exercice 3, on voit que les éléments de SLy(F3) (qui est de cardinal 24 = 8 x 3) d’ordre 2 sont :
— La matrice I, d’ordre 1;

. 2 0\, )
— La matrice (O 2) d’ordre 2;

_ L tri 0O 1\ (0 2\ (2 1\ (1 2\ (1 1\ (2 2 Jord
esmatrices [, |1 o)1 1) |l2 2/ |1 2|y 1)dordres
Ily a donc un unique 2-Sylow constitué de ces 8 éléments et il est clairement isomorphe a Hg.

2. Tout découle de la classification déja effectuée dans la correction du TD | pour les groupes de cardinal < 8. Ensuite, on a vu (voir note
de bas de page numéro 9) qu’un groupe de cardinal 9 est abélien et il en va de méme des groupes d’ordre 11 et 13. Les groupes d’ordre
10, 14 et 15 sont des groupes d'ordre pq classifiés dans le cours ce qui laisse les groupes d’ordre 12 que l'on peut classifier en utilisant
l'exercice 6 question 3. ou que l'on peut refaire a la main de la fagon suivante. On a par les théorémes de Sylow que G admet 1 ou quatre
3-Sylow. S'il en admet un seul, G admet un sous-groupe distingué N isomorphe a Z/3Z tel que G/ N soit d'ordre 4. On a alors que G est
produit semi-direct N > H, un tek produit semi-direct étant donné par un morphisme y : H — Aut(Z/3Z) = Z/2Z. Si H est cyclique
d’ordre 4, on a un seul morphisme non trivial définissant un unique (a isomorphisme prés) produit semi-direct Z/3Z < Z/4Z en plus du
produit direct Z/3Z X Z/4Z etsi H = (Z/ZZ)2 donne lieu a 3 morphismes non triviaux qui different 2 a 2 d'un automorphisme de H, ce
qui fournit a nouveau un unique (a isomorphisme prés) produit semi-direct Z/3Z < (2/22)? en plus du produit direct Z/3Z x (2/2Z)>.
Enfin, si on a quatre 3-Sylow, G admet 8 éléments d'ordre 3 si bien que leur complémentaire auquel on ajoute e forme 'unique 2-Sylow
N de G qui est donc distingué. Le quotient H = G/N = Z/3Z et G = N » H. Un tel produit semi-direct est donné par un morphisme
v :Z/3Z — Aut(N).Si N est cyclique, alors Aut(N) = Z/2Z et un tel morphisme est nécessairement trivial, donnant lieu au produit
direct 2/4Z x 2/3Z et si N = (2/22)?, alors Aut(N) = GL,(F,) = S (car d'ordre 6 non abélien). Il existe donc deux morphismes non
triviaux conjugués et donc isomorphes si bien qu’on obtient un unique (a isomorphisme prés) produit semi-direct (Z/ZZ)2 =~ Z/3Z en
plus du produit direct (2/22)? x Z/3Z. Finalement on a obtenu la classification suivante :

26. On a un morphisme N < H — H donné par (n, h) — h de noyau isomorphe & N. Donc a envoie A sur la classe de (1, h) qui est envoyé sur la classe de (1, h) mais il est
aussi envoyé sur a(h) qui correspond a la classe de (1, a(h)).
27. Isomorphism versus commensurability for a class of finitely presented groups de Arzhantseva, Lafont et Minasyan.
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— Ordre1:{e};

— Ordre2:2/2z;

— Ordre3:2/2z;

— Ordre 4:2/4Z et (2/22)%;

— Ordres5:2/5Z;

— Ordre 6:2/6Z et G3;

— Ordre7:2/7z;

— Ordre 8:2/82,2/42 % 2/22,(2/2Z)%, Dy = 2/4Z =< 2/2Z et Hg;
— Ordre 9:2/9Z et (2/32)%;

— Ordre10:2/10Z etZ/5Z < 2/2Z = Ds;

— Ordre11:2/11Z;

— Ordre 12:2/122,2/22 x 2/62, (2/2Z)* < 2/3Z = W4, 2/6Z < 2/2Z = Dg et Z/3Z ~ Z/4Z;
— Ordre13:2/13Z;

— Ordre14:2Z/14Z et2/72x2/2Z = Dy,

— Ordre15:2/152Z.

EXERCICE 11. Soit p un nombre premier impair.
1. Déterminer les p-Sylow de GLo(Fp).

2. Soient ety des morphismes non triviaux de F, dans GLy(F, ). En notant pour tout entier k, ¢4 le morphisme défini par g (x) = @(k x),
montrer qu'il existe un entier k et une matrice P € GLy(F,) tels que y = Po P71,

3. En déduire qu’il existe, a isomorphisme prés, un unique produit semi-direct non trivial (Z/pZ)2 ~Z/pZ.
4. Montrer que le centre de ce dernier groupe est isomorphe a Z/pZ.

5. Soit G un groupe d'ordre p3 non cyclique, contenant un élément x d’ordre pz. Montrer que (x) est distingué dans G et que G est
produit semi-direct de Z/pZ par (x) = Z/p?z.

6. Décrire les classes d'isomorphisme de groupes de cardinal p3 (on pourra raisonner par exemple suivant l'ordre maximal d’'un élément
du groupe).
SOLUTION.
1. On sait que #GLy(Fp) = (p? = 1)(p? — p) = p(p — 1)*(p + 1) donc les p-Sylow de GLy(F,) sont d'ordre p et tous conjugués. Or, on
en connait un, a savoir le groupe U(p) des matrices unipotentes supérieures {(é ‘19) : a € Fp (. Ainsi, une matrice est dans un des
p-Sylow si, et seulement si, elle est conjuguée a une telle matrice et on a vu en exercice 3 que cela est équivalent a ce que son polyndome

S s ) . . . . a b
caractéristique soit égal a (X — 1)2. On peut denombrer a la main le nombre de telles matrices qui sont (c d) avec ad — bc # 0 et

a,b,c,d €F,et X% - (a+d)X +ad-bc= X2 —2X + 1. 0n cherche donc les solutions dans F, au systéme

ad—bc=1
a+d=2.

On a donc p choix pour a et alors d = 2 — a est fixé et on a l'équation bc = —a® +2a—-1=—(a—1)?etsia # 1,onaalors p — 1
choix pour b et ¢ est alors fixé tandis que sia = 1,ona b = 0 et ¢ quelconque ou l'inverse (attention qu’ici on compte deux fois le cas
b = ¢ = 0), ce qui fournitau total (p — 1)2 +2p — 1 = p? telles matrices. Si maintenant on a np p-Sylow, on obtient n,(p — 1) éléments
d'ordre p et ainsi 1 + n,(p — 1) éléments dans la réunion des n, p-Sylow. On a donc nécessairement n, = p + 1. On constate que les

L 0 1 10 . .
conjugués de U(p) par (1 O) et les (a 1) avec a € F, fournissent p + 1 sous-groupes d'ordre p qui sont donc tous les p-Sylow de

GLQ(FP).
2. Par simplicité de Z/pZ, un tel morphisme est injectif et les images de y et ¢ sont des p-Sylow et par conséquent conjugués par une
matrice P € GL2(F,). Notons que
¢(P) A y(Fp)
1 x — Pex)P!

est un isomorphisme. Dés lors, ") o y est un automorphisme de Z/pz, donc de la forme x > kx pour un certain k premier a p, ce
qui permet de conclure.
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3.

6.

Comme Aut ((Z/pz)z) = GLy(F,), la question 1. garantit U'existence d’un tel produit semi-direct non trivial qui correspond a un mor-

phisme non trivial Z/pZ — GLy(F,) et la question 2. combinée a l'exercice 8 montre l'unicité a isomorphisme prés.

On a affaire a un p-groupe dont le centre est non trivial. Ainsi, le centre de (Z/pZ)2 xZ/pZ est d'ordre p, p? ou p3. S'il est d’ordre p? ou
p3, alors le quotient du groupe par son centre est d’ordre p ou p2 donc abélien, ce qui est absurde car le produit semi-direct est non
trivial. Ainsi, le centre est d’ordre p et par conséquent isomorphe a Z/pZ.

Le sous-groupe {x) est d'indice p donc l'exercice 3 du TD I permet d’affirmer qu'il est distingué dans G. Le quotient G/{x) est d’ordre
p donc isomorphe & Z/pZ. Soit alors y € G \ (x). On a alors que y” € (x) car yP = (x) dans le quotient et y”2 = e car y ne peut
pas étre d’ordre p3, G étant non cyclique. Il existe donc k € Ztel que yP = xPX. Comme (x) < G, il existe r > Otel que y~'xy = x”
et donc pour tout @ € N, x¥y = yx®". On cherche alors a trouver z € G \ (x) d’ordre p. Cherchons z sous la forme z = yx”. Ainsi
zP = (yx")P = yx"yx"--- yx" et par une récurrence immédiate, il vient
2P = prn(rP"+~~~+r+1) _ ka+n(rp’1+---+r+1)

L'élément z est donc d’ordre p si, et seulement si, p? | pk +n(rP~" +---+r + 1) ol linconnue est n. Notons S := rP~" + -+ +r +1.
Onaalors(r —1)S = rP — 1 qui est congru a r — 1 modulo p. Cela est donc équivalent au fait que r 1 modulo p et S = 1 modulo
p (auquel cas l'équation admet immédiatement une solution ng) ou r = 1 modulo p. Dans ce dernier cas, si r = 1 + €p, alors

p-1
. -1
S=T+1+---+1 +€le+p2t=p+€p%+p2t:p+p2t/
i=0
ou t’ est un entier car p — 1 est divisible par 2. On a sonc S = p modulo p2 et on voit qu’on peut a nouveau trouver une solution ng.
Onadoncz = yx™ € G \ (x) est d’ordre p. On a donc par propriété du produit semi-direct que G = (x) > (z) = Z/p?Z = Z/pZ.
Soit G d’ordre p3. On note p" l'ordre maximal d’'un élément de G (autrement dit son exposant).
— Sir=3,0naG =2/pz;
— Sir = 2, la question 5. garantit que G = Z/pZZ > Z/pZ. Un tel produit semi-direct est équivalent a la donnée d’un morphisme
v :Z/pZ — Aut(Z/p?Z) = Z/p(p — 1)Z. Le groupe cyclique Z/p(p — 1)Z admet un unique sous-groupe d'ordre p donc l'exercice

9 garantit qu’on a un unique produit semi-direct non trivial Z/pQZ > Z/pZ et évidemment le groupe abélien correspondant au
produit semi-direct trivial Z/p?Z x Z/pZ;

— Sir = 1, alors tout sous-groupe de G d’ordre p? (et on sait qu'il en existe, cf. feuille de TD 1) est distingué (car d’indice p) et
isomorphe a (2/pZ)? et tout élément du complémentaire est d'ordre p, ce qui assure que G = (Z/pZ)? = Z/pZ. La question 3.
garantit alors qu’on a un unique produit semi-direct non trivial (Z/ pZ)? > Z/pZ et un groupe abélien (Z/pZ)°.

Pour conclure, on a obtenu cing classes d’'isomorphismes :

z/p2)®, z/p’zx2/p2, Z/p’z, (2/p2)*~2/pZ, Z/p*ZxZ/pl.

EXERCICE 12 — GROUPES NILPOTENTS.

1. Soient G un groupe fini, N <G, H < Getrn : G — G/N la surjection canonique. Etablir que 7(H) < Z(G/N) si, et seulement
si, [H, G] < N o, pour Hy, H, < G, on note [Hj, H,] le sous-groupe de G engendré par les commutateurs de la forme h1/72h1‘1h§1
avec hy € Hy et hy € Hs.

On définit alors la suite centrale descendante associée & G par C'(G) = G et C"*'(G) =[G, C"(G)] pour n € N*. En déduire que G
est nilpotent si, et seulement si, il existe ng € N* tel que C™(G) = {e}.

2. Montrer qu’un groupe nilpotent est résoluble. Que dire de la réciproque?

3. Montrer que le centre d’un groupe nilpotent est non trivial.

4. Montrer que si G est nilpotent et que H est un sous-groupe de G, alors H est nilpotent.

5. Montrer que si H < G et que G est nilpotent, alors G/H est nilpotent.

6. On suppose H et G/H nilpotents. Le groupe G est-il nilpotent?

7. Soient p, g, r trois nombres premiers. Montrer que tout groupe d’ordre pqr est résoluble. Un tel groupe est-il nilpotent?

8. On suppose G fini. Montrer que G est nilpotent si, et seulement si, tout sous-groupe maximal de G est distingué et si, et seulement si,
G est produit direct de ses p-Sylow pour tout nombre premier p divisant #G.

SOLUTION.
1. La condition que 7(H) < Z(G/N) équivaut a [n(H), G/N] = {€}. On a clairement que [n(H), G/N] = [n(H), n(G)] = n([H, G])

par surjectivité du morphisme de groupes . Ainsi, on a immédiatement que [7(H), G/N] = {e} si, et seulement si, [H, G] < N.
Si G est nilpotent, il existe une suite de groupes

le}=GpcGic---CcG,=G
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avec pour tout/ € {1,...,n}, Gi < G etpourtouti € {1,...,n -1}, Gi+1/G; < Z(G/Gj), soit [G, Gi+1] < G; d'aprés ce qui
précéde. On a donc C'(G) < G, puis C%(G) = [G, C'(G)] < [G, G,] < G,_1 et de proche en proche C™1(G) < Go = {e} ce qui
permet de conclure. Réciproquement, supposons que C"(G) = {e}, on pose alors G,_1 = G, G,_p = C%(G), ..., Gy = C"(G) et on
a alors

{le}=Gpc Gy Cc---CGp1=G
avec G; <G car les Ci(G) sont des sous-groupes caractéristiques de G et [G, G;11] = G; par définition, ce qui permet bien de montrer
que G est nilpotent.
C'est du cours et évident a partir des définitions ou des caractérisations en termes de D" et C”. La réciproque est fausse comme on l'a
vu dans l'exercice 7 question 2.
Soit G un groupe nilpotent. Il existe n > 0 maximal tel que C"(G) # {e}. On a alors C"™*'(G) = {e} soit [G, C"(G)] = {e}. Cela
signifie que le sous-groupe non trivial C"(G) est contenu dans Z(G) qui est donc non trivial.

Plus généralement, si N # {e} < G, alors N N Z(G) # {e} (si l'on ne suppose plus N normal, le résultat tombe en défaut comme
on le voit avec Dg et N d’ordre 2 dans Dg non contenu dans le sous-groupe cyclique d’ordre 4). En effet, il est immédiat de voir qu'un
groupe est nilpotent si, et seulement si, il existe un entier n et des groupes

G=Gy2G12---2G,={e}

avec [G, G;] € Gj.1. En effet, si G est nilpotent, G; = C'(G) convient et réciproquement par récurrence on établit que C'(G) C G;.
En posant dans notre cas N; = N N C'(G), on a une suite d’extensions

N=No2N;y2---2N,={e}
ol on vérifie que [G, N;] € N;,1. Choisissons alors l'entier kK maximal tel que Ny # {e}.Ona Ny < N et [G, N¢] C Niyq = {e}

donc Ny € Z(G).

Une récurrence simple assure que pour tout n > 0, C"(H) € C"(G), ce qui entraine immédiatement le résultat. On a également que
l'image d’un groupe nilpotent par un morphisme de groupes (car f(C"(G)) € C"(f(G)) avec égalité si le morphisme est surjectif) est
nilpotent en raisonnant comme dans le cas résoluble.

On raisonne comme dans le cas résoluble en établissant que 7(C"(G)) = C"(G/H).

6. C'est faux comme on peut le voiravec G = G3, H = Az et G/H = {£1} = Z/2Z. On a alors H et G/H abéliens donc nilpotents mais

8.

G non nilpotent.

On a en revanche le résultat plus faible suivant : si H < G est un sous-groupe central (donc en particulier nilpotent), alors G/H
nilpotent implique G nilpotent. En effet, on a l'existence d'un n tel que C"(G/H) = {e} donc 7(C"(G)) = {e} soit C"(G) < H et
donc C"(G) est central et C"*1(G) = {e}.

On a déja traité la résolubilité. On sait que tout p-groupe est nilpotent donc si p = g = r, on obtient donc un groupe nilpotent.

Si maintenant (sans perte de généralité), p = g # r, un tel groupe n'est pas nécessairement nilpotent comme en témoigne 'exemple
de B3 x Z2/2Z (qui s'il était nilpotent entrainerait que S3 est nilpotent).

Supposons pour finir que p < g < r. Un tel groupe n’est pas non plus nécessairement nilpotent comme en témoigne 'exemple de
©3 X Z/5Z (qui s'il était nilpotent entrainerait que S5 est nilpotent comme quotient par le sous-groupe distingué Z/52).

Le corrigé de cette question sera disponible aprés le DM I.

On termine par lister une propriété supplémentaires des groupes nilpotents : un groupe G est nilpotent si, et seulement si, G/ Z(G) est
nilpotent (en effet le sens direct découle de l'exercice et dans le sens indirect sizt : G — G/Z(G) etsi C"(G/Z(G)) = {e} et
C"(G/Z(G)) # {e},alors C"(G) C Z(G) et C""1(G) ¢ Z(G) donc [G, C"(G)] = {e}).

EXERCICE 13 — SOUS-GROUPE DE FRATTINI. Soit G un groupe de type fini. On dit qu’'un sous-groupe H de G est maximal si H # G et qu'aucun
sous-groupe propre de G n’est compris strictement entre H et G. On définit alors le sous-groupe de Frattini de G, et on note ¢(G), Uintersection
des sous-groupes maximaux de G.

o

Y ® N o o F w N

Montrer que Q ne posséde pas de sous-groupe maximal.

Montrer que G admet au moins un sous-groupe maximal. La démonstration se simplifie-t-elle si G est fini?

Déterminer ¢(Z) et p(S,).

Montrer que ¢(G) est caractéristique. On notera 7 : G — G/¢(G) la projection canonique.

Soit S C G une partie de G. Montrer que S engendre G si, et seulement si, 7(S) engendre G/¢(G).

Montrer que ¢(G) est exactement l'ensemble des éléments g € G tels que pour toute partie S C G,ona(S,g)=G = (S)=0G.
Montrer que si G est fini, ¢(G) est nilpotent.

On suppose G fini. Montrer que G est nilpotent si, et seulement si, D(G) C ¢(G).

On suppose dans cette question que G est un p-groupe pour p un nombre premier.
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(@) Montrer que tout sous-groupe maximal de G contient D(G) et le sous-groupe G engendré par les puissances p-iémes dans G.

(b) Montrer que G/¢(G) est le plus grand quotient abélien de G d’exposant p.

(c) Que peut-on en déduire sur le nombre minimal de générateurs de G ?
)

(d) Montrer que ¢(G) = D(G) - G*.

SOLUTION.
1. Le corrigé de cette question sera disponible aprés le DM I.
2. Le corrigé de cette question sera disponible aprés le DM I.

3. Les sous-groupes de Z sont les aZ avec a € Z. On a donc que les sous-groupes maximaux sont les pZ avec p premier et il est clair que
®(Z) = {0}. On peut montrer que H est maximal dans Z/nZ si, et seulement si, 7~ (H) est un sous-groupe maximal de Z contenant
nZ, autrement dit de la forme pZ pour p premier divisant n. On note alors r le radical de n, a savoir le produit des diviseurs premiers
de n. Alors on en déduit que ®(2/nZ) = rz/nZ.

Passons au cas du groupe symétrique. Posons S,(/) I'ensemble des permutations fixant / et montrons que ces sous-groupes sont
maximaux. Pour cela, montrons que si 0 € S, \ S,(i), alors {(S,(/),c) = S,. On décompose ¢ en produit de cycles a supports
disjoints ¢ = 0102+ 0. Comme o € G,(i),j = o(i) # i. Puisque les cycles commutent, on peut supposer que o1(i) = j et
que 0g,...,0¢ € S,(0). Ilvient que (S,(i), o) = (S,(i),o1) := H. Ecrivons o1 = (ijj; - Jfs). Soit T = (jj1 -+ Js). On a alors
o1 = (ij)T et T € S,(i) si bien que (ij) € H. Mais pour tout k € {1,...,n},avec k # /,j,ona (jk)(ij)jk) = (ik) € H (car
(jk) € S,(i)) et H contient toutes les transpositions qui engendrent S, si bien que H = S, et S,(/) est maximal. On a donc que
D(S,) € N7, Sa(i) = {Id} de sorte que D(S,) = {Id}.

4. Soit g un automorphisme de G. Alors, pour tout sous-groupe maximal H de G, ¢(H) est aussi un sous-groupe maximal et 'application
H + ¢@(H) est une permutation de l'ensemble des sous-groupes maximaux de G. Par conséquent,

p@G)= (| eH)= (] H=0G)

H cGmaximal H cGmaximal

si bien que ®(G) est caractéristique.

5. Lesensdirect estimmédiat par surjectivité de 7. Supposons alors réciproquement que 7 (S) engendre G/P(G) mais que H = (S) # G.
Alors H est contenu dans un sous-groupe maximal M de G. Comme M contient ®(G), 7(M) s'identifie avec M /P(G) qui est un sous-
groupe strict de G/®(G) (sinon 7(M) = n(G) mais alors pour tout g € G, il existe g’ € ®(G),m € M telqueg’m = gdoncg e M
et G = M). Ainsi le sous-groupe engendré par x(S) est inclus dans ce sous-groupe strict M /®(G), ce qui est une contradiction. Ainsi,
H = G et S engendre G.

6. La question précédente assure que si g € ®(G), alors pourtout S C G,ona(S,g) = G = (S) = G.Soit maintenant g € G\ ®(G).
Il existe alors un sous-groupe maximal H de G tel que g ¢ H. On considére S = H C G. Il est clair que (S) = H # G alors que
(S, g) = G par maximalité. D'ou la caractérisation souhaitée.

7. Soit P un p-Sylow de ®(G). Comme P(G) est caractéristique donc distingué dans G, on en déduit queG = ®(G)Ng(P). Pars., on
a Ng(P) = G et donc P < G donc a fortiori P < ®(G) et est 'unique p-Sylow de ®(G). En raisonnant comme dans l'exercice 12, il
vient que ®(G) est produit de ses p-Sylow et donc nilpotent.

8. Onsuppose dansun premiertemps G nilpotent. On sait alors d’apres 'exercice précédent que tout sous-groupe maximal H est distingué
dans G et donc G/H est un groupe simple (par maximalité) nilpotent. On a alors que cela implique que G/H est cyclique (utiliser par
exemple la caractérisation comme produit de ses Sylow) d’ordre premier et en particulier abélien. Ainsi D(G) € H et D(G) € ®(G).
Réciproquement, si D(G) C ®(G), alors tout sous-groupe maximal H de G contient D(G) donc est distingué (car pour tout g € G et
he H,xhx 'h e D(G) C H donc xhx~! € H) donc G est nilpotent.

9. (a) Soit H un sous-groupe maximal de G qui est nilpotent car un p-groupe. Ainsi la question précédente assure que H est distingué
dans G et que G/H est cyclique d’ordre p donc D(G) C H et GP C H.

(b) La question précédente assure que G/P(G) est abélien d’exposant p car D(G) C P(G) et GP C P(G). Soit a présent H un
sous-groupe distingué de G tel que G/H soit abélien d’exposant p. Notons w1y : G — G/H la surjection canonique. On sait
quona G/H = (Z/pZ)" pour un certain entier r non nul. On considére alors les r projections 7; : (Z/pZ)" — Z/pZ et il est clair
que H = ([_, H; avec H; = Ker(st; o my). Les H; sont des sous-groupes maximaux de G car d'indice p donc ®(G) C H, ce
qui assure l'existence d’'un morphisme 7’ : G/®(G) — G/H surjectif de noyau H/®(G) induisant un isomorphisme (troisiéme
théoréme d’isomorphisme) (G/®(G))/(H/®(G)) = G/H ettelque ny : 7’ omwavec w : G — G/P(G). Ainsi G/P(G) est
bien le plus grand quotient abélien d’exposant p.

28. C'est en effet, un argument classique dii a Frattini. Soit g € G. Alors comme P < ®(G) et que ®(G) est distingué, gPg~' < ®(G) est un p-Sylow de d(G), donc conjugué
(dans ©(G) a P). Il existe donc h € ®(G) tel que K 'gP(h™'g)™" = Psoit h™'g € Ng(P) et g € B(G)Ng(P).
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(c) Soit g1, ..., 8&m une famille génératrice de G. Alors n(g1), ..., m(gm) engendrent G/P(G) donc[f_g] m > dimg,(G/P(G)). Or,
G/®(G) admet une partie génératrice minimale de cardinal dimg,(G/®(G)) et en choisissant des relevés de ces générateurs
dans G, on obtient une famille génératrice par 5. de G de cardinal dimg,(G/®(G)). Cela assure que le nombre minimal de
générateurs de G est égal a dimg,(G/P(G)).

(d) La question 9.(a) garantit que D(G)GP C ®(G). Or, G/D(G)GP est clairement un groupe abélien d’exposant p donc par 9.(b),
®(G) € D(G)GP et finalement P(G) = D(G)GP. On retrouve par exemple avec cela que ®(Z/pz) = {0}.

EXERCICE 14. Soit n > 1.

1. Soit ¢ € Aut(S,) tel que ¢ transforme toute transposition en une transposition. Montrer que ¢ est intérieur.

2. Soit o € G,,. Déterminer le cardinal du commutant Z(o) = {T €G, : tor7 = a} de o.

3. En déduire que si n # 6, on a Aut(S,) = Int(S).

4. Soit n > 5tel que Aut(S,) = Int(S,). Montrer que tous les sous-groupes d’indice n de S, sont conjugués.

5. En utilisant les 5-Sylow de S5, montrer qu'il existe un sous-groupe H d'indice 6 de Sg opérant transitivement sur {1, ..., 6}.

6. Construire géométriquement un sous-groupe H’ de Gg vérifiant les mémes propriétés que H.

7. En déduire que Aut(Sg) # Int(Se).

SOLUTION.

1. On peut supposer n > 4 puisque tout automorphisme de S, avec n < 3 est intérieur Le groupe S, est engendré par les
transpositions[ifl'r,- = (1/) pouri € {2,...,n} et 7; et T; ne commutent pas pour / # j. Ainsi, ¢(7;) et ¢(7;) sont deux transpositions
disjointes qui ne commutent pas et donc qui ont un élément en commun dans leur support. On note a cet élément et on a alors que
pour tout /i € {2,---,n}, il existe a; tel que ¢(7;) = (aa;) et {a,ap,...,a,} = {1,...,n}. On définit alors un élément o € G,
par (1) = a et o(i) = a; et on vérifie alors que pour tout p € S,, p(p) = opco~'. En effet, on a cette relation pour chaque 7; qui
engendrent S, car ¢(1;) = (aa;) et o1;,07" = (aa;).

2. On décompose o en produit de cycles a supports disjoints avec k7 cycles de longueur 1, k cycles de longueurs 2,. .., k, cycles de
longueurs navec k; € {0,...,n}pouri € {1,...,n}etky + 2k, +---+ nk, = n.Onavu dans le TD | que les conjugués de o sont
précisément les permutations qui préservent la forme de la décomposition en produit de cycles a supports disjoints donc un élément
de ot correspond a une permutation dont la décomposition est de la méme forme. Pour que cette permutation soit égale a o, il
faut envoyer pourtout j € {1,..., n} un cycle de longueur j de o sur un des k; cycles de longueurs j de sigma, ce qui fournit k; choix
et ensuite on a j fagon d’envoyer un j-cycles (c1, . . ., ¢j) sur un autre (c{, o, cj'.) (on choisit si l'on envoie ¢7 sur c1’, cé, R cj’.). Puis
pour le second cycle de longueur j, on a k; — 1 choix du j-cycles sur lequel on l'envoie puis j fagons de procéder et ainsi de suite
donnant lieu a kj!jkf possibilités. Comme ce qui se passe pour chaque longueur de cycle est indépendant des autres longueurs, il vient
que

n
#Z(c) = ]_[ kitj%
J=1
Cela permet de retrouver que le cardinal de la classe de conjugaison de S, associé a cette décomposition en produit de cycles a
supports disjoints est de cardinal (considérer l'action par conjugaison)
n!
-_—
[ [y
j=1
3. Soit ¢ un automorphisme de S,,. Si T est une transposition de S, alors ¢(7) est d’ordre 2 et est donc un produit de transpositions a

supports disjoints, disons de k transpositions a supports disjoints. Mais, on a #Z(7) = #Z(¢(7)) et par 2., cela fournit que 2(n — 2)! =
2K k\(n — 2k)!. Cela entraine que si n # 6 (auquel cas n = 6 et k = 3 convient) que kK = 1 et on conclut par 1. En effet, la relation
équivaut a

2k~ =%=(”;k)(n—2)m(n—k+1)

29. Le r de la question précédente.

30. Méme si cela n'est pas nécessaire dans le raisonnement qui suit.

31. Sin = 1 ou 2 c'est évident car on a un groupe abélien d’ordre 1 ou 2 dont le groupe d’automorphisme est trivial et pour G = G3 = (r,0) avec 7 = (12) et o = (123),
un automorphisme de G envoie nécessairement T sur une transposition et o sur un 3-cycle donc on a au plus 6 éléments. Mais, on sait que Int(G) = G/Z(G) = G si bien
que nécessairement Aut(G) = Int(G) = G. On peut aussi montrer a la main que le morphisme 3 — Aut(S3) donné par p — [0 +— pop~'] est surjectif et conclure par
cardinalité.

32. En effet, il est engendré par les transpositions comme on peut le montrer par récurrence sur n ou a partir de la décomposition en produit de cycles a supports disjoints en
décomposant un cycle en produit de transpositions. C'est vrai pour n = 1 et si c'est vrai pour netsio(n+1) = n+ 1, alors en fait c € S, et on a la résultat par hypothése de
récurrence etsinono(n+ 1) #n+1(n+1c(n+1)) oo fixe n+ 1 et on conclut a nouveau par hypothése de récurrence. On écrit alors toute transposition (ij) = (17)(1/)(17).
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etsik > 1,alorsn—2# n— k + 1 carsinon on a nécessairement un facteur impairdoncn —2 =n— k + 1 soit k = 3 et

n-3
4:( 3 )(n—2)

soitn —2 <4 maisonaaussin > 2k =6, alorsn = 6.

4. Soit H C &, d'indice n. Laction transitive de G, sur S,/H induit un morphisme de groupes ¢ : S, — S(&,/H) = S,. On sait alors
que son noyau est distingué dans S, et est donc égal a {Id}, 2, ou S, car n > 5. Mais par définition, Ker(¢) agit trivialement sur la
classe de H dans S, /H donc Ker(¢) € H donc Ker(¢p) = {Id} par cardinalité et ¢ est injective et donc ¢ € Aut(S,). Par hypothése, il
existe 0 € S, tel que ¢ soit l'automorphisme de conjugaison par o mais par construction, ¢ envoie H sur le stabilisateur d’'un point
(la classe de H) dans G(&,/H) = G,,. Reste a voir que dans S, les stabilisateurs d’un point sont tous conjugués. En effet, si on note

Sp(i)y={oc € S, : o(i) =i} pouri e {1,...,n}. Onaalors clairement que pour tout i # j, (ij)S,(j)(ij) = S,(f). Et finalement
comme le conjugué d'un S,(i) est un S,(j), on voit que les S,(1), ..., S,(n) sont les seuls sous-groupes d'indice n et ils sont tous
conjugues.

5. On a par les théorémes de Sylow que S5 admet un ou six 5-Sylow. Par simplicitéE] de s (remarquer qu’'un 5-Sylow de A5 est un 5-
Sylow de Ss), on déduit que ns = 6. Notons X l'ensemble de ces 5-Sylow, l'action transitive de S5 sur X donne lieu a un morphisme
U: Gs — S(X) = Gg dont le noyau est trivial (car distingué, distinct de S5 car le morphisme est non trivial et distinct de Us car
l'action est transitive). On en déduit donc que l'image de G, H = u(Ss) est un sous-groupe d'indice 6 qui opére transitivement sur
{1,...,6}.

6. Le groupe H’ = PGLy(Fs) vu comme sous-groupe de Sg par action sur P'(Fs) (voir exercice 3) est d’indice 6 qui opére transitivement

sur{1,...,6}.
7. Supposons que Aut(Sg) = Int(Sg). Les questions 4. et 5. (ou 6.) assurent alors que le groupe Sg posséde un sous-groupe d'indice 6
opérant transitivement sur {1, ..., 6}. Mais on a vu qu’un tel sous-groupe est nécessairement le stabilisateur d’'un élément /, ce qui est

une contradiction et finalement Aut(Sg) # Int(Sg).

Pour n = 1,2, 0n a Aut(S,) = {Id} et pour n > 3, n # 6, on sait qu’on a la suite exacte 1 —» Z(G,) —» S, — Int(S,) — 1. Mais, on sait
que Z(S,) = {e} (sous-groupe distingué difféerent de A, pour n > 5 et se fait a la main pour n = 3 ou 4), ce qui implique que Int(S,) =
Sp,. On pouvait aussi procéder differemment comme suit, Uapplication S, — Aut(S,) qui a une permutation associe 'automorphisme par
conjugaison par cette permutation est de noyau Z(S,) qui est trivial si bien qu’il est injectif et 'exercice démontre qu'il est surjectif donc
Aut(S,) = G,,.

Dans le cas n = 6, on a toujours de méme Int(Sg) = CS¢ et on a la suite exacte T — Int(Sg) — Aut(Sg) — Aut(Sg)/Int(Sg) — 1.
Reprenant la démonstration et notant J; 'ensemble des produits de k transpositions disjointes, on a qu’un automorphisme extérieur (non
intérieur) envoie 77 sur 13 (car un automorphisme envoie une classe de conjugaison sur une classe de conjugaison et que les J; forment
chacun une classe de conjugaison et s'il envoie 77 sur lui-méme, par 1., 'automorphisme est intérieur) et inversement. Ainsi pour tout ¢, ¥ €
Aut(Sg) \ Int(Sg), on a ¢p o w(I7) = I; ce qui implique par 1. que ¢ oy € Int(Sg) et permet de montrer que Int(Sg) est d'indice 2 dans
Aut(Sg). D'oli #Aut(Se) = 1440.0n en déduit qu'ily a 12 groupes d'indice 6 dans Gg, a savoir Sg(1), . . ., Se(n), p(Se(1)), . . ., (Se(n)) pour
¢ € Aut(Sg) \ Int(Sg). Enfin, on obtient que Aut(Sg) = Int(Sg) > Z/2Z. On a donc la suite exacte courte T — Sg — Aut(Sg) — Z2/2Z — 1
et pour obtenir le résultat (un tel produit semi-direct non trivial est nécessairement unique a isomorphisme prés), il suffit de montrer que
Aut(Sg) \ Int(Sg) contient un élément d’ordre 2. Soit ¢ € Aut(Sg) \ Int(Sg). l'image d’un 5-cycle est un élément d’ordre 5 donc un 5-cycle.
Il existe donc (la classe de conjugaison d’un 5-cycle est 'ensemble des 5-cycles) o € Sg tel que

Int(c') o ¢(12345) = (12345) := c.

Onay = Int(c) o ¢ € Aut(Sg) \ Int(Sg) et w? € Int(Se) (car d'indice 2). Il existe donc a € Cg tel que w? = Int(ar). Comme w2 fixe ¢,
et ¢ commutent donc aca™' = (a(Na(2)a(3)a(4)a(5)) = (12345) et a = c¥ pour un entier . Finalement y° € Aut(Sg) \ Int(Sg) et est
d’ordre 2.

EXERCICE 15. Soit G un groupe simple d’ordre 360.

1. Montrer que G admet dix 3-Sylow.

2. Montrer que G est isomorphe a un sous-groupe de qo. On supposera désormais que G est un sous-groupe de .

3. Soit S un 3-Sylow de G. Montrer que S n’est pas cyclique, et que l'on peut supposer que Ng(S) est le stabilisateur de 10 dans G.
4. Montrer que tout élément non trivial de S ne fixe aucun pointde {1,...,9}.

5. Montrer que 'on peut supposer que S est engendré par les éléments x = (123)(456)(789) et y = (147)(258)(369).

6. Montrer que le stabilisateur P de 1 dans Ng(S) est cyclique d’ordre 4 et est un 2-Sylow de Ng(S). On note z un générateur de P.
7. Montrer qu’on peut supposer que z = (2437)(5698).

8. Soit T un 2-Sylow de G contenant z. Montrer que T = {z, t) avec t d’ordre 2.

33. Ou en utilisant qu’on connait les sous-groupes distingués de S5 et aucun n’est de cardinal 5.
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9. Montrer que l'on peut supposer que ¢t = (1 10)(23)(56)(89).
10. Montrer que G = (x, y, z, t).
11. Que peut-on en conclure pour les groupes simples d’ordre 3607

12. Montrer que PSLy(Fg) = Ue.
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SOLUTION.

1.

On note n3 le nombre de 3-Sylow. On a par les théorémes de Sylow que n3 € {1,4, 10,40}. On ne peut pas avoir n3 = 1 par simplicité et
si n3 = 4, l'action sur I'ensemble des 3-Sylow donne un morphisme injectif G — S4 ce qui est absurde par cardinalité. Montrons alors
que n3 = 40 abouti aussi a une contradiction. Supposons n3 = 40. Alors pour tout 3-Sylow S, Ng(S) est un sous-groupe de G d’indice
40 et est donc de cardinal 9, autrement dit, c’est un 3-Sylow contenant S et Ng(S) = S. Par ailleurs, un groupe de cardinal 9 étant abé-
lien,S = Z(Ng(S)) et le théoréme de transfert de Burnside démontré en bonus assure que G n’est pas simple, ce qui est contradictoire.

De fagon plus élémentaire, si n3 = 40, on voit qu'il existe deux 3-Sylow S et T tels que I = SN T ne soit pas trivialf”|et donc d’ordre 3.
Alors Ng(I) contient S et T (car par exemple pours € Seti e I C S, sis™' = car S estabélien) donc #Ng(I) est un multiple de 9,
distinct de 9 (car il a plus de 9 éléments avec S U T) et divisant 360. Mais #Ng(I) # 18,45 car un groupe d’ordre 18 ou 45 a un unique
3-Sylow d'aprés les théorémes de Sylow. Si #Ng(I) > 72, alors il s'agit d’un sous-groupe de G d'indice < 5 et par simplicité de G et
en faisant agir G sur G/Ng(I), on aurait que G s'injecte dans S, avec n < 5 ce qui est impossible pour des raisons de cardinalité.
Donc #Ng(I) = 36 et Ng(I) admet un unique 2-Sylow P, par conséquent distingué dans Ng(I). Mais Ng(P) contient Ng(I) (car un
élément g de Ng(I) stabilise I et donc ng_1 est un 2-Sylow de Ng(I) égal a P par unicité) et P est contenu comme sous-groupe
d’indice 2 dans un 2-Sylow Q de G (donc distingué dans Q). Ainsi, Q € Ng(P) et #Ng(P) est un multiple de 8 et mutliple de 72 car
contenant Ng(I) et distinct de 360 (par simplicité) donc G a un sous-groupe d’indice 5 ce qui fournit la encore une contradiction par
simplicité. Ainsi, on a bien n3 = 10.

On fait agir par conjugaison sur 'ensemble X des 3-Sylow. Pour voir qu'on arrive dans 2o, on compose par la signature et par cardinalité,
le morphisme ne peut pas étre injectif et donc il est trivial.

On peut aussi partir du morphisme injectif ¢ : G — S et remarquer que @(G) N Ay est distingué non trivial dans le groupe simple
@(G) donc (G) € .

Comme Ng(S) fixe S € X, le groupe Ng(S) s'identifie bien au stabilisateur du point S € X dans G. Il suffit alors de numéroter les
éléments de X avec S en dixiéme position.

Supposons S cyclique. Un générateur de S est alors d'ordre 9 dans Ay donc un 9-cycle. Ainsi Ng(S) est constitué des éléments de g
(car Ng(S) fixe 10) normalisant un 9-cycle. Or, le centralisateur d’'un 9-cycle est précisément le sous-groupe engendré par ce 9-cycle
donc cela assure que le morphisme naturel Ng(S) — Aut(S) qui a g associe s — gsg‘1 est de noyau S et passe au quotient en
un morphisme injectif Ng(S)/S — Aut(S). Or, #Ng(S)/S = 36/9 = 4 et #Aut(S) = ¢(9) = 6 ce qui est absurde. Ainsi S n'est pas
cyclique.

Supposons qu'il existe s € S \ {Id} fixant un point/ € {1,...,9}. Alors s est d’ordre 3 (car S n’est pas cyclique) ets € SN T ol
T est le 3-Sylow de G correspondant au point/ € {1,...,9} et on aboutit & une contradiction comme en 1. En effet, si par exemple
on note {S1,---, S} les Sylow distincts de S. Uhypothése fournit qu'il existe i € {1,...,9} tel que sS;s”' = S;. On a alors que

#Ng(S;) = 36 et S; est donc un 3-Sylow de Ng(S;) distingué donc unique. Mais s € Ng(S;) et d’ordre 3 donc il est dans ['unique
3-Sylow de Ng(Sj), a savoir dans S;.

Les question 3. et 4. assurent que S est engendré par deux éléments x et y de g d’ordre 3 qui commutent et qui ne fixent aucun point
de {1,...,9}. Cela implique que chacun de ces deux éléments sont des produits de trois 3-cycles a supports disjoints. Notons x =
(abc)(def)(ghi)avec{a, b,c,d,e, f,g,h,i} ={1,...,9}. Comme y commute a x, y permute les supports des trois 3-cycles en res-
pectant l'ordre cyclique sur ces supports et aucun 3-cycle de y ne peut avoir le méme support qu'un 3-cycle de x sinon un élément non
trivial de S fixe les trois points de ce support. Autrement dit, on sait que yx y " = (y(a)y(b)y(c))(y(d)y(e)y(F))(y(g)y(h)y(i)) = x
et y(a) € {b, c} (car y(a) # a car on na aucun point fixe) alors si par exemple y(a) = b, y(b) = cet y(c) = aet x~' y fixe a, b, c.
Quitte a échanger (def) et (ghi), on peut donc supposer que y = (adg)(beh)(cfi) et quitte a renuméroter les élémentsde {1, ...,9},
on peut supposer que x = (123)(456)(789) et y = (147)(258)(369).

Par 4., S C Ng(S) agit transitivement sur {1,...,9}, donc #P = 4 (cardinal de l'orbite de l'action de Ng(S) C Uy sur {1,...,9}
transitive) et P est un 2-Sylow de Ng(S) (dont on rappelle qu'il est de cardinal 36). Ainsi Ng(S) = SPcar PN S = {e} et par
cardinalité (en fait comme S < Ng(S),ona Ng(S) = S=P)et P = Ng(S5)/S. On vérifie alors que le centralisateur de S dans g est
un 3-groupe (on montre en utilisant les résultats de I'exercice 1 du TD | que la classe de conjugaison d’un produit de trois 3-cycles dans
Ag et dans Sg sont les mémes et donc le cardinal du centralisateur d’un produit de trois 3-cycles dans g est de 3%, on a alors qu'un
élément du centralisateur de S est dans le centralisateur d'un générateur et est donc d’ordre divisant 3 donc tout élément est d’ordre
une puissance de 3 et par le lemme de Cauchy par exemple cela implique qu’on a un 3-groupe). Ainsi Zg(S) = S ot Zg(S) désigne le
centralisateur de S dans G qui est donc un 3-groupe de G contenant S donc égala S. Ainsi P = Ng(S)/S = Ng(S)/ Z5(S) s'injecte
dans Aut(S) car l'application Ng(S) — Aut(S) donnée par g — [s — gsg~'] est de noyau Zg(S). Or, Aut(S) = GLy(F3). Dans
-1

GLy(F3), on voit facilement que les éléments d’ordre 2 sont ceux conjugués a —I; (I, est d'ordre 1 et (O 7) et ( 0 _31) sont d’'ordre

1 a . . . .
et M, = (O _1) avec a € F3 et on constate que deux matrices M, et M, commutent si, et seulement si, 2 = b. Ainsi GLo(F}) ne

contient triplet d'éléments d’ordre 2 qui commutent deux a deux donc P % (Z/ZZ)2 et nécessairement P est cyclique.

34. Sinon on aurait au moins 1 +8 x40+ 21 + 6 x4 = 366 > 360 car on a au moins neuf 2-Sylow d’ordre 8 (donc 7 éléments non triviaux dans le premier et ensuite le centre
est non trivial et fixe par conjugaison donc cela fournit au moins un autre élément distinct par Sylow) et au moins six 5-Sylow).
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7. Lélément z est dans P donc fixe 1 et 10 donc z € A({2,...,9}) et est d’'ordre 4 donc z est un produit de deux 4-cycles a supports
disjoints et n'a donc en particulier pas d’autre point fixe que 2 et 10. Notons a € {3, ...,9} limage de 2 par z. Puisque z normalise S
et est d'ordre 4, nécessairement a € {4, 7}. En effet, un élément de Ng(S) est déterminé par l'image de 1 (si g1, 82 € Ng(S) envoient
tous deux 1 sur le méme point, g1g2_1 fixe 1 et serait donc dans P d’ordre divisant 3 donc g1 = gz). On écrit explicitement

Ng(S) ={1d, (123)(456)(789), (132)(465)(798), (147)(258)(369), (174)(285)(396),
(159)(267)(348), (186)(294)(375), (195)(276)(384), (168)(249)(357)}

Imaginons que z(2) = 3alors zxz~! = x etalors (z(1)z(2)z(3)) = (123) mais (z(1)z(2)z(3)) = (13z(3)) ce qui est absurde. Si main-
tenant z(2) = 5,alors zxz~" = (159)(267)(348) et (z(1)2(2)z(3)) = (15z(3)) donc z(3) = 9.0n aaussi (z(4)z(5)z(6))(z(7)z(8)z(9)) =
(267)(348). On a z(5) # 2 sinon on a une transposition et z(9) # 3. On peut donc avoir z(5) = 6, auquel cas z(6) = 7 et z(4) = 2
mais on a au moins un 5-cycle. D'ol, z(5) # 6 etsi z(5) = 7, alors z(6) = 2 et z(4) = 6 et on a un cycle de longueur supérieure
a 4. D'ot z(5) € {4,8}. Mais alors si z(5) = 4, z(6) = 8 et z(4) = 3 = z(2) ce qui est exclu et idem si z(5) = 8. On aboutit de
méme a une contradiction lorsque z(2) = 6, 8,9 si bien que a € {4,7}. Imaginons alors que z(2) = 4, cela implique que z(3) = 7
et zx~! = (147)(2(4)2(5)2(6))(2(7)z(8)z(9)) de sorte que (z(4)z(5)z(6))(z(7)z(8)z(9)) = (258)(369). Mais z(4) # 2 et z(7) # 3.
Si z(4) = 5, alors z(5) = 8 et z(6) = 2 et on a un cycle de longueur au moins 5. D'ot z(4) # 5.Si z(4) = 8, alors z(5) = 2 et
z(6) = 5 et de méme on a un cycle de longueur au moins 5. On a alors z(4) € {3,6,9}.Si z(4) = 6, alors z(5) = 9, z(6) = 3 et on
a un cycle trop long. Si z(4) = 9, alors z(5) = 3, z(6) = 6 et on a un point fixe donc nécessairement z(4) = 3, z(5) = 6 et z(6) = 9
et alors nécessairement z(7) = 2 et z(8) = 5 et z(9) = 8 si bien que z = (2437)(5698). Si z(2) = 7, le méme raisonnement fournit
(2734)(5896), autrement dit l'inverse de z qui engendre bien le méme groupe. On peut donc bien supposer que z = (2437)(5698).

8. Comme (z) est d'indice 2 dans T (T = (z) U t(z)), ilexiste t € T telque T = (z, t). Comme G est simple, T ne peut pas étre
cycliquef] Ainsi, ¢ est d’ordre 2 ou 4. Or, t ¢ Ng(S) donc t(10) # 10 et comme Zz fixe 1 et 10, on voit que nécessairement ¢ échange 1
et 10. En effet, puisque (z) < T (car d'indice 2), on a que o = tzt~' doit fixer 1 et en prenant l'image par t(1), on a que o(¢(1)) = t(1)
et de méme o (t(10)) = t(10) mais une permutation de (z) fixe uniquement 1 et 10 et comme ¢t(10) # 10,ona t(10) = Tet t(1) = 1.
Supposons alors t d’ordre 4. Comme ¢ est paire et contient la transposition (1 10) dans sa décomposition, la restrictionde ta {2, ..., 9}
est soit un 4 cycle soit un produit d’'un 4-cycles par une double transposition a supports disjoints. Dans les deux cas, t2 est une double
transposition alors que 2 e (z) et méme par ordre t2 = zZ est un produit de 4 transpositions. On a une contradiction et donc ¢ est
bien d'ordre 4.

9. La question précédente assure que t est un produit de (1 10) et de 3 transpositions a support disjoints et donc tout élément de 7 \ (z)
est d’ordre 2, cela implique (voir la classification des groupes d’ordre 8) que T = D,4. Comme t normalise P = (z) (propriété de Dy),
une étude au cas par cas assure que (quitte & multiplier par une puissance de z, ce qui est bien acceptable) que 'on peut supposer
que t a la forme souhaitée. En effet, t = (1 10)(ab)(cd)(ef) avec {a, b,c,d, e, f} C {2,3,4,5,6,7,8,9}. De plus, ¢t normalise P et
tzt™! est d’ordre 4 donc vaut soit z soit z7'. S'il vaut z, on a que (£(2)¢(4)t(3)t(7)) = (2437) ou (5698). Dans le premier cas, puisque
t fixe au plus 2 points (car produit de 4 transpositions a supports disjoints), on ne peut pas avoir t(2) = 2. Si t(2) = 4, alors t(4) = 3,
t(4) = 7 et t(7) = 2 et on a un 4-cycle, ce qui est absurde (de méme si t(2) = 3 ou 7). On a donc (t(2)t(4)t(3)t(7)) = (5698) et
(¢(5)t(6)t(9)t(8)) = (2437) et si par exemple t(2) = 5, t(4) = 6, t(3) = 9, t(7) = 8 et alors on doit avoir ¢(5) = 2 mais t(6) = 4,
t(9) = 3 et t(8) = 7 et t est un produit de 5 transpositions ce qui est & nouveau absurde. On a donc tzt~' = z~1 si bien que
(t(2)t(4)t(3)t(7)) = (2734) ou (5896). Si t(2) = 2, alors t(4) = 7, t(3) = 3 et t(7) = 4 et (t(5)t(6)t(9)t(8)) = (5896) et t(5) # 5
(sinon on a trop de points fixes) et on peut avoir t(5) = 8, t(6) = 9, t(9) = 6 et t(8) = 5 si bien que t = (1 10)(47)(58)(69) ou
t(5) = 6(si t(5) = 9 on a aussi trop de points fixes), t = (1 10)(47)(56)(89).

Sit(2) = 7,t(4) = 3,t(3) = 4, t(7) = 2 et on a deux possibilités t(5) = 5, t(6) = 8, t(9) = 9 et t(8)
t = (110)(27)(34)(68) ou t(5) =9, t(6) = 6, t(9) = 5et t(8) = 8 de sorte que ¢t = (1 10)(27)(34)(59).

Sit(2) = 3,t(4) = 4, t(3) = 2,t(7) = 7 et on a deux possibilités t(5) = 8, t(6) = 9, t(9) = 6 et t(8) = 5 de sorte que
t = (110)(23)(58)(69) ou t(5) =6, t(6) =5, t(9) = et t(8) = 9 de sorte que ¢t = (1 10)(23)(56)(98).

Sit(2) = 4,t(4) = 2,t(3) = 7, t(7) = 3 et on a deux possibilités t(5) = 5, t(6) = 8, t(9) = 9 et t(8)
t =(110)(24)(37)(68) ou t(5) =9, t(6) = 6, t(9) = 5et t(8) = 8 de sorte que ¢t = (1 10)(24)(37)(59).

On a aussi la possibilité que (t(2)t(4)t(3)t(7)) = (5896) et (t(5)t(6)t(9)t(8)) = (2734).Si t(2) = 5,t(4) = 8,t(3) =9, t(7) = 6
et nécessairement t(5) = 2, t(6) = 7, t(9) = 3 et t(8) = 4 et on a trop de transpositions et de méme dans les autres cas. On a
donc 8 possibilités pour t. Maintenant, si on part de o = (1 10)(23)(56)(98), alors on vérifie que zo, z%o et z3c donne trois autres
t acceptables. De méme, o’ = (1 10)(47)(58)(69), zo, z%0, z3c donne les 4 autres. Par ailleurs, zo’z~! = o et donc on peut bien
supposer que t a la forme souhaitée.

6 de sorte que

6 de sorte que

10. Par construction, {x, y, z, t) C G est un sous-groupe de cardinal > 72 et par simplicité G n'admet aucun sous-groupe strict d'indice
< 5. Cela garantit que nécessairement G = (x, y, z, t).

35. Sinon il existe un élément d’ordre 8 et on fait agir G sur lui-méme par multiplication a gauche fournissant un homomorphisme G — S(G) = Gsg9. En composant avec
la signature, on obtient un morphisme G — Z/2Z qui est surjectif comme on le voit en prenant l'image de notre &lément d’ordre 8. La permutation obtenue se décompose en
produit de #G/8 cycles de la forme (g, xg, X°g, . . ., x"g) de longueur 8 (les orbites étant indexées par un systéme de représentant de G/{x). On obtient que la signature est
donnée par (—1)”(3/8 = —1. Le noyau de ce morphisme est alors d'indice 2 et contredit la simplicité de G. Cela se généralise bien siir a tout 2-Sylow d’un groupe simple (qui ne
peut donc pas étre cyclique).
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Les questions précédentes assurent que tout groupe simple d'ordre 360 est isomorphe au sous-groupe Gp de U9 engendré par les
éléments x, y, z,t € Wqp (ces éléments ne dépendant pas de G). En particulier, cela implique que tous les groupes simples d’ordre

360 sont isomorphes.

M.

12. Ces deux groupes sont simples d’ordre 360 donc on conclut par 11.
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Bonus

On donne ici une notion supplémentaire qui se révele fondamental dans la théorie des groupes finis et pour la classification des groupes
simples finis.

EXERCICE 16 — TRANSFERT DE BURNSIDE. Soit G un groupe fini.

1. Soit H un sous-groupe de G d'indice n. On note xj,...,x, € G un ensemble de représentants de G modulo H. l'action de G sur
G/H induit une action de G sur {1,...,n} et, pourtout g € Geti € {1,...,n},ilexiste h; z.; € H tel que gx; = Xz.;h; g.;. On note
enfinm : H — H/D(H) la projection canonique. Etablir que la formule

n
Vig)=n (1—[ hi,g»i)
i=1
définit un morphisme de groupes G — H/D(H) indépendant du choix des représentants.

2. Avec les notations précédentes, soit A € H. On considére laction de (h) sur X = G/H et on note g1, ..., g des éléments de G
tels que les classes [g;] des g;j dans X forment un ensemble de représentants pour cette action. Pour tout 7 € {1,...,r}, on note n;
Uentier naturel minimal non nul tel que A" - [g;] = [gi]. Montrer que

r
V(h) = x (ﬂ g 'h"e
i=1

3. Soient S un p-Sylow de G et A, b C S des parties stables par conjugaison dans S. Montrer que si A et B sont conjuguées dans G,
alors elles le sont dans Ng(S) (on pourra considérer deux p-Sylow de Ng(A)).

4. Soit S un p-Sylow de G tel que S € Z(Ng(S)). Montrer que le morphisme V : G — S défini en 1. est surjectif. En déduire qu'il existe
un sous-groupe distingué H de G tel que S soit isomorphe a G/H.

5. En déduire que si G est simple non cyclique, alors le cardinal de G est divisible par 12 ou son plus petit facteur premier apprait au
moins au cube dans sa décomposition en facteurs premiers.

SOLUTION.
1. On sait que le groupe H/D(H) est abélien donc l'ordre des produits effectués dans ce groupe est sans importance. Soient g, g’ € G.

On a par définition
n
Vigg)=n (]_[ hi,<gg'>-i) ,
i=1
avec les hj (ggn.; € H définis par
(gg’)x,- = X(gg')~ihi,(gg’)~i
or,(gg’)xi = g(g’x;) si bien que

X(gg')iMigg)i = & (Xgrihig i) = Xg (g g ige - igri-

et hi(gg).i = hgr.ig(g-i)hig -i- Puisque H/D(H) est abélien, on a

Vigg)=mn (n hg’-i,g~(g’»i)) T (1_[ hi,g’-i) =Vg\V(g)
i= i=

du fait que l'application i +— g’-/ est une bijection de {1, ..., n}. Parailleurs, on a clairement V(1) = 1 et V défini bien un morphisme
de groupes.

Montrons maintenant que V est indépendant du choix des x;. La commutativité de H/D(H) assure que V ne change pas méme si l'on
permute les x;. Si maintenant x1’, ..., X}, est un autre systéme de représentants de G modulo H définissant un morphisme V. Alors
quitte a permuter les x/, on peut supposer que x; est équivalent a x; pour tout / € {1,..., n}, autrement dit qu'il existe k; € H tel
que x,.’ = x;k;. Par conséquent, on voit que 'on a

hig.i = k. h,’g,k/‘

et on conclut par commutativité de H/D(H) que

ol ) v

car le produit des k,.; est le méme que celui des k;. On a donc bien indépendance en le choix du systéme de représentants.

Vig)=n
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2. Il est clair qu'un ensemble de représentants de G modulo H est donné par

gihgi,....h" g g .. b gy g h g

Avec ces choix pour les x;, on voit immédiatement que

Vihy=n (ﬁ g,-1h”"g,-) .

i=1
3. Onsuppose qu'il existe g € G tel que B = gAg‘1. Les hypotheéses assurent que l'on a les inclusions
S C Ng(A) et g 'Sg C Ng(A).

or, S et g7' Sg sont deux p-Sylow de Ng(A) donc conjugués dans Ng(A). Autrement dit, il existe h € Ng(A) telque g~'Sg = hSh™!
soit tel que gh € Ng(S). Enfin, on a

(ghAgh)™" = g(hAh g™ = gAg™' = B
car h normalise A, ce qui permet de conclure.

4. Noter que puisque S C Ng(S), 'hypothése S C Z(Ng(S) implique que S est abélien et donc S/D(S) = S. Soit s € S. On a par 2.

que
r
V(s) = (ﬂ g,-“s"fg,-) .
i=1

On posealors A = {g,.‘1 s"igitet B = {s"}.Comme S estabélien, A et B vérifient les hypothéses de 3. donc par 3., il existe y; € N5(S)
tel que g;'s" g; = y;s" y-! pour tout /. O, par hypothése, S € Z(Ng(S)), ce qui assure que

r
g,-_1s”/'g,- = y,~s"/'y,-_1 =s" donc V(s)= ]—[ s" = sZia i = glG:ST,

i=1

Enfin, comme S est un p-Sylow de G, [G : S] est premier au cardinal de S (qui est abélien) ce qui assure que le morphisme S — S
défini par s — slG:51 est un isomorphisme (car injectif par Lagrange puis on conclut a la bijectivité par cardinalité). Ainsi, la restriction
de V a S est un automorphisme de S ce qui assure la surjectivité de V : G — S. Ainsi H = Ker(V) est un sous-groupe normal de G
telque G/H = Svia V.

5. Soit G un groupe non cyclique. On note p le plus petit facteur premier de #G et on suppose que p3 1 #G. Soit S un p-Sylow de G qui
est donc de cardinal p ou p2 donc abélien. L'action par conjugaison induit un morphisme de groupes ¢ : Ng(S)/S — Aut(S) dont la
trivialité équivaut a la condition S € Z(Ng(S)). Or, tous les facteurs premiers du cardinal de Ng(S)/S sont > p alors que Aut(S) est
isomorphe aZ/(p — 1)Z si S est d’ordre p et GLp(Fp) si S est d’ordre p? non cyclique et Z/p(p — 1)Z si S est d’ordre p? cyclique. Les
cardinaux de ces trois groupes sont respectivement p — 1, p(p — 1)%(p + 1), p(p — 1). Par conséquent, dans les trois cas, les facteurs
premiers de ce cardinal sont tous < p + 1. On a alors deux cas: si p > 2, alors p + 1 n'est pas premier et donc le morphisme ¢ est
toujours trivial, soit p = 2 et p + 1 = 3 et ¢ est trivial sauf lorsque p? = 4 et p + 1 = 3 divisent #G. Finalement, ona S C Z(Ng(S))
dans tous les cas sauf si p = 2 et 12 | #G. Ainsi par 4., G admet un sous-groupe distingué non trivial d'indice #S saufsi 12 | #G. Ainsi
on peut en conclure que G n’est pas simple sauf si éventuellement 12 | G ou son plus petit facteur premier apparait au cube dans sa
décomposition en produit de facteurs premiers.

Une application de ce théoréme de transfert couplé a l'exercice 6 permet d’établir qu'aucun groupe d’ordre compris entre 61 et 167 n'est simple.

En effet, les seuls candidats possibles sont les groupes d’ordre 72, 80, 88, 96, 104, 112, 120, 135, 136, 144, 152, 156 et 160 que l'on peut traiter au

cas par cas a l'aide des théorémes de Sylow. Pour aller plus loin, je vous renvoie aussi pour plus de détails a l'exercice 8 du Perrin qui per-

met d’établir Feit-Thompson pour les groupes d’ordre < 2000 (modulo un théoréme de Burnside mentionné plus haut) maisaussiahttp://
christophebertault.fr/documents/articles/Article-Lesgroupesfinissimplesd’ ordreinferieurouegalat
pdf.
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