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Exercice A

Étant donné un anneauA, on rappelle qu’un A-module P estprojectif si pour tout morphisme sur-
jectif de A-modulesM → Q le morphisme (de groupes abéliens)

HomA(P,M) → HomA(P,Q)

qui s’en déduit (par fonctorialité) est encore surjectif ; si et seulement si de toute suite exacte deA-
modules

0 → N −→ M−−−→ Q → 0

on déduit (par fonctorialité) une suite exacte

0 → HomA(P,N) −→ HomA(P,M)−−−→ HomA(P,Q) → 0 ;

si et seulement si toute suite exacte deA-modules

0 → N −→ M−−−→ P → 0

est scindée ; si et seulement siP est facteur direct d’un A-module libre.

1 .a)Montrer qu’unA-module projectifP est plat c’est-à-dire que le foncteurM 7→ P ⊗A M est exact.
b) En déduire que siA est un anneau intègre, toutA-module projectif est sans torsion.

c) En déduire que siA est un anneau principal intègre, unA-module est projectif si et seulement s’il est libre.

2) SoitA un anneau local noethérien etP un A-module de type fini.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

a) P est plat.

b) P est libre.

c) P est projectif.

3) SoitA un anneau noethérien etP un A-module de type fini.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

a) P est plat.

b) Pour tout idéal premierp ∈ Spec(A), Pp est unAp-module libre de type fini.

c) Il existe une famille finieF ⊂ A, telle quef engendre l’unité et pour toutf ∈ F, f−1P est unf−1A-module
libre de type fini.

d) P est unA-module projectif.

4) SoitA un anneau noethérien etX := Spec(A) le schéma affine associé.
a) Montrer que si deux faisceaux localement libresE,F vérifientE ⊗ F ∼= OX , alorsE etF sont de rang1
etF s’identifie au dual

E∗ := HomOX
(E,OX )

deE.
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b) Inversement, vérifier qu’on a un isomorphisme naturel

E ⊗ E∗ ∼= End(E)

et que dans le cas oùE est de rang1, on a de plus

End(E) = O .

Exercice B

Soit
S :=

⊕

i≥0

Si

un anneau gradué. SoientM et M ′ deuxS-modules gradués tel queMi = M ′
i pour i assez grand.

Identifier les faisceaux quasi-coherentsM̃ etM̃ ′ surProj(S).

Exercice C

Montrer que tout faisceau quasi-cohérentF sur un schéma affineX est engendré par ses sections globales
(i.e.la flèche de localisationΓ(X,F) ⊗ O → F est surjective, autrement dit pour tout pointx ∈ X Fx est
engendré commeOx-modules par les tiges de sections globales).

Exercice D

Soit S un schéma. On dira qu’un faisceauA sur S est uneOS -algèbres quasi-choérentesi A est un
faisceau deOS-algèbre quasi-cohérent en tant que faisceau deOS-module.

1) Étant donée uneOS-algèbreA, montrer qu’il existe un uniqueS-schémaf : X → S tel que :
i) Pour tout ouvertU ⊂ S,

f−1(U) ∼= Spec(A(U)) ;

ii) la correspondance précédente est « fonctorielle » enU c’est-à-dire que pour toute inclusion d’ouvertsV ⊂

U ⊂ S l’inclusion naturellef−1(V ) →֒ f−1(V ) est donnée par le morphisme de restrictionA(U) → A(V ).

Le schémaS et la OS-algèbre quasi-cohérenteA étant comme ci-dessus leS-schéma

f : X → S

est usuellement notéSpec(A).

2 .a)Étant donné uneOS-algèbre quasi-cohérenteA montrer que le morphisme

f : X := Spec(A) → S

est affine et qu’on a un isomorphisme naturel

A ∼= f∗OX .

b) Réciproquement, montrer que sif : X → X est une morphisme affine,f∗OX est uneOS-algèbre quasi-
cohérente et on a un isomorphisme naturel

X ∼= Spec(f∗OX) .

Exercice E

Soit X := Spec(A) un schéma affine.
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1) SoitF un faisceau quasi-cohérent surX. Montrer qu’il existe une famille (éventuellement infinie)(Fλ)λ∈Λ

de sous-faisceaux deF vérifiant les trois propriétés suivantes :
i) Pour toutλ ∈ Λ, le faisceauFλ est cohérent.

ii) Pour toute famille finieJ ⊂ Λ, il existeβ ∈ Λ tel queFλ soit un sous-faisceau deFβ pour toutλ ∈ J.

iii) Pour tout ouvert affine principalV = D(f) deX, on a

F(V ) =
⋃

λ∈Λ

Fλ(V ) .

2) SoientU un ouvert non vide deX et j : U → X l’immersion ouverte associée. On considère un
faisceau cohérentG sur U et un recouvrement fini (Ui)i∈I de U par un nombre fini d’ouverts affines
principaux de X.
a) Montrer qu’il existe un sous-faisceau cohérentR dej∗G tel que

R(Ui) = (f∗G)(Ui)

pour touti ∈ I.

b) En déduire que la restriction deR àU est unOU -module isomorphe àG.

Exercice F

Soit X un schéma projectif et géométriquement intègre sur un corpsk. Soit K le corps des fonctions
deX.

1) SoitD un diviseur de Cartier sur X. On suppose qu’il existe deux diviseurs de Cartier effectifsD1, D2

sur X tels queD ≃ D1 et −D ≃ D2.
a) Montrer qu’on peut écrireD = (Ui, fi) où Ui est un recouvrement ouvert deX et fi ∈ K∗, avec la
condition : il existeu, v ∈ K∗ tels que chaquefi vérifie :fi.u ∈ OX(Ui) et f−1

i v ∈ OX(Ui).

b) Montrer queuv est un élément constantλ ∈ k∗.

c) En déduire queD ≃ 0.

2) SoitL un faisceau inversible surX. Montrer que siH0(X,L) etH0(X,L−1) sont tous deux non nuls, alors
L est isomorphe àOX .

3) Soitk une clôture algébrique dek et
X := X ×k k .

On noteπ : X → X la projection. L’image inverseL → π∗L définit une application

θ : Pic(X) → Pic(X) .

Montrer queθ est injective.

Exercice G

Soit f : X → S un morphisme de schémas. On dit qu’unOX-module F est plat en un point x
de X (le morphisme f étant sous-entendu) si sa fibreFx est unOS,f(x)-module plat. Ainsi, dire que le
morphismef est plat enx signifie queOX est plat enx.

1) SoientA un anneau et
0 → M ′ −→ M−−−→ M ′′ → 0

une suite exacte deA-modules. On supposeM ′′ plat. Montrer queM ′ est plat si et seulement siM est plat.

2) On suppose dans toute la suite queA est un anneau local noethérien et queF est un faisceau cohérent
sur

X := P
n
A = Proj(A[T0, ..., Tn]),
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avecF plat (pour le morphisme X → Spec(A).)
a) SoitU le recouvrement ouvert deX donné par les ouverts standardD+(T0),...,D+(Tn). Montrer que pour
tout i ≥ 0 et toutm ∈ Z, le termeCi(U ,F(m)) du complexe děCech de

F(m) = F ⊗O(m)

est unA-module plat.

b) Montrer qu’il existem0 ∈ N tel que pour tout entierm ≥ m0, la suite

0 → H0(U ,F(m)) → C0(U ,F(m)) → C1(U ,F(m)) → . . . → Cn(U ,F(m)) → 0

soit exacte.

c) En déduire queH0(X,F(m)) est unA-module libre de type fini pourm ≥ m0.

Exercice H

Soit X un espace topologique. On considère un ferméZ de X et un faisceau de groupes abéliensF
sur X. On note ΓZ(X,F) le sous-groupe deΓ(X,F) constitué des sections globaless à support dansZ,
c’est-à-dire telles que la fibresx soit nulle pour tout x /∈ Z.

1) Montrer que siV est un ouvert deX contenantZ, alors la restriction

ΓZ(X,F) → ΓZ(V,F)

est un isomorphisme.

2) On suppose maintenant queX est un schéma affine etZ un fermé deX tel que l’ouvert U = X − Z
soit affine. SoitF un faisceau quasi-cohérent surX, on considère une résolution injective

0 → F → I0 → I1 → I2 → . . .

deF dans la catégorie desOX-modules.
a) Montrer que les suites

Γ(X, I0) → Γ(X, I1) → Γ(X, I2) → . . .

et
Γ(U, I0) → Γ(U, I1) → Γ(U, I2) → . . .

sont exactes.

b) Montrer que pour toutj ≥ 0, la restrictionΓ(X, Ij) → Γ(U, Ij) est surjective.

c) On noteH i
Z(X,F) (i ≥ 0) les foncteurs dérivés du foncteurΓZ(X, .) (dans la catégorie desOX -modules).

Montrer que sii ≥ 2, alors on a
H i

Z(X,F) = 0 .

3) Soit X un schéma affine etZ un fermé deX tel qu’il existe un ouvert affineV ⊃ Z avecV − Z affine.
Montrer queH i

Z(X,F) = 0.
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