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Exercice A

Etant donné un anneauA, on rappelle qu'un A-module P estprojectif si pour tout morphisme sur-
jectif de A-modulesM — @ le morphisme (de groupes abéliens)

Hom (P, M) — Hom(P,Q)

qui s’en déduit (par fonctorialité) est encore surjectif; s et seulement si de toute suite exacte dd-
modules
0 - N — M—Q — 0

on déduit (par fonctorialité) une suite exacte
0 — Homy(P,N) — Homa(P,M)—— Homu(P,Q) — 0;
si et seulement si toute suite exacte dé-modules
0O —- N — M——P — 0

est scindée ; si et seulement gt est facteur direct d’'un A-module libre.
1 .a) Montrer qu’unA-module projectifP est plat c’est-a-dire que le fonctelf — P ®4 M est exact.
b) En déduire que sil est un anneau intégre, tadtmodule projectif est sans torsion.

¢) En déduire que sil est un anneau principal inteégre, damodule est projectif si et seulement s'il est libre.

2) Soit A un anneau local noethérien et”? un A-module de type fini.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

a) P est plat.

b) P estlibre.

c) P est projectif.
3) Soit A un anneau noethérien etP un A-module de type fini.

Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
a) P estplat.

b) Pour tout idéal premigr € Spec(A), P, est und,-module libre de type fini.

c) Il existe une famille finid C A, telle quef engendre I'unité et pour toyt € F, f~1 P estunf—! A-module
libre de type fini.

d) P estunA-module projectif.

4) Soit A un anneau noethérien etX := Spec(A) le schéma affine associé.
a) Montrer que si deux faisceaux localement libigest vérifient E @ FF = Ox, alorsE et F' sont de rang
et I s'identifie au dual

E* = Homy (E,Ox)

deFE.



b) Inversement, vérifier gu’on a un isomorphisme naturel
E® E* = End(E)
et que dans le cas dil est de rang, on a de plus

End(E) = O.

Exercice B
Soit

S = PS5

120
un anneau gradué. Soient\/ et M’ deux S-modules gradués tel quel/; = M/ pour i assez grand.
Identifier les faisceaux quasi-cohereftset M’ surProj(S).

Exercice C

Montrer que tout faisceau quasi-cohérgnsur un schéma affin& est engendré par ses sections globales
(i.ela fleche de localisatioi (X, F) ® O — F est surjective, autrement dit pour tout pointe X F, est
engendré commeé,-modules par les tiges de sections globales).

Exercice D

Soit S un schéma. On dira qu’un faisceauA sur S est uneOg-algébres quasi-choérentsi A4 est un
faisceau deOg-algébre quasi-cohérent en tant que faisceau d@g-module.

1) Etant donée un@g-algébre.A, montrer qu'il existe un uniqué-schémaf : X — Stel que:
i) Pour tout ouverU C S,
F7HU) = Spec(A()) ;

ii) la correspondance précédente est « fonctorielle & eest-a-dire que pour toute inclusion d’ouveWsc
U C Slinclusion naturellef ~1(V) — f~1(V) est donnée par le morphisme de restrictibf/) — A(V).

Le schémas et la Og-algébre quasi-cohérented étant comme ci-dessus I&-schéma
f: X —S

est usuellement not&pec(A).
2 .a)Etant donné un&g-algébre quasi-cohérenté montrer que le morphisme

f X = Spec(A) — S
est affine et qu’on a un isomorphisme naturel
A= f.O0x.

b) Réciproquement, montrer quefi: X — X est une morphisme affing,Ox est uneDg-algebre quasi-
cohérente et on a un isomorphisme naturel

X = Spec(fOx) .

Exercice E

Soit X := Spec(A) un schéma affine.



1) Soit F un faisceau quasi-cohérent skir Montrer qu'il existe une famille (éventuellement infinigh) ) xca
de sous-faisceaux dg vérifiant les trois propriétés suivantes :
i) Pourtout) € A, le faisceauF) est cohérent.

ii) Pour toute famille finieJ C A, il existe 5 € A tel queF), soit un sous-faisceau d€; pour tout) € J.
iif) Pour tout ouvert affine principal’ = D(f) de X, on a

FV) = [JAaW).
AEA

2) SoientU un ouvert non vide de X etj : U — X limmersion ouverte associée. On considére un
faisceau cohérentG sur U et un recouvrement fini (U;);c; de U par un nombre fini d’ouverts affines
principaux de X.

a) Montrer qu'il existe un sous-faisceau cohér@te ;.G tel que

RU;) = (f:9)(Us)

pour tout; € 1.

b) En déduire que la restriction de@ aU est unOy-module isomorphe §.

Exercice F

Soit X un schéma projectif et géométriquement intégre sur un corpg. Soit K le corps des fonctions
de X.

1) Soit D un diviseur de Cartier sur X. On suppose gu'il existe deux diviseurs de Cartier effectifd;, Do
sur X tels queD ~ D; et —D ~ Ds.

a) Montrer qu'on peut écrirdd = (U;, f;) ou U; est un recouvrement ouvert dé et f; € K*, avec la
condition : il existeu, v € K* tels que chaqué¢; vérifie : f;.u € Ox (U;) etfi‘lv € Ox(U;).

b) Montrer queuwv est un élément constaite k*.

¢) En déduire qued ~ 0.

2) Soit £ un faisceau inversible sux. Montrer que siH’(X, £) et H°(X, £~1) sont tous deux non nuls, alors
L estisomorphe &x.

3) Soit k& une cloture algébrique deet B
7 = X X k.

Onnoter : X — X laprojection. Limage invers€ — 7* £ définit une application
6 : Pic(X) — Pic(X).

Montrer quef est injective.

Exercice G

Soit f : X — S un morphisme de schémas. On dit qu'unOx-module F est plat en un point x
de X (le morphisme f étant sous-entendu) si sa fibrer, est un Og 4(,,)-module plat. Ainsi, dire que le
morphisme f est plat enx signifie queOx est plat enzx.

1) SoientA un anneau et
0 —- M — M—M' — 0

une suite exacte dé-modules. On supposk” plat. Montrer quel/’ est plat si et seulement &i est plat.

2) On suppose dans toute la suite qud est un anneau local noethérien et qué est un faisceau cohérent
sur
X := P4 = Proj(A[Tv,...,Ty]),
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avecF plat (pour le morphisme X — Spec(A).)
a) SoitU le recouvrement ouvert d& donné par les ouverts standad (7p),...,D+(7},). Montrer que pour
touti > 0 et toutm € Z, le termeC* (U, F(m)) du complexe d€ech de

F(m) = FO(m)

est unA-module plat.

b) Montrer qu'il existemg € N tel que pour tout entietn > my, la suite
0 — H'U,F(m)) — C'WU,F(m)) — C'U,F(m)) — ... — C"U,F(m)) — 0

soit exacte.

c) Endéduire quéi®(X, F(m)) est unA-module libre de type fini poun > my.

Exercice H

Soit X un espace topologique. On considere un fermg& de X et un faisceau de groupes abélieng
sur X. On note I'z(X, F) le sous-groupe dd'(X, F) constitué des sections globalesa support dans?,
c’est-a-dire telles que la fibres, soit nulle pour tout = ¢ Z.

1) Montrer que sV est un ouvert d&X contenantZ, alors la restriction
I'z(X,F) — I'z(V,F)

est un isomorphisme.

2) On suppose maintenant queX est un schéma affine eZ un fermé de X tel que l'ouvert U = X — 7
soit affine. SoitF un faisceau quasi-cohérent sutX, on considére une résolution injective

0> F —-1° =71 512> ..

de F dans la catégorie deg)x-modules.
a) Montrer que les suites
X, 1% - (X, 1) - (X, 1? — ...

et
1% — U, 1" — T(U,I%) — ...

sont exactes.
b) Montrer que pour touf > 0, la restriction'(X, I7) — T'(U, I7) est surjective.

c) OnnoteHY (X, F) (i > 0) les foncteurs dérivés du foncteDy (X, .) (dans la catégorie de€8y-modules).
Montrer que si > 2, alors on a ‘
HL(X,F) = 0.

3) Soit X un schéma affine & un fermé deX tel qu'il existe un ouvert affind” > Z avecV — Z affine.
Montrer queH (X, F) = 0.



