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Extension du phénomeéne de brisure spontanée de symeétrie
de Bost-Connes au cas des corps globaux quelconques

David Harari et Eric Leichtnam

Introduction

Dans [2], Bost et Connes ont associé au corps Q des nombres rationnels un systeéme
dynamique remarquable (Cq,0:) ol o, est un groupe & un parametre (¢ € R)
d’automorphismes d’une certaine C*-algebre de Hecke Cq. Le groupe de Galois
Gal(Q®°!/Q) de I'extension cyclotomique maximale de Q est un groupe de symétrie
de ce systeme dynamique: il agit naturellement sur Cq en commutant avec oy pour
tout t € R.

Comme pour tout systéme dynamique de ce type, les états d’équilibre possibles
a la température %(> 0) forment un ensemble convexe compact et sont caractérisés
par la condition dite KM S3. Bost et Connes ont montré qu’en 3 = 1 se produisait
le phénomene suivant dit de brisure spontanée de symétrie: pour chaque g8 €]0, 1],
le systeme (Cgq, 0¢) possede un unique état K M.Ss. Par contre, pour chaque 5 > 1,
I'ensemble des états KM Sg extremaux de (Cq, o) est paramétré bijectivement par
Gal(Q%°!/Q). En outre le systéme dynamique (Cq, 0¢) est relié a la répartition des
nombres premiers et admet la fonction zéta de Riemann 5 — ¢(3) comme fonction
de partition. Les travaux de Julia ([11]) et de Spector ([21]) suggéraient déja qu'un
tel phénomene de mécanique statistique quantique devait se produire en théorie
des nombres, reflétant ainsi des propriétés de la fonction zéta.

L’objet de cet article est de généraliser ce résultat en remplacant Q par un corps
global arbitraire K. En utilisant un anneau de Dedekind principal O admettant
K pour corps des fractions, nous construisons divers systemes dynamiques notés
(Ck, o), (CH,0,). A Taide de la théorie du corps de classes nous interpretons les
groupes de symétrie correspondants comme des groupes de Galois associés a K. La
fonction de partition § +— (o (8) de (Ck,0:) est obtenue en enlevant un nombre
fini de termes locaux au produit eulérien de la fonction zéta de K. Dans le cas ou
K est un corps de nombres, le systéme dynamique (Ck, o) est relié a la répartition
des normes des idéaux premiers de I’anneau des entiers O
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Notations

Dans toute la suite, on fixe un corps global K (c¢’est-a-dire un corps de nombres ou
une extension finie séparable de F(T"), ot F; est le corps fini & g éléments). On peut
trouver un anneau de Dedekind R admettant K pour corps des fractions et le groupe
des classes d’idéaux Z de R est fini ([5], paragraphe 17 page 71). Considérons alors
un ensemble fini F' d’idéaux premiers de R dont les classes modulo le sous-groupe
des idéaux (fractionnaires) principaux engendrent Z. Soit J € F, comme il existe
un entier positif k tel que J* soit un idéal principal, on vérifie que .J rencontre
R\ UpecpeP ou F¢ désigne le complémentaire de F' dans ’ensemble des idéaux
premiers de R. Le localisé O de I'anneau R suivant la partie multiplicative R \
Upecre P définit alors un anneau principal admettant K comme corps des fractions
et dont l'ensemble des idéaux premiers est { PO/ P € F¢}. Dans la suite nous
fixons un tel anneau principal O (ce choix n’est pas canonique).

A tout idéal premier de O correspond une place non archimédienne v de K,
on note K, le complété de K pour la place v et O, 'anneau des entiers de K,.
On notera Q¢ 'ensemble des places de K associées aux idéaux premiers de O et
Qg l'ensemble de toutes les places de K. Notons qu’il existe au moins une place
de K qui n’est pas dans Qo: c’est clair si K est un corps de nombres puisqu’il a
des places archimédiennes. Si K est de caractéristique non nulle, c’est le corps des
fonctions d’une courbe projective lisse sur F, et les seuls éléments de K entiers
en toutes ses places sont les fonctions régulieres en tout point géométrique de la
courbe, c’est-a-dire les constantes; or O contient strictement F,.

Le théoreme d’approximation forte ([5], paragraphe 15, page 67) permet alors
d’en déduire I'isomorphisme K/QO ~ EB/uer K,/O, qui nous sera tres utile.

Notons A I'anneau des O-adeles de K, c’est-a-dire le produit topologique res-
treint (vis & vis des O,) des K, pour v € Qp. Soit R = Hveﬂo O, lanneau
compact maximal de A. On note A* le groupe multiplicatif des O-ideles de K et
W = H’UEQO O le sous-groupe de A* des O-ideles unitaires. Le groupe A* étant
muni de la topologie produit restreint (vis & vis des O), il induit sur W la topologie
produit usuelle, qui en fait un groupe compact. Comme K/O = ®’UEQO K,/O,,
Papplication * — ux est un automorphisme du groupe additif K/O pour tout u
de W.

On fixe un systeme P = {P1,..., Py,,... } d’éléments irréductibles de O; on
note K} C K* Pensemble des [], P/ ol (o) est une famille presque nulle d’élé-
ments de Z, puis OF C O l'ensemble des [], P ol (a;) est une famille presque
nulle d’éléments de N. Comme O est principal, on a I'isomorphisme fondamental
A* ~ K7 xW. Tout élément de O s’écrit de maniere unique comme le produit d’'un
élément inversible u € O* et d'un élément de OF . De plus le théoreme de Bézout
est vérifié dans O: si le plus grand commun diviseur (r, s) de deux éléments r et s
de O est 1 (i.e. aucun élément de P n’est diviseur commun de r et s), alors I'idéal
de O engendré par r et s est O. Quand P € P, on notera parfois Op pour O,, ou
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v est la place de K associée a P.

On dispose de la fonction zéta (o de 'anneau de Dedekind O définie pour tout
B > 1 par Co(B) = Y. N(Z)"? (ou T parcourt I'ensemble des idéaux de O et
N(Z) désigne la norme de 7). On a aussi (p(8) = ZTEQ: N(r)=", ou N(r) =
Card(O/rO) est la norme de 'idéal de O engendré par r.

Notons que dans le cas O = F,[T] et K = F,(T), on peut prendre pour P
I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires. Dans ce cas O est I'ensemble
des polynoémes unitaires et (o est la fonction zéta de la droite affine sur F (cf. [8],
pages 449-450). Dans le cas O = Z et K = Q, on peut prendre pour P ’ensemble
des nombres premiers. On a alors K7 = Q% et O} = N*, la fonction (o étant la
fonction zéta de Riemann usuelle. Si K est un corps de nombres quelconque dont
on note 'anneau des entiers Ok, alors on vérifie aisément qu’on obtient la fonction
(o de notre anneau principal O en retirant un nombre fini de termes locaux au
produit eulérien de (o, :

1

)= JI —— ®=1]]

-
ppremier de O 1 N(p)? PeP 1 N(P)#

1

En outre, on notera Clg le groupe des classes d’idéaux de K et Cl} le groupe
des classes d’idéaux étendu de K (][9], page 203). On désigne également par Uk le
groupe multiplicatif des unités de K et U} le sous-groupe des unités totalement
positives (c’est-a-dire dont 'image par tout plongement réel de K est > 0).

Pour tout corps k, on désigne par k une cloture algébrique de k.

On considere maintenant les deux sous-groupes matriciels PI"g et Pg :

P}—{(é Z),beK,aeKjr}
Pg—{(l i),cé@}.

On vérifie que Pg est un sous-groupe presque normal de PI"(’, c’est-a-dire que chaque
orbite de PJ agissant & gauche sur P /PJ est finie. On note alors H(P; PY)
Palgébre de Hecke (de convolution) des fonctions & support fini sur ensemble des
doubles classes de P\ Pt /PJ. Pour f, f' € H(Pit; PJ), le produit dans cette
algebre est donné par:

VyePE, fxf'(n= >, fni)f(n) (1)
11 EPF\PiE

ol f et f’ sont considérées comme des fonctions Pg -bi-invariantes sur P; a support
fini sur P\ Pi/PJ. En posant f*(v) = f(v~1) pour tout v de Pj \ Pj/Pg, on
munit H(P;; P3) d'une structure d’algebre involutive.
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Notons BI?(PJ \ P;t) l'algebre des opérateurs bornés sur I'espace de Hilbert
12 (Pg \ Pit) formé des familles de carré sommables de nombres complexes indexées
par Pg \ Pg. Nous considérons la représentation (involutive) réguliere gauche A :
H(P;; Pg) — BlQ(Pg \ P;%) o, pour chaque f € H(P;; Pg), A(f) est donné par:

VEe P(PE\PE), YyePE, MA) = > flm D).
11 EPS\PE

La fermeture en norme de 'image de A définit la C*-algebre de Hecke suivante:
Cx = (P Pg) = MH(Py; Pg)).-

Pour définir le groupe a un parametre (o¢)ter d’automorphismes de la C*-algebre
Ck, nous devons introduire deux autres notations. Puisque chaque Pg -orbite de
I'action sur PE / Pg est finie, nous pouvons poser, pour chaque y € PI"(’:

L(v)=cardinal de 'image de Pj~vP} dans P;/PJ}
R(v)=cardinal de l'image de P3P} dans P} \ Pt

Les fonctions L et R sont Pg -biinvariantes sur PI"g . Chaque v € P;(' est de la
forme:

Y= <é a/ba’) ,avec b € K, (a,a’) € OF x OF et pged(a,a’) =1

et on a L(y) = Card(O/ad’O) et R(y) = Card(O/a®). Nous pouvons alors définir
(0t)ter comme 'unique groupe & un parametre d’automorphismes de Ck tel que:

VfeH(PEPE), Yye Pt oulf)(v) = (L(Y)/RM))"F(). (2)

Le groupe (o0¢):er évalue dans quelle mesure Pg n’est pas un sous-groupe normal
de P;f (en général L(v) et R(7) sont distincts).

Rappelons (voir [4] ou [7]) que pour tout S > 0, un état ¢ sur Ck vérifie la
condition KM Sz relativement au flot (o) si pour tous x,y € Ck, il existe une
fonction z — Fj 4(z) continue bornée sur la bande fermée 0 < Imz < 8 du plan
complexe, holomorphe sur la bande ouverte, telle que:

VEeR, Fuy(t) = p(xo(y)) et Fry(t +if) = p(oi(y)z).

Un tel état représente un état d’équilibre du systéeme dynamique (Ck, o) a la
température 1/0.

Nous pouvons maintenant énoncer le premier résultat de cet article, qui générali-
se le résultat principal de [2] au cas d’un corps global K quelconque:
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Théoréme 0.1.

1. Le groupe compact W = Hver O} agit sur Cx (via un morphisme u — 0,

de W dans Aut(Ck)) de sorte que, pour tout (u,t) € WxR, 0,00, = 0400,

2. Pour 0 < 8 < 1, le systéme dynamique (Crk,o0:) admet un et un seul état
KMSg3. Cet état est W-invariant et factoriel de type III.

3. Pour B > 1, le groupe W paramétrise bijectivement [’ensemble des états

KMSp extremaux (donc factoriels) de (Ck,o04). Ces états sont tous de

type I .
Commentaire

Dans 2, la température 1/8 > 1 est suffisamment grande pour provoquer un
désordre tel que (Ck,o:) n’admette qu'un seul état d’équilibre . Pour chaque
u € W, ¢of, vérifie aussi la condition KM Sg, donc ¢ o 8, = ¢. L’état ¢ est ext-
remal, donc factoriel (voir [4]). Le type II1 traduit la non convergence du produit
eulérien de (pn(0).

Dans 3, la température 1/ < 1 est suffisamment faible pour permettre &
(Ck,o0¢) d’admettre une infinité d’états d’équilibre possibles p,,u € W. Aucun
de ces ¢, n’est W-invariant, le choix d’un tel ¢, “brise” donc la symétrie. Ainsi il
se produit en 1/ = 1 un phénomene de transition de phase avec brisure spontanée
de symétrie. Ceci vient du fait que 'immersion diagonale K — A introduit une
interaction dans (Ck, oy).

Dans le paragraphe 6, nous décrirons (via la théorie de Lubin-Tate, [14]) chaque
composante locale O} comme un groupe de Galois “concret”. Puis nous interpreter-
ons W = H’uer O} comme un groupe de Galois “abstrait”. Dans le cas O = Z,
le groupe W s’identifie & Gal(QY!/Q), oit Q¥ est le corps obtenu en rajoutant
a Q toutes les racines de 'unité (c’est aussi 'extension abélienne maximale de Q
d’apres le théoréme de Kronecker-Weber, [5] page 174).

Par contre dans le cas d’un corps de nombres K autre que Q, on dispose seule-
ment d’un morphisme de groupes § : W — Gal(K?"/K) & valeurs dans le groupe
de Galois G de l'extension abélienne maximale de K. Ce morphisme § n’est en
général pas injectif (ni méme surjectif). On ne peut donc pas interpréter W comme
un groupe de Galois “concret”. Toutefois, la preuve du théoréeme 0.1 permet de
construire (entre autres choses) un systéme dynamique intéressant (Ck*$ o) sur
lequel le groupe “concret” W/ ker § ~ §(W) agit. Plus précisément, on a le théoreme
suivant, dont les points 1 et 2 s’appliquent a n’importe quel corps global:

Théoréme 0.2. Soit H un sous-groupe compact de W. Alors, le groupe W/H
agit sur la C*-algebre CH = C* (P;, P(;F)H des points fixes de H et commute avec
(0¢)ter- De plus:
1. Pour tout B €]0,1], il existe un et un seul état KM Sg de (CH, a;). Un tel
état est factoriel de type III et W/ H -invariant.
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2. Pour tout 8 > 1, le groupe W/H paramétrise bijectivement l’ensemble des
états KM S extremauz de (CH, o).

3. Supposons que K soit un corps de nombres de groupe de Galois abélien G
admettant r1 places réelles. Pour H = ker 8, le groupe W/ ker § s’identifie au
sous-groupe §(W) de G. Si de plus Uanneau des entiers de K est principal
(égal & O), alors G/3(W) est un 2-groupe fini d’ordre 2" [Ux : Uj]7!,
isomorphe a Clj;.

Remarque. Si K est un corps totalement imaginaire (r; = 0) dont anneau
des entiers Ok est principal (par exemple K = Q(7)), la fleche § est surjective.
Si de plus K est quadratique sur Q, on verra que le noyau de § est exactement
I’ensemble des éléments inversibles Ui de Ok . Notons que la fleche § est surjective
pour certains corps de nombres admettant des places réelles: par exemple K = Q
ou K = Q(v/2) (cf. paragraphe 8).

Dans le cas d’'un corps de fonctions K, la situation est différente: kers est
toujours trivial de sorte que le groupe W s’identifie & un sous-groupe J du groupe de
Galois abélien modifié G de K (pour la définition de G, cf. [24] ou [16] page 135). Plus
précisément J est I’ensemble des éléments de G agissant trivialement sur I’extension
abélienne maximale (notée £) de K non ramifiée aux places de Qp. Comme £
contient toutes les extensions finies du corps des constantes F,, chaque puissance
entiere du Frobenius appartient & G/J = Gal(L/K) qui est donc infini (noter la
différence avec le point 3 du théoréme 0.2).

Dans le paragraphe 6, nous interpreterons J comme groupe de symétrie de
(Ck, o) et nous reformulerons en conséquence le théoreme 0.1

Si par exemple K = F,(T) est le corps des fonctions de la droite projective sur
F,, on peut prendre O = F,[T]. Une extension abélienne finie L de K correspond
& une courbe X sur F, qui est un revétement de la droite affine A' et dont le corps
des fonctions est L. La condition que L soit non ramifiée au-dessus de F,[T] signifie
qu’au-dessus de chaque F_q—point de Al, il y a exactement d F_q-points distincts de
X, ol d est le degré de lextension L/K. De tels revétements abéliens peuvent
s’obtenir par la théorie d’Artin-Schreier (cf. [16]).

Plus généralement, si X est une courbe algébrique projective et lisse de genre
g sur Fy, on peut prendre pour K le corps des fonctions de X. L’anneau principal
O s’interpréte comme anneau des fonctions régulieres sur X \ F, ou F est un
ensemble fini convenable de points de X. Si le groupe J(F;) des Fg-points de la
jacobienne de X est non trivial, alors F' ne pourra pas étre réduit & un point. En
effet, le groupe (fini) des classes d’idéaux de K est isomorphe & Pic’X (le groupe
des diviseurs de degré zéro sur X, a équivalence rationnelle preés) qui lui-méme
s’identifie & J(Fy). Quand X est une courbe elliptique (donc égale & sa jacobienne)
n’ayant pas d’autre point sur F, que le point & 'infini, on peut prendre pour O
lanneau des fonctions régulieres sur la courbe X’ = X \ {oo}. Un exemple concret
d’une telle courbe affine X’ est celle d’équation 3% +y = 22 + x + 1 sur Fy.
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La structure de la preuve du théoreme 0.1 est essentiellement celle de [2]. La
différence notable avec [2] est qu'on ne peut plus utiliser les racines de 'unité
pour construire les états KM Sz pour 8 > 1. A la place des racines de l'unité,
nous utiliserons pour chaque place v € Qp un caractere x, : K,/O, — U (dit
admissible) non trivial sur 7,10,/O,, ou T, est une uniformisante de O,. Le
caractere de K/O = @,cq, défini par x = [[,cq, Xv jouera un role crucial.
La preuve du troisieme point du théoreme 0.1 est organisée comme suit: dans le
paragraphe 5, nous construisons pour chaque v € W une représentation 7, : Cx —
BI?(0%). Cette construction utilise la présentation de H(Pyt; Pj) donnée dans le
paragraphe 3 et le caractere x mentionné plus haut. Pour chaque 8 > 1 et u € W,
on obtient un état K M Sz pour (Ck,o0¢), que 'on note g, de la forme:

Ve e Cx  ppu(z) = tr(7y (z)ePH).

1
Co(B)
Popérateur H étant donné dans le paragraphe 1. L’analyse de la représentation
GNS de ¢g,,, montre que g, est un état factoriel de type I, donc ¢g, est un
état KM S3 extremal. Le fait que ¢g, “soit de type I.” permet alors de déduire
Iinjectivité de (u — @g,,) de Uinjectivité de l'application de W dans K/O : u —
(v = x(wy)). Pour montrer que n’importe quel état KMSg (8 > 1) extremal v
est de la forme g ,, on proceéde comme dans [2]. On consideére 'action de W sur
Ck :u— 0, € Aut(Cg) définie dans le paragraphe 4. On note du la mesure de
Haar normalisée du groupe compact W; on dispose alors des deux états KM Sg

suivants:
/d}oeudu et/ ©8,udu.
w w

Ces deux états sont invariants par W et sont donc entierement déterminés par
leur restriction a l'algebre C}Y des points fixes. Or (O}, o) s’identifie au systeme
dynamique (C*(0O% ), 0;) considéré dans le paragraphe 1 qui possede un et un seul
état KM Sg, noté pg. On a donc:

/W Yo b,du = /W ©g,udu = g o (/W Hu)

or un résultat général assure qu'un état KM Sg se décompose de maniere unique
comme superposition d’états KM Sg extremaux. On en déduit qu’il existe u € W
tel que ¥ = ¢g,, ce qui prouve le point 3 du théoreme 0.1.

L’idée de la preuve de l'unicité de I’état KM Ss (noté ¢) de (Ck,o¢) est la
suivante. Pour chaque caractere continu x.,, du groupe abélien compact W, on

pose:
Ckxm = {2 € Cr;Vu € W, 0u(2) = xm(u)z}.

La restriction de ¢ & Ck 1 ~ C*(O% ) est déterminée de maniere unique d’apres la
proposition 1.2. Si x,,m # 1, la restriction de ¥ a Ck y,, est identiquement nulle.
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Le point crucial est que la non-convergence pour 0 < 8 < 1 du produit eulérien de
Co(3) entraine qu'un certain automorphisme d'une algebre réduite C*(O% )p, est

extérieur (cf. la these de Connes, [6]).

L’article est composé des neuf paragraphes suivants:

0. Introduction . ... 205
1. Le C*-systeme dynamique (C*(O%,0¢)) «oooovviiiiiiiiiiii, 212
2. Produits d’arbres et algebres de Hecke ......... .. ... oo 214
3. Présentation de la C*-algebre Cx = C; (P, PY) ..ot 216
4. Action de W sur O . vvvveii i e e 216
5. Représentations de C et états KM Sg de (Ck,04) pour §>1..... 219
6. Interprétation des états K M Sj extremaux dans la théorie du corps

de Classes . ..o 226
7. Existence et unicité de I'état KM Sg de (Ck,04) pour 0 < 8 <1.... 230
8. Preuve du théoreme 0.2 et application aux corps de nombres........ 238
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1. Le C*-systeme dynamique (C*(O%),0¢)

Rappelons qu’on a fixé un systeme P = {Py, P, ...} d’éléments irréductibles de
Panneau principal O. Nous suivons de pres le paragraphe 2 de [2] “en remplagant”
N* par O = {[[pcp P*", ap € N, (ap) presque nulle}.

Notons (er)reo: la base orthonormée hilbertienne canonique de I?(0%). On
note H l'opérateur non borné sur 12(O0% ) défini par He, = log N(r)e,, ou N(r) =
Card(O/rQO) désigne la norme de I'idéal engendré par r € 0% . On définit I’évolution
temporelle par:

vVt € R, Vr e BI2(O%), ou(x)=eHpe ", (3)
Si r € O%, on note yu, lisométrie définie par pu,(e5) = &5 pour tout s de OF.

On a g p, = Id mais p,p; # Id. Pour chaque P € P, I’élément up engendre une
C*-algebre nucléaire 7p isomorphe a la C*-algebre de Toeplitz. Soit (F}) en une
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suite croissante de parties de P telle que P = Uj Fj. Alors la C*-algebre limite
inductive des peF, TP est définie sans ambiguité et sera notée ) pep TP-

Comme dans [2] page 418, la principalité de O permet de prouver la proposition
suivante:

Proposition 1.1. Soit C*(O%) la C*-algébre de BI*(O%) engendrée par les i,
re 0.
1. La C*-algébre C* (Oi) coincide avec Rpep 7P
2. Légalité oy(z) = e xe="H  pour tout (z,t) de C*(O%) x R, définit un
groupe & un parameétre d’automorphismes de C*(O%) tel que:

VtGR, o = ®O’t7p, O'typ(lLLp):N(P)itup.
PeP

Le systéme dynamique () PepP Tp,0t) est évidemment sans interaction et ne
présentera donc pas de phénomene de brisure spontanée de symétrie. Plus précisé-
ment, on a la proposition suivante, qui se démontre également comme dans [2]:

Proposition 1.2.

L. Pour tout 8 > 0, il existe un unique état KM Sg sur (C*(O%),0,). C’est le
produit tensoriel infini:

w5 = Q) wsr

PeP

ol g, p est Vunique état KMSg de (Tp, 0y, p). La représentation GN S 73
de (C*(O%),pp) est injective et pg se prolonge en un état normal fidéle
du bicommutant 7 (C*(O2)). La liste des valeurs propres de chaque ¢g p
(P €P) est:

{1 = N(P)P)N(P) " neN}.

2. Pour tout 3 > 1, l’état @p est de type I et pour tout x € C*(O%), on a:
pp(z) = go;(mtf(m@*m{)'
3. Soit 5 €]0,1]. Alors g est de type 1111 si K est un corps de nombres. Si

K est une extension finie séparable de F [T}, alors pg est de type 111 ,-5.

Note. La preuve de l'assertion 3 relative aux corps de fonctions est due a Bost
et Connes (non publiée). Elle utilise le critere d’Araki-Woods (cf. [1] ou [7], pages
465 et 469) et 'hypothese de Riemann pour les courbes algébriques lisses sur F,,
(prouvée par A. Weil).
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2. Produits d’arbres et algébres de Hecke

Nous suivons de pres le paragraphe 3 de [2]. Nous allons relier (C*(0%),0¢) a
lanneau A des O-adeles; nous interpreterons également H(P;('; Pg ) en regardant
le commutant de action de P;f sur (2(P;f/P;). Pour plus de détails sur les arbres,
on pourra consulter [20].

On définit le groupe de matrices:

1 a *
PA:{(O b),aEA,bEA}
Pr={(r ®) acrber
R — 0 b , a ) .

(Rappelons que R est 'anneau compact maximal de A. Ainsi A* est le groupe des
O-ideles et R* = W est le groupe des O-ideles unitaires). Le groupe P4 = A x A*
est moyennable. Il n’est pas unimodulaire, on note ¢ : P4 — R’ son module de
sorte que pour toute mesure de Haar & gauche du de P4, on ait d(uv) = §(v)du. On
définit un groupe oy & un parametre d’automorphismes de la C*-algebre C*(P4)
en posant pour tout t € R:

et de méme:

Vf €LY (Pa), Vg€ Pa [o:(f)llg) =5(9)"" f(9)-
Ainsi (0_;) définit le flot modulaire du poids de Plancherel f — f(Id).

Les deux propositions suivantes sont en fait les propositions 10 et 11 de [2].

Proposition 2.1. Notons e € C*(P4) la fonction caractéristique du sous-groupe
compact ouvert Pr C Py.

1. On a: e = e* = €2 (produit de convolution des fonctions). La C*-algébre
réduite C*(Py)e = eC*(Pa)e est canoniquement isomorphe a la C*-algébre
C*(07).

2. Pour toutt € R, on a o4(e) = e et la restriction de o, a C*(O%) coincide
avec 'évolution temporelle (3) définie au début du paragraphe 1

Proposition 2.2. L’espace homogéne A, = Pk, [Po, (v € Qo) sur le groupe
Py, C GL(2, K,) est isomorphe a l'ensemble des sommets de l’arbre de SL(2, K,).
Le groupe Pk, agit sur A, par isométries et préserve un point & l'infini.

On a maintenant la:
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Proposition 2.3.

1. L’espace homogéne Pa/Pr = A muni du point base Pr est canoniquement
isomorphe au produit restreint (vis ¢ vis des {Po,/Po,} C A,, v € Qo)
des arbres A,.

2. Le sous-groupe P; de P4 agit transitivement sur A et le sous-groupe d’isot-
ropie de Pr est Pg.

Preuve. Le 1 est trivial. Nous donnons la preuve de 2 (calquée sur celle de [2]) en
raison de son importance.
Nous allons prouver que P4 = P;PR. Posons:

(a,b) € A" x A j(b)z(é ’{) p<<(1) 2)>:a.

On dispose alors de la suite exacte:

O%ALPAL.A*—)I.
Rappelons que K est dense dans A (théoreme d’approximation forte) et que K7
est un sous-groupe discret de A*. L’adhérence de Pg = K x K} dans P4y = Ax A"
est donc P = A x K7 . De plus, comme O est principal, on a A* = K1 W.

! S) € Py, il existe donc (r,u) € K% x W tel

Considérons maintenant g = ( on

que h = ru € A*. On a alors:

(1 s\ _ (1 su™! 10 oF
g‘(o h)_<0 r )(0 u)EPKPR'

. 7z . . -1 ya
En considérant une suite de points de P;; convergeant vers ((1) su ), on vérifie (Pr
T

étant ouvert dans P4) qu’en fait g € P;('PR. Donc Py = P;PR et PI‘E agit bien
transitivement sur A. Enfin le sous-groupe d’isotropie de Pr est PE NPr = Pg ,
ce qui prouve la proposition. O

Le résultat suivant se prouve exactement comme la proposition 15 de [2]; on
note (Ex)xeP;/Pg la base orthonormée canonique de [2(Pif/PY).
Proposition 2.4.

1. Soit f une fonction Pg-biinvariante sur P;, a support fini dans Pg \
P /PS. Alors, il existe un unique élément r(f) du commutant de Pt dans
12(Pf ) PE) tel que:

Vge Py flg) =<r(f)ee,g e >.

2. L’application r s’étend en un isomorphisme de C;"(P;,Pg) avec la C*-
algébre C engendrée par les v(f) dans [?(A).
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3. Présentation de la C*-algébre Cx = C} (P}, P})

Nous suivons de pres le paragraphe 4 de [2]. Pour » € O, on pose pi, = N(r)~?ex,
out N(r) est la norme de l'idéal rO et ex, est la fonction caractéristique du sous-

ensemble PJ ((1] 2) P} de Pjt. Pour v € K/O, on note e(y) = ex~ la fonction

1~
01

démontre exactement comme la proposition 18 de [2] la proposition suivante:

caractéristique de la double classe Pg ( P(;r . Comme O est principal, on

Proposition 3.1. Les éléments ., e(y) (r € OF, v € K/O) engendrent l'algebre
involutive H = ’H(PI"(’; Pg) De plus les relations suivantes forment une présenta-
tion de H.:
(a) prpr =1d, Vre O}
(b) Hrfls = Hspr, ‘VT, s € Oj—
(¢) prpy = pipr sipged(r,s) =1
(d) e(v)" =e(=7), e(n1 +72) =e(n)e(r2) ¥v,m,72 € K/O
)
)

() e(Mpr = pre(ry) Vre Oy, Vye K/O
() mre()uy = x5y sy €(0) Vre 04, Yy e K/O
Notes.
1. Les produits g, s, €(y)por, - - . , désignent bien sir le produit de convolution

(1) défini dans I'introduction.
2 Laca et Raeburn ont observé ([12]) dans le cas de Z que les relations c)
et e) sont une conséquence des quatre autres.
Les arguments de moyennabilité utilisés dans la preuve de la proposition 19
de [2] permettent de prouver facilement la proposition suivante:

Proposition 3.2. Soit m une représentation involutive de ’H(PI"(’; Pg) dans un es-
pace de Hilbert. Alors w peut étre prolongée, de maniére unique, en une représenta-
tion (continue) de C; (P, PJ).

4. Action u — 60, de W sur Ck

Rappelons que dans l'introduction nous avons défini un groupe a un parametre
(0t)ter d’automorphismes de C'k tel que si ex est la fonction caractéristique de la
double classe X € P\ Pt /P3, alors o(ex) = (L(X)/R(X)) ex.

Ainsi, avec les notations du paragraphe 3, on a:

Vre Oy, oulp) =N 'u, YyeK/O, ae(y)) =e(y).

Rappelons que e(y1)oe(y2) = e(y1+72) pour tous 71, 2 de K/O. En utilisant alors
le fait que K/O se plonge dans Pg \ PI"(’/P('D|r par l'application v — e(7y), on vérifie
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que cette méme application s’étend en un morphisme injectif d’algebres involutives
de T'algebre de groupe C[K /O] (puis de C*(K/0O)) vers Ck. Ainsi la C*—algebre
engendrée par les e(),v € K/O est naturellement isomorphe & C*(K/O) et est
fixée point par point par chaque o;. Dans le paragraphe 5, nous identifierons
C*(K/O) avec I'algébre C(R) des fonctions continues sur R =[], cq,, Ou-

Rappelons que K/O ~ A/R. On fait alors agir R sur K/O en posant, pour
tout a = (ay)veqe € R:

Vy=EP wek/0O= P K,/Ou, av= P an e K/O. (4

vEQO vEQQO vEQO

Maintenant nous allons utiliser la proposition 2.3 et la description de C'x fournie
par la proposition 3.1 pour définir une action de W sur Cx. Nous avons vu dans la

preuve de la proposition 2.3 que Pif = Ax K* , de sorte que P_I"g est un sous-groupe
normal de Py = A x A*. Comme W x K} ~ A*, on en déduit que:

W e A" /K3 ~ P/ Py (5)

Notons P;l le commutant de P dans [2(A) = [2(P;; /P}). Si (dans l'identification

(5)) u € W est de la forme u = u/ Py} olt ' € Py, alors on pose:
Ve e P, 0u(z) =u o

ot ' =1 et v’ agissent sur [2(A) = I2(P4/Pg). L’élément 0, (z) ne dépend pas du
choix du représentant v’ de u; en effet la normalité de P; dans P4 montre que,
pour tout élément g de Pg, on a:

/

Tl gy T (Wee) = u T W gu T Da(u'ee) = gu "l (g.).

u "t/ (ge) = u

Donc 0, () € P;l et 0, agit sur P;('/. D’apres la proposition 3.1, on a Cx C PI"(’/.

La proposition suivante contient le point 1 du théoreme 0.1:

Proposition 4.1.

1. L’action 0 de W sur Pg/ laisse la sous C*-algébre faiblement dense Cgk
globalement invariante et est ponctuellement normiquement continue sur
Ck.

2. L’action de W sur Cx commute avec laction (04)teRr.

3. La sous-algebre des points fives C}Y est la C*-algebre C*(071) engendrée
par les p € Ck. De plus, la restriction a C}Y du flot oy coincide avec le
flot introduit dans la proposition 1.1.

Preuve. On utilise le lemme suivant:
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Lemme 4.2.
1. Pour tousu € W etr € OF, on a 0y(pr) = pr et Oy (p) = pr.
2. Pour tousu € W ety € K/O, on a 0,(e(7y)) = e(u.y) ot laction de u sur
v est donnée par la formule (4).

Preuve du lemme. Le premier point se démontre exactement comme dans [2],

page 438. Prouvons le deuxiéme. Soit u € W, on peut définir 0, (z) (pour = € PEI)

10
0wu

vérifier que pour tout v € K/O, on a:

’
en prenant u’ = ( ) Comme €, est un vecteur séparateur pour P; , il suffit de

Ou(e(7))ee = v " te(y)u'ce = e(uy)ee

mais ceci est une conséquence de 1’égalité:

)6 )6 =6 )

d’ou le lemme 4.2.

Comme H(P;t; PJ) est engendré par les p, et les e(y) (proposition 3.1) et est
dense dans Cf, le lemme 4.2 entraine le 1. de la proposition 4.1. Le 2. est une
conséquence directe du lemme 4.2 et du début de ce paragraphe. Prouvons le 3.
Il est clair que C*(O%) C C’}QV. D’apres la proposition 3.1, le C-espace vectoriel
H(P;E, Pg) est engendré par la famille {y.e(y)us; r,s € O, v € K/O}. Soit du
la mesure de Haar normalisée du groupe compact W. Considérons la projection F
de Ck sur CY:

Vz € Ck, / 0, (2)du = E(z) € C¥.
W

D’apres le lemme 4.2, on a E(pre(y)pk) = prE(e(y))pk.

Comme E(H(P;t, PZ)) est dense dans C}, il suffit de prouver que pour tout
v € K/O, on a E(e(y)) € C*(O%).

L’isomorphisme K/O ~ EBWEQO K, /O, montre qu’il suffit de vérifier que pour
tous P € P, up € Op et j € N, le projeté E(e(upP 7)) appartient & C*(O%).
Fixons donc P € P et soit v la place associée. On observe que pour tout j de N*, le
(P‘j‘HO) P_JO)

@) )

groupe O; opere transitivement sur le complémentaire de dans (—

noté (P_jo) \ (%ﬂo) Donc:

[@)
we (E2N (E52). Bet) = Bt

(@] (@)

Maintenant, en appliquant la relation (f) (avec v = 0) de la proposition 3.1, on
obtient:

k
Yk e N*,  (N(P)fpuprppe =Id+ > e().

I=1 se(EgONE59)
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En appliquant E a cette identité, on obtient:

k
j=1

Par récurrence, on vérifie alors aisément que pour tout & € N*, on a
E(e(P~F)) € C*(O%), ce qui prouve la proposition 4.1. O

5. Représentations de Cx et états KM S de (Ck,0;) pour 5> 1
5.1. Caractéres locaux

Soit U le groupe multiplicatif des nombres complexes de module 1 et U, le groupe
des racines n-iemes de 'unité. Rappelons qu’un caractére d'un groupe abélien lo-
calement compact est un morphisme continu de ce groupe dans U. Les résultats de
ce sous-paragraphe 5.1 sont valables sans I’hypothese de principalité de O. Dans la
suite, nous fixons pour chaque place v € Q0 une uniformisante m, de 'anneau des
entiers O, de K,. Le groupe K, /O, sera toujours muni de la topologie discrete.

Lemme 5.1.1. Soit v une place non archimédienne de K. Alors, il existe un
caractére x, : K,/O, — U dont la restriction a m,10,/O, est non triviale. Le
groupe des caractéres de K, /O, est isomorphe a O, .

Preuve. On distingue deux cas:

e Premier cas: le corps K est une extension finie de Q. Alors K, est une
extension finie de Qp, ol p est le nombre premier de Z tel que v divise
p. Notons S la trace de K,/Qp et § sa différente. Pour z dans K,, on a
Iéquivalence (cf. [23], 2.2):

red e S(x.0,)CZ,

On peut écrire ! = d=10O, avec d € O, ce qui permet de définir un
morphisme additif ¢, : K,/O, — Qp/Z, par la formule ¢, (x) = S(x/d).
Comme 7,'d"! ¢ 67!, on a bien @,(r,;'d™!) # 0 mod.Z,, soit
oy (1, 1O,) # {0}. Identifiant Qp/Z, avec un sous-groupe de Q/Z, il suffit
alors de poser x,(z) = exp(2imp,(x)) pour obtenir un caractere de K, /O,
dont la restriction a 7,10, /O, est non triviale.
ﬂ obtient enfin un isomorphisme de O, sur le groupe des caracteres
K,/O, de K,/O, en envoyant j € O, sur le caractere y — exp(2inS(ny/d))
(cf. [23], 2.2).

e Deuxiéme cas: Le corps K est une extension finie de Fy(T'). Soit k le
corps résiduel de O,, c’est une extension finie de F,, donc aussi de Fy,
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ol p est la caractéristique de K. Alors K, est isomorphe a k((T")) ([18],
théoreme 2 page 43) et O, s’identifie & k[[T]]. Notons S la trace de k/F,,
on obtient un caractére ¢ de k((T))/k[[T]] en envoyant la classe de la série de
Laurent ), 5 a,T™ sur exp(2imS(a_1)/p). On a en particulier ¢(1/T) =
exp(2im/p) # 1, donc la restriction de ¢ a T—1k[[T]]/k[[T]] est non triviale.
Ainsi, il existe un caractere x, de K,/O, dont la restriction & 7, 10,/0,
est non triviale.

La encore, on obtient un isomorphisme de k[[T]] sur le groupe des ca-
racteres de k((7))/k[[T]] en envoyant n € k[[T]] sur le caractere y —
@(ny) (c’est un corollaire de la non dégénéréscence de la forme Fg-bilinéaire
(z,2") — S(xza’) définie sur le corps résiduel k, cf. [3], V.10.6, proposi-
tion 12).

O

Définition 5.1.2. On dira qu'un caractere y, de K,/O, est admissible quand sa
restriction a 10, /0O, est non triviale.

Définition 5.1.3. On dira qu’un caractere x du groupe discret K /O est admissible
s’il existe pour toute place v € Qp un caractere admissible y, : K,/O, — U tel
que, pour tout vy de K/O:

X =[] xo(w)

vEQO

ou v, désigne 'image de v dans K,,/O,. En outre, on identifiera fréquemment x &
un caractere de K trivial sur O.

Lemme 5.1.4. Soit x un caractére admissible de K/O. L’application u +— (y —
x(wy)) de W dans K/O est injective.

Preuve. Supposons u # v/, alors il existe une place v de Qo telle que u, # ul,.
On peut trouver xz, dans K, tel que x,(z,(u), —u,)) # 1 (car x, est non trivial).
Soit alors « dans K/O dont l'image dans K,/O, est z, et 'image dans K,,/Oy
est nulle pour w € Qp autre que v. On a x((u — u’)x) = xu(@y (U, —uy)) # 1 d’ou
le résultat.

Fixons un caractere admissible x de K/O (un tel caractere existe d’apres le
lemme 5.1.1 et la définition 5.1.3). A chaque a € R = [[,cq, Ov, on associe le
caractére x® € K/O défini par x*(y) = x(a.y) pour tout v de K/O, a.y étant défini
par la formule (4) dans le paragraphe 4 En procédant comme dans le paragraphe 2.2
de [23], on vérifie que a +— x* définit un isomorphisme R ~ K/O. La proposition
suivante fournit une identification explicite entre C(R) et la C*-algebre C*(K/O)
(C Ck) introduite dans le paragraphe 4
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Proposition 5.1.5.

1. On définit un isomorphisme de C*-algébres ¢ : C*(K/O) — C(R) en po-
sant:

vh= 3 ae(y) € CIK/O], Va e R, d(h)(a)= ¥ a,x(ay)
YEK/O YEK/O

ot la famille (o) de nombres complexes est presque nulle. En particulier
on a P(h*)(a) = ¥(h)(a) pour tout a € R et p(h *h*) =(h)Y(h).
2. L’action 6 de W sur Cx induit une action encore notée 0 sur C(R) telle
que:
Y(u, f) € W x C(R), Ya € R, 0,(f)(a) = f(ua).

Preuve. La théorie de la transformée de Fourier ([24]) montre que pour tous h, &
appartenant & I’algébre C[K /O] (muni du produit de convolution x), on a:

[h &l L2 /0y = [P (R)Y(E)]|L2(r)

de sorte que [|h]|c+(x/0) = |[¥(h)||c(r). On obtient alors aisément le point 1. Le
point 2 découle du point 1 et du lemme 4.2.

Note. Une isométrie partielle V' de C*(K/O) est donc une fonction continue f €
C(R) telle que f f soit la fonction caractéristique d’une partie compacte convenable
de R. Ce fait sera utilisé dans le paragraphe 7

5.2 Construction de représentations de ’algeébre de Hecke H

Rappelons que pour r dans O7, on dispose de p, = N(r)~*2ex,, ot N(r) désigne
la norme de l'idéal engendré par r et X, est la double classe de 1’élément (é 2) €
Pg.

On note (¢,)reo: la base canonique orthonormée de [?(O%). Pour vy appartenant
a K/O, rappelons que e(y) désigne la double classe Pg ((1) 1) Pg (cf. début du
paragraphe 3).
Proposition 5.2.1. Soit x un caractére admissible de K/QO. Alors, on obtient une

représentation involutive 71 de l'algebre de Hecke H = H(P, P3) (a valeurs dans
BI%(0%)) en posant:

o T1(pr)es = €ps Vrys € OF

o Ti(e(7))er = x(ry)er Vr € Of, v € K/O

Preuve. Posons pl. = 1 (ur) et €'(y) = m(e(y)), il s’agit de vérifier les relations
de a) a f) de la proposition 3.1 pour ces opérateurs. On a clairement a), avec
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u;*ss = &,/p si 1 divise s et u;*ss = 0 si r ne divise pas s. Les relations b) et c)

sont claires, la relation d) résulte de ce que x est un caractére a valeurs dans U, la
relation e) est claire. Vérifions donc f); nous devons calculer p..e’ ('y)u;,* (gs).

e Supposons d’abord que 7 ne divise pas s. On a déja ,u;*as = 0, il faut vérifier

que ZT5=7 e'(6)es = 0; pour cela il suffit de prouver ) s €' (d)es = 0,

soit 37,50 X(s6) = 0. Il s’agit donc d’évaluer 3 ;. —15,0 x(s0). On peut

écrire r = [[;c; Py avec I fini et a; € N; d’apres le lemme chinois,

on a alors [[,c; P7*0O/O ~ r~1O/O (I'isomorphisme étant donné par

iel 4
0= (6) — ZL(L) Ainsi, en utilisant la relation x(sd) = [[;c; x(s0;:), on
obtient:
Yooxtse)y= > xs0)=]] > x(sd)
ser—10/0 5=(6;)€ell, Pi_aiO/O el 5iEPi_aio/O

Et comme 7 ne divise pas s, il existe ¢ tel que s = P i=Piy, avec 0; stricte-
ment positif et u; € O premier & P;. Il nous suffit de montrer que pour un

tel i:
Z x(sd;) = 0.

s, €P; 1 O/0O

Or, en écrivant sd; = ui(Pia"*ﬁ"éi) = u;0;, on obtient:

Yoo oxso) = > xwd)= D> X&)

s;€eP;*0/0O step;Piojo siepPiojo

puisque la multiplication par u; est bijective dans Pi_ﬁ ‘O/0O. Mais si v
désigne la place de K correspondant & P;, on sait (& cause du théoréme
d’approximation forte) que 'injection Pfﬁ"'(’)/(’) — 1750, /0, est un iso-
morphisme, ou 7, est 'uniformisante de O, fixée plus haut. D’ou:

Sox@= Y xld).

step;Pio)o stem, "0, /0,

Or le caractere local y, est admissible donc, comme §; > 0, la restriction
de x, au groupe fini 7, %O, /O, est non triviale ce qui implique la nullité
de la derniére somme ([19], proposition 4 page 105). On a donc le résultat
voulu quand 7 ne divise pas s.

e Quand r divise s, écrivons s = rt avec t € O%. Le cardinal de '’ensemble
des 0 de K/O tel que rd = 7 est le cardinal de O/rO, c’est-a-dire la norme
de T’idéal (r). On a:

ST d@)es =D x(rtd)es = Y x(ty)es = N(r)x(ty)es

ré=vy ré=vy ré=~y
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et d’autre part:

ple' (V) (es) = poe' (7)(ee) = x(t7)es.

Ainsi la relation (f) est bien vérifiée ce qui achéve la preuve de la proposition.
O

Proposition 5.2.2. Soit x un caractére admissible de K/O. Pour v € W, on
obtient une représentation involutive 7., de Ualgébre de Hecke H = H(Pi, PJ) en
posant:

o Tu(pr)es = €ps V1,5 € OF

o T, (e())er = x(ury)e, Vr e O% ;v € K/O
On a alors T, = 71 00,.

Preuve. Soit v € Qp. Pour v dans K/O, on appelle encore v, 'image de v dans
K,/O, et u, la projection de u € W sur Oj. Le caractere x* : v — x(uy) de
K /O envoie v sur H’UEQO Xo(Upyy) et le caractere v, — Xo(uyyy) de K,/O, est
admissible puisque x, l'est et u, € O}. 1l suffit donc d’appliquer la proposition
précédente pour obtenir que 7, est bien une représentation involutive. La formule
T, = m1 o 0, découle du lemme 4.2. O

Convention. Pour chaque u € W, nous noterons encore 7, la représentation de
Ck = C’;‘(P}r , Pg ) qui prolonge 7, comme indiqué dans la proposition 3.2.

5.3. Paramétrisation des états KM Sz extrémaux pour 3 > 1

Rappelons (voir paragraphe 4) que le groupe W des O-idéles unitaires est un groupe
de symétrie du systeme dynamique (Ck,o:). Nous allons prouver ici le point 3
du théoreme 0.1. Dans le paragraphe suivant, on réinterprétera ’action de W en
termes de groupes de Galois en utilisant la théorie du corps de classes. Dans [2],
Bost et Connes ont étudié le cas K = Q (avec O = Z); le groupe W = HpE'P Z,
s’identifie alors au groupe de Galois de 'extension cyclotomique maximale de Q
puisque Gal(Q(Up»)/Q) est isomorphe & (Z/p"Z)*.

L’analogue de N* dans notre situation est 0% . Rappelons que H désigne I'opéra-
teur de [*(0%) défini par H(g,) = (log N(r))e, pour r dans O%, on a:

e ge™ =gy (z) VzeC*(O}), VteR (6)

et aussi:
A (v)e ™ =7, (0v(2)) Vo eC*O}), VteR, YueW.

Notons que H(e1) = 0 et que N(r) > 2 pour r € O3 \ {1}. On fixe un caractere
admissible x de K/O; on dispose alors des représentations 7, u € W définies dans
la proposition 5.2.2.
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Théoréme 5.3.1. Soient u € W et 5 > 1.
1. On définit un état KM Sg sur (Ck, o) par l'égalité:

pp.u(@) = Co(B) tr(Fu(a)e ).

2. L’état g, est factoriel de type I .

3. L’application © : u— @g ., est un homéomorphisme du groupe compact W
sur lespace E(Kg) des points extrémaur du simpleze de Chogquet (convexe
compact) des états KM Sg sur (Ck,ov).

Remarque. Dans le langage de la mécanique statistique quantique, (o (0) est la
fonction de partition du systéme dynamique (Ck, o).

Preuwve.

1. Rappelons que tr(e ##) = Zr601 exp(—flog N(r)) = (o (). On a aussi,
pour tout z de Ck:

ppaler’) =1/Co(B)tr[Tu(z*)e Ty (2)] 2 0

donc ¢g,, est bien un état. L’égalité (6) permet de voir qu’il vérifie la
condition KM Sg.
2. Considérons la représentation g, : Cx — B(I*(0%) ® [*(0%)) définie par
la formule:
Tp.u(2)(§ @ 1) = Tu(z)(§) @1

Désignons par €23 ,, le vecteur unitaire de 1?(0%) ® (?(O%) défini par I'éga-

lité:
Qsu=1/v/Co(B) Z N(r)~™P%, @e,.

reo0;

Il est clair que pour chaque x de C'k, on a:

0.u() =< 18.u()Q8,u, Qg.u > -

Par ailleurs, on vérifie que pour chaque Py € P et k € N, la projection
orthogonale sur le sous-espace vectoriel de [2(O0%) engendré par les vec-

teurs epryy, . pre appartient a l'algebre de Toeplitz 7p, (plongée dans
0

BI%(07%)) engendrée par pp,. On en déduit facilement que chaque vec-
teur €, ® £, de la base de I?(0%) ® [*(O%) appartient & 'adhérence de
T C*(01)) ().

Par conséquent, 7g,.(Ck)(€28,.) est un sous-espace vectoriel dense de
P(01)®12(0%) et (74,4; Qp,u) définit la représentation GNS de ¢j,,,. Main-
tenant, l'irréductibilité de 7, permet de voir que (5., (Ck )]’ = Id® BI*(O%)
de sorte que l'algebre de von Neumann M engendrée par mg,(Ck) est
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BI?(O%) ® Id. Le commutant M’ est alors égal & Id ® BI*(O7%) et le centre
M N M’ est trivial. Ainsi, pg, est un état factoriel de type Io. Enfin 'ex-
pression de {23, montre que la liste des valeurs propres associées est bien:
(G BN, re o).

3. Comme ¢g, est factoriel, c’est un état KM Ss extremal ([4], théoreme
5.3.30). Montrons que application © est injective. L’état g, détermine
un unique état noté g, sur I'algebre de Von Neumann M = BI*(0%)®1d
engendrée par g, (Ck):

VX ®1d € BI*(0%) @ 1d; §p,u[X @1d] =< X (Qs,u), Ls,u > -

Pour chaque B > 0, on a e=PH ¢ M. Ainsi la connaissance de ©8,u
détermine, pour chaque v € K/O, la valeur de:

lim G [Fule(y)e ! ©1d]
B——+o0

= Co(B) " < Tule())(e1), 61 >= Co(B) " x(uy).

Ainsi la donnée de @g,, détermine complétement le caractere v — x(uy)
de K/O. Le lemme 5.1.4 entraine alors 'injectivité de ©.

Ainsi © est injective et continue de W dans E(K3) (qui est compact
pour la topologie faible); nous allons établir sa surjectivité ce qui prouvera
le théoreme. Soit donc ¢ un état KM .Sg de (Ck, 0¢). Les deux états KM S

suivants:
/ 1) o By du, / wB,udu
w w

sont invariants sous ’action de W. Ils sont donc completement déterminés
par leurs restrictions a la sous-algebre C’}QV = C*(0%). Or d’apres la propo-
sition 1.2, le systeéme sans interaction (C*(O% ,0y)) possede un unique état
KM Sg3 noté pg. Par conséquent on a:

/W o Oydu — /W i = 03 ( /W Hudu> . (1)

Comme ) est extrémal, les deux premiers membres de 1’égalité (7) donnent
deux décompositions du méme état comme barycentre de mesures sur le
simplexe de Choquet £(K ). L’unicité d’une telle décomposition entraine
alors que: Y o6, € {¢s., v € W} pour presque tout u de W. Il existe
donc u,v € W tels que ¥ = g, 00,1 € O(W). Ceci prouve la surjectivité
de ©.

O
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6. Interprétation des états KM Sp extrémaux de (Ck,o:) dans la théorie
du corps de classes

Nous avons vu dans le lemme 4.2 que l'action de W sur Cg est donnée par
0. (e(y)) = e(u.y) pour tous u € W et v € K/O. Nous allons interpréter ce groupe
de symétrie W comme un groupe de Galois G abstrait. La description de ’action de
G sur Ck sera moins simple que dans le cas O = Z (traité dans [2]) car d’une part
le groupe W ne s’identifie plus au groupe de Galois cyclotomique de K, et d’autre
part K/O n’est pas isomorphe au groupe des racines de 1'unité de K. Nous allons
utiliser la théorie de Lubin-Tate pour interpréter I'action de O} sur K, /O, comme
celle d’'un groupe de Galois local G, . Puis nous ferons agir G = Hveﬂo Gr, sur
Ck. Enfin, si K est un corps de fonctions, d’une part G s’identifiera & un sous-
groupe J du groupe de Galois abélien modifié de K et d’autre part, la principalité
de O permettra d’identifier K/O & un groupe formel global A C &,K?P. L’action
de W sur Ck s’interpretera alors comme 'action galoisienne de J sur A.

6.1. Rappels sur la théorie de Lubin-Tate

Nous allons rappeler brievement la construction de Lubin-Tate (pour plus de
détails, cf. [5], pages 128-161, ou [14]). Soit F' un corps local, ¢’est-a-dire un corps
complet pour une valuation discréte a corps résiduel fini, par exemple F' = K,.
On fixe une uniformisante = de F’; on note A lanneau des entiers de F' et ¢ le
cardinal du corps résiduel k. Considérons A}l C Fiep l'ensemble des zéros de la n-
nEN* A;cl et F, = F[Af]
Alors, I'extension abélienne maximale F2P de F est la composée des deux exten-
sions linéairement disjointes F et F™ (I’extension maximale non ramifiée de F').
Notons que dans le cas F' = Qp, le groupe formel Ay ~ Qp/Z, est simplement le
groupe des racines complexes de I'unité dont l'ordre est une puissance de p ([5],
page 149).

L’ensemble Ay est muni d’une structure de A-module via une loi additive de
groupe formel et d’un homomorphisme a + [a]; de A dans Enda(Ay) qui définit
la multiplication externe par la formule a.w = [a]¢(w) pour tout (a,w) de A x Aj.
Le A-module formel Ay est isomorphe a F'/A (le sous-module A’} correspondant a

ieme itérée du polynéme f(T') =T+ 7T, posons Ay =

w~"A/A). Plus précisément, on a un isomorphisme h : F/A — Ay tel que si 'on
note a1 (u) = h~*ouoh pour chaque u € End4(Ay), alors le diagramme suivant est
commutatif et toutes ses fleches sont des isomorphismes ([5], 3.6 pages 151-152).

A Bnda(Ay)
o el
A —= Ends(F/A)
Le groupe G, = Gal(F,/F) est isomorphe & G™ = Gal(F*/F™) (ainsi on peut
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voir ce groupe aussi bien comme un sous-groupe de G* = Gal(F#/F) que comme
un quotient de celui-ci). Il agit sur Ay C F™ d’ott une fleche ap : G — Auta(Ay),
qui est un isomorphisme ([5], 3.6 page 151, proposition 6b). Considérons la fleche
¢ : G — Auta(F/A) définie par ¢ = ag o ag. Comme F est un corps local, on
a Autg(F/A) ~ A*. 1l existe donc un isomorphisme 7 rendant le diagramme (D)
suivant commutatif:

G, —4, G

| ‘|
A —X . Aut(F/A)

1

et il est prouvé dans [14] que 77! : A* — G, C G? n’est autre que I'application

de réciprocité d’Artin' ([5], VI).
Soit alors x un caractere admissible de F//A (cf. définition 5.1.2) et g un élément
de G. On définit un nouveau caractere admissible x9 par la formule:

X () = x(9(9) (7)) = x(7(g9)7)- (8)

Pour chaque place v de Qp, nous appliquerons cette construction a F = K, et
A = O,, en prenant pour uniformisante m, de O, 1’élément irréductible de P
correspondant. On considere alors le groupe de Galois “abstrait”:

G=]] G- (%)

vEQEO

6.2. Action de G sur la C*-algebre Cgk

Rappelons que l'on a K/O = P, cq,, Kv/Oy et que pour chaque place v de Qo,
on vient de construire un homomorphisme ¢, : G, — Aut(K,/O,). On fait alors
agir G = [[,cq,, Gr, sur K/O en posant pour tout g = (g,) € G:

Vy =@ € @ K,/Oy, g7 = ®du(90) (Vo) = OTo(gv) Vo- (10)

vEQEO
En utilisant le lemme 4.2, on fait alors agir G (~ W) sur Cx en posant:
Vg € G, 04(1r) = pr et Og(e(y)) = e(g.y)) V(r,v) € OF x K/O.

On peut alors reformuler les résultats du paragraphe précédent de la maniere
suivante:

1 En fait, c’est plutét I’opposé si ’on prend la définition classique de I’application d’Artin mais

la convention de signe que nous adoptons ici sera plus commode pour la suite.
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Proposition 6.2.1. Soit x un caractére admissible fixé de K/O. Pour tout g € G,
on définit une représentation involutive my de Ualgébre de Hecke H en posant:

i Wg(:u'r)gs =&, V5 € Oi
o my(e())er = x(r(g-7))er Vr € OF, v € K/O

Proposition 6.2.2. Soit 7y le prolongement canonique de 7y d la C*-algébre Ck
(cf. proposition 3.2). Soit B > 1.

1. On définit un état KMSg sur (Ck,o.) par Uégalité:

Ve e Ckx  pgq4(z) = C@(ﬁ)*ltr(%g(:p)efﬁH).

2. L’état pg,q est factoriel de type In.

3. L’application ©4 : g — @g.4 est un homéomorphisme du groupe compact G
sur Uespace E(Kg) des points extremauz du simplexe de Choquet des états
KMSgs sur (Ck,oy).

Rappelons que si K est un corps de fonctions sur Fg, le groupe de Galois
abélien modifié G de K est le sous-groupe de Gal(K®P/K) constitué des éléments
dont I'image dans Gal(F,/F,) est une puissance entiere du Frobenius. Si K est un
corps de nombres, on désignera également par G le groupe de Galois abélien de K.

On peut maintenant se demander si ’on peut relier le groupe G a G, de maniere
a obtenir une paramétrisation “globale” des états K M Sz comme dans le cas O = Z.
Dans le cas général, le groupe G, s’identifie & un sous-groupe de G: le sous-groupe
d’inertie du groupe de décomposition en v. Pour z = (z,)yeq, dans G, on peut

définir:
s(x) = ( H $y> €g (11)

vEQO

(le produit dans G ayant bien un sens parce qu’une extension finie L/ K a un groupe
d’inertie trivial pour presque toute place v; cf. [5], 6.3. page 175). Ainsi, on dispose
d’une fleche s : G — G.

Soit Zk le groupe des ideles de K (bien noter qu’ici, on n’exclut aucune place de
K) et Ck le groupe des classes d’ideles de K, c’est-a-dire le quotient de Zy par K*
(qui est plongé diagonalement dans Zx ). D’apres le théoréme principal de la théorie
du corps de classes global, on dispose de I'application d’Artin globale ¥ : Ty — G,
qui est triviale sur K* et induit un morphisme de groupes (noté encore ) de Cx
vers G. La fleche ¢ : Cx — G est toujours surjective et est un isomorphisme dans
le cas ot K est de caractéristique > 0 (cf. [5], VIL.5; ne pas oublier que si K est
un corps de fonctions, G désigne le groupe de Galois modifié de K).

La proposition suivante décrit 'image de s.
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Proposition 6.2.3. Soit j le plongement naturel W — Ck (on envoie un O-
idéle sur un idéle en rajoutant 1 auz places de K qui ne sont pas dans Qo). Soit
Y : Cx — G Dapplication d’Artin globale. Alors:

1. Les applications d’Artin locales v, : O} — G, définissent un isomorphisme
W — G noté ().

2. Le diagramme suivant est commutatif:

w7 ok
(%)l lw

G —— ¢

3. Soit § = so (¢y). Le conoyau de § : W — G s’identifie au groupe de
Galois Gal(L/K) de lextension abélienne mazimale L de K non ramifiée
aux places de Qo

Preuve. Le premier point découle immédiatement du paragraphe 6.1 (notamment
le diagramme (D)). Le deuxiéme point résulte de la relation entre I’application
d’Artin globale et les applications d’Artin locales ([5], 6.3. page 175), soit:

Y((wy)) = H Yo(Ty) V(z0) € Ck. (12)

VEQK

Prouvons donc le troisiéme point. Soit W' le sous-groupe de Zx constitué des
ideles (l'y)UGQOK tels que z, = 1siv € Qo et z, € O si v € Qo. L'image de s
n’est autre que I'image de W' par I'application d’Artin globale 1 : Ty — G. Pour
n € N*, appelons W, le sous-groupe de Zx constitué des ideles (z,)yeq, tels que
|z, — 1] < 1/n si v est archimédienne, v(z, — 1) > n si v est finie mais v & Qp, et
2y € OF si v € Qp. D’apres le théoreme d’existence ([5], VIL.5.1), le conoyau de la
restriction de ¢ a W, est de la forme Gal(K,/K), ou K, est une extension finie
abélienne de K et on a de plus | J,,cn- Kn = £. Comme W’ = [ . Wi, on en
déduit déja que si g € (W), alors g fixe point par point tous les K, et donc aussi
L. Réciproquement, si g € G induit l'identité sur L, alors g laisse fixe les K,,, de
sorte que pour chaque n de N* on peut choisir w,, € W, tel que g = 1(wy,). Alors,
la suite (wn) est bornée, donc on peut en extraire une sous-suite convergeant vers
un certain w dans le groupe localement compact Zx. On a alors w € W' (a cause
de la définition de W,,) et ¥(w) = g d’ou le résultat. O

Remarque. On peut reformuler cet énoncé dans le langage de la géométrie algéb-
rique. Si 'on pose U = SpecO C SpecOg, le conoyau de § n’est autre que le groupe
fondamental abélien étale w32 (U) (resp. modifié si K est un corps de fonctions) du
schéma U.
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6.3. Le cas du corps de fonctions

On suppose dans ce sous-paragraphe que K est une extension finie séparable de
F,(T) de groupe de Galois modifié G. On peut alors préciser la proposition 6.2.3
de la maniere suivante:

Proposition 6.3.1. Soit L lextension abélienne maximale de K non ramifiée aux
places de Qo. La fleche s : G — G est injective. Son image s(G) est le sous-groupe
J de G constitué des éléments dont Uaction sur L est triviale.

Preuve. Seule l'injectivité de s reste a prouver. Comme K est un corps de fonctions,
Papplication d’Artin globale ¢ est un isomorphisme de Cx sur G ([5], 5.5. page 173
ou [16], théoreme 4 page 152). On utilise alors le diagramme commutatif de la
proposition 6.2.3. Comme j est injective, s est injective. O

Comme ’anneau O est principal, on peut pour chaque place v de Q¢ prendre
comme uniformisante m, de O, I'élément de P C O correspondant. Ainsi, I'en-
semble des zéros de la n-ieme itérée (n € N) du polynoéme T'% + 7, T (de Lubin-
Tate) est inclus dans K. Le groupe formel local A”Ji s’identifie donc & une partie de
K?b_ De ce fait, la somme directe des groupes formels locaux A% (chacun isomorphe
a K, /O, comme O,-module) forme un groupe formel global A C ®U€Qo Kab. L’ac-
tion galoisienne du sous-groupe J de G sur A correspond exactement a ’action de
G sur K/O (~ A) décrite au début du sous-paragraphe 6.2. Dans le cas trés par-
ticulier de anneau Z (cf. [2]), on dispose d’un résultat beaucoup plus précis: le
groupe Q/Z = @p Qp/Z, se plonge dans Q*" et non plus seulement dans @p Qzb.
En effet, la loi de groupe formel locale sur chaque Qp/Z, C Q® coincide avec
la multiplication usuelle, ce qui fait que le groupe formel global A se plonge dans
Q2" en étant isomorphe au groupe des racines de 'unité. L’action de G = Hp z,
sur Q/Z correspond également & I'action de G = Gal(Q®*'/Q) sur le groupe des
racines de 'unité. Dans le cas d’un corps de nombres autre que Q, on n’a pas en
général de description aussi agréable car G ne s’injecte pas forcément dans G.

Maintenant, en procédant comme au début du paragraphe 6.2, on peut voir J
comme un groupe de symétrie de (Ck,ot) qui paramétrisera bijectivement 'en-
semble des états K M Sg extremaux pour 3 > 1.

7. Existence et unicité de ’état KM S de (Ck,0:) pour 0 < 8 <1

La structure de la démonstration sera évidemment celle du paragraphe 7 de [2]. La
clause relative a l’existence est une extension facile de [2], aussi nous n’en donnerons
que les grandes lignes. Par contre nous donnerons davantage de détails pour la
preuve de l'unicité. En effet, nous devrons établir ce point essentiel directement
pour la sous-algebre C introduite dans le théoréme 0.2. Il s’agira alors d’étendre la
preuve de [2] dans deux directions: le cas des corps globaux et le cas H—équivariant.



Vol. 3 (1997) Brisure spontanée de symétrie de Bost-Connes 231
7.1. Unicité de I’état KM Sz pour C#

L’objet de ce sous-paragraphe est d’établir la proposition suivante:

Proposition 7.1.1. Soient H un sous-groupe compact de W et C[Ig la sous-
C*—algebre de Ck formée des éléments H—invariants. Alors, pour chaque 8 €
10,1], (CH, o) posséde au plus un état KMSg. Un tel état est mécessairement
factoriel de type III et W/H —invariant.

Preuve. Nous commencons par introduire quelques notations. Rappelons que, dans
le paragraphe 4, nous avons défini une action 6 de W sur C'x qui, compte tenu de
la proposition 5.1.5, nous permet d’identifier la sous-algebre C*(K/0) de CH
avec C(R)H. De plus si uy € W et v} € Huy alors pour tout x de CZ on a
Ou, () = 0,1 (). Ceci nous autorise, pour chaque u € W/H, & noter (encore) 0,
'action de u sur C£.

Maintenant, si x,, est un caractere de W/H, on pose:

CII_(I,X,,,L ={z € Ck;0u(z) = Xm(w)x Yuec W/H}. (13)

Nous identifierons fréquemment un caractere de W/H & un caractere de W
trivial sur H.

Si F' est un ensemble fini d’éléments de P (ou de places de Qp), on dit qu’un
élément V de C*(K/O)H = C(R)H (resp. un caractere x,,, de W/H) est localisé
dans F si V € (®uerC(0,))®1 C C(R) (resp. Xm, vu comme caractere de W, se
factorise par la projection W — [], . O5).

Notons que si x,, est localisé dans F', il existe un entier kg tel que la restriction de
Xm &[] per(1+P"Op) soit triviale. En effet, x,, est continu et les (14 P*Op) pour
k € N forment un systeme fondamental de voisinages de 1 dans O%. Dans ce cas, on
peut alors identifier x,, & un caractere de (O/NoO)* avec No = [[pep P* € OF,
car pour chaque P de P : O%/(1+ P*Op) ~ (O/ Pk 0)*.

Réciproquement, comme W est muni de la topologie produit des O}, on vérifie
aisément que chaque caractére de W/ H est nécessairement localisé dans une partie
finie convenable F.

Le lemme suivant est 'exact analogue du lemme 27 de [2]:
Lemme 7.1.2. Soit 3 €]0,1] et un état K MSg du systéme dynamique (CH, o).
1. La restriction de ¢ a C*(O%) ~ C}¥ est égale a ¢p.
2. Soit Xpm un caractére non trivial de W/H et V € C*(K/O)H une isométrie
partielle, tous deux localisés dans une partie finie F' de P, tels que:

Yu e W/H 0,(V) = xm(u)V.

Alors Ve € C*(0%), v(Vx)=0
3. Pour chaque caractére non trivial x., de W/H, la restriction de ¢ au sous-
espace spectral CII'(I’XM est nulle.
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Remarque. Dans le point 2], la condition 6,4(V') = xm(g)V pour tout g de W/H
entraine automatiquement que V est H—invariante.

Preuve de la proposition 7.1.1 en fonction du lemme 7.1.2. On observe que Cllf-l{,l ~
C*(0O%). Les points 1 et 2 du lemme 7.1.2 montrent alors que pour chaque caractere
(trivial ou non) x,, de W/H, la restriction de ¢ & Cllg,xm est entierement déterminée
. Or, W/H étant compact, un résultat général ([15]) assure que la somme directe
des Clg,xm est dense dans CH. Ceci prouve 1'unicité de 1. S’il existe, 1) est alors
extremal et donc factoriel. La preuve du lemme montrera qu’il est de type III. Ceci
prouve la proposition 7.1.1.

Preuve du lemme 7.1.2.

1. La restriction de ¢ a C*(0O%) induit un état KMSs. Le point 1 découle
alors de la proposition 1.2 qui affirme que (C*(O%),0;) possede un et un
seul état KM Sg (noté ¢g).

2. Posons Ey = V*V. Comme C*(K/O) est commutative, Fy = VV*. Par
hypothese, pour chaque g € W/H, on a §,(V) = xm(g)V et 6,(V*) =
Xm' (9)V*. Donc E; = V*V est W—invariant et appartient a C*(O%).
Comme par hypothese F; est un projecteur, on définit un automorphisme
a de I'algebre réduite C* (0% ) g, = E1C*(O7%)E; en posant:

a(z) =VaV* Vo e C*(0})E,. (14)

Comme 0 < 4 < 1, la proposition 1.2 montre que I'adhérence faible de
C*(0O%) dans la représentation G.N.S de ¢g est un facteur de type III,
que nous noterons M. On peut alors identifier C*(O% ) & une sous-algebre
faiblement dense de M et étendre (de maniere unique) 1'état ¢z en un
état normal @g fidele sur M. Nous avons vu au début du paragraphe 4
que V € C*(K/O)H est fixé par tous les o;. Comme 1 vérifie la condition
K MSg, on constate alors que V' appartient au centralisateur de 1. Donc:

Vo € C*(O})E,, ps(VaV™) = p(VaV™) = (aV*V) = (x) = ps(x).
Ainsi, 'automorphisme « préserve ’état ¢ et se prolonge en un automor-

phisme de I’algebre de von Neumann réduite Mg, = E1 M E;. Nous verrons
plus loin que « est exterieur, ce qui est le point clef.

Lemme 7.1.3. Soit Q € P\ F, on pose:

(90)g =1, et VPeP\{Q}, (90)r=Q € Op. (15)

On note ainsi gq Uélément de W défini par [[pep(9Q)p. Alors on a:

pQEr = Eipg € Mg, a(E1pq) = Xm(9Q)E11q-
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Preuve. Rappelons que V' et V* appartiennent a C*(K/O) qui a été iden-
tifiée dans le paragraphe 4 & la C*—algebre engendrée par les e(vy). En
utilisant la relation (e) de la proposition 3.1, le lemme 4.2 et la proposi-
tion 5.1.5, on vérifie que:

Viug = p@bo(V*), Vypg = ugbe(V).

Mais comme les fonctions V, V* sont localisées dans F' et que Q € P\ F,
on constate que:

0(V) = 04q (V) = xm(9Q)V
0o(V*) =040 (V) = X' (90) V™.

On en déduit que pugV* = xm(90)V* 1o et pgV = xm'(9g)Vug. On ob-
tient alors immédiatement le lemme 7.1.3.

Nous avons vu au début de ce paragraphe qu’on pouvait identifier y,,
(localisé dans F) & un caractere de (O/NoO)* ot Ny = [[pep P* € O et
ko est un entier suffisamment grand. Pour chaque @ € P\ F, on peut
alors écrire : xm(Gg) = xm(Q) ol @ est identifié & son image dans
[Iper Op/(1+ P*Op) = (O/NoO)*.

Pour tout nombre complexe A de module 1, notons pp x I'automorphisme
de I'algebre de Toeplitz 7p défini par sa valeur sur le générateur pup:

PPA(1LP) = Aup.

Il préserve I’état g p. Rappelons que d’apres les propositions 1.1 et 1.2,
C*(O%) = ®pepTp et @3 = @pepps,p. Comme M est de type III, Mg, =
E1ME; est isomorphe a M. D’apres le lemme 7.1.3, 'automorphisme «
§’écrit, a automorphismes intérieurs pres, comme le produit tensoriel infini
suivant:

O =QQgF PQxm(@ dans Mre = Qqgr(Mq,¢s,q) (16)

ou Mg désigne le facteur de type I qui est I'adhérence faible de 7 dans
la représentation GN'S de ¢g,¢ (cf. proposition 1.2).

Nous désignerons par gxm Pélément de Out M = Aut(M)/Inn(M) dont
la classe est (Rqerld) ®qQgrF PQ .. (@)- Le lemme suivant (di a Connes, [6])
est crucial.

Lemme 7.1.4. L’automorphisme §X est extérieur relativement a g si et
seulement si le produit infini suivant ne converge pas absolument:

[[@-NE)P) A= xnPINEP)P) 7 (17)
Pep
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Preuve du lemme 7.1.4. Dans le facteur Mp (de type I) associé a
(7P, wp,p), 'automorphisme pp, (py est implémenté par un unitaire défini
comme opérateur diagonal dont I’ensemble des valeurs propres est { x.n(P)7,
j € N}. En évaluant I'état @g p sur cet unitaire, on obtient:

(1= N(P) )Yy (P)"N(P) ™ =
n=0
(1= N(P) )1 = xm(P)N(P)~ )~

Un critere de [6] permet alors de voir que la divergence de la valeur absolue
de (17) est équivalente & ce que [9; soit extérieur.

Rappelons que x,, est non trivial et 0 < g < 1. Démontrons alors que le
produit (17) n’est pas absolument convergent. Désignons par Q l’ensemble
des P de P tels que x,(P) # 1. On observe qu'il existe € > 0 tel que
pour tout P de Q, on ait: |xm(P) — 1] > . On vérifie alors que la non
convergence absolue du produit (17) est équivalente & la divergence de la

série Y pco %. 11 suffit donc de traiter le cas 8 = 1. Le produit:

H (1- Xm(P)N(P)_ﬁl)_l

PeP

converge absolument pour 8’ > 1 et sa limite quand 3 tend vers 11 est
non nulle (c’est la généralisation du théoréeme de Dirichlet sur les nombres
premiers: cf. [13], théoréme 2 page 313). Le produit eulérien

[[a-nE))

PeP

converge absolument pour 3’ > 1 (c’est la fonction (p; cf. [13], paragraphe
2 page 159). Ainsi le produit (17) diverge pour § = 1, donc pour tout
B €]0,1].

Revenons maintenant a la preuve du lemme 7.1.2. D’apres le lemme 7.1.4
et la formule (16), 'automorphisme o de Mg, donné par (14) est extérieur.
Ceci signifie exactement que:

{z € Mg, /| VYx € Mg,, o(x)z=zx}={0}. (18)

En outre, comme 1) est définie sur C#, on définit une forme linéaire L sur
ME, en posant:

Vo e C*(O0Y)E,, L(x)=¢((V).
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L’inégalité de Cauchy-Schwartz |L(z)[? < »(V*V)¢(x*z) permet de voir
que L se prolonge en une forme linéaire normale sur Mg,. Considérons
alors la décomposition polaire de L et I'isométrie partielle U de Mg, telle
que pour tout y de Mg,, L(y) = |L|(Uy) (cf. [22]). Le fait que V et 1) soient
or—invariants entraine que L, U et |L| le sont aussi. On peut alors appliquer
le théoreme de Radon-Nikodym aux deux poids finis de Mg, définis par
|L| et |pg|. La dérivée de Radon-Nikodym (D|L| : Dyg): appartient au
centralisateur de o5 et est de la forme h' ot h € Mp,. Ainsi:

Ve € Mg,, |L|(z)=pa(hz). (19)
La relation (18) et le lemme suivant montreront que hU = 0 puis L =0 ce
qui prouvera le point 2 du lemme 7.1.2.
Lemme 7.15. Pour tout x de Mg, on a: a(z)(hU) = (hU)x.

Preuve. Dans un premier temps, soient 2,7’ deux points de C*(O%})g,
(C Ck). Comme ) vérifie la condition KM Sg relativement a (Ck, oy), il
existe une fonction F; holomorphe bornée et continue sur la bande fermée
0 < Imz < 3, telle que:

Vte R, Fi(t) =¢((Va')ou(y')) = L(2'oe(y'))
Fi(t+iB) = ¢(o:(y')(Va')).

Rappelons que a(z’) = Va'V*. Comme V* est fixé par le flot oy, il appar-
tient au centralisateur de . D’ou:

oy (V') = (V Vo (y)(Va')) = (Vo (y)Va'V") =
L(ow(y")a(a"))-
Donc: Fi(t+i8) = L(ow(y")a(z")). Considérons maintenant deux éléments
quelconques z,y de Mg, . Comme L est une forme linéaire normale sur Mg, ,

ce qui précede montre 'existence d’une fonction F' holomorphe bornée et
continue sur la bande fermée 0 < Imz < 3, telle que:

Vt € R, F(t) = L(zo(y)), F(t+i08) = L(o:(y)a(z)).

En utilisant la relation (19) et l'identité L(z) = |L|(Uz) (z € Mg,), on
obtient alors:

ep((WUx)or(y)) = L(xoi(y)) = F(t), et
pp(hUo(y)a(z) = L(ow(y)a(z) ) = F(t +iB).

Mais @g vérifie la condition K MSs relativement au flot oy, donc pour tout
réel t on a:

F(t+if) = op(oi(y)(WUz)) = gs(hUo:(y)a(z) ). (20)
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Comme hU est fixée par le flot oy, il est dans le centralisateur de pg de
sorte que (20) entraine:

V(t,y) € R x Mp,, ¢p(ai(y)(hUz)) = ¢s(0t(y)(e(x)hU) ).

La fidélité de @3 entraine alors que hUz = a(z)hU pour tout = de Mg,, ce
qui prouve le lemme 7.1.2.

3. Rappelons que le caractere non trivial x., est localisé en F. Il suffit de
trouver une suite (V,,)nen d’isométries partielles localisées également en F’
telles que pour chaque n € N:

Vg e W/H, 04(Vn) = xm(9)Va; lim (Vi Vi) = 1.

n’—-+oo

En effet, pour tout a € Cf, , V;a appartient & C{ ;| = C*(O%). Le
point 2 montre alors que ¥(V,,(V,*a)) = 0 pour tout n € N, puis ¢(a) =
lim ) (V,,V*a) = 0.

L’identification C*(K/O)¥ = C(R)¥ (proposition 5.1.5) montre qu’on
obtient de telles isométries partielles V;, € C([] pcp Op ) C C(R) en posant
pour chaque (up,kp)per € [[pep Op X Z:

V, (H P—kpup> =Xm (H up> si r}glgl):<|kp| <n,

PeF PeF

V, (H P_kpup> =0 si I]?gléi%(|kp| >n
PEF

ou nous regardons y,, comme un caractere de W. Comme Y, est trivial
sur H on constate que les isométries partielles V,, ainsi définies sont bien
H —invariantes. Ceci termine la preuve du lemme 7.1.2.

O
7.2. Existence de I’état KM Sg

Comme la preuve est trés analogue a celle de [2] (pages 448-453), nous n’en don-
nerons que les grandes lignes. D’apres la proposition 1.2, C*(O%) s’identifie a la
sous-algebre réduite eC* (P4)e de C*(P4). On considere alors £ = C*(P4)e comme
un C*-module a droite sur la C*-algebre C*(O%.). Pour 3 > 0, on note H,,, I'espace
de Hilbert de la représentation GNS de ¢g, 'unique état KM Sg de (C*(O7), 04 ).
L’espace de Hilbert Hg = &£ Qc+(01) H,, est alors la complétion de & pour le
produit scalaire:

<Em>p=pp(<En>) VEneC.
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Comme & est un espace de fonctions sur A = P4/Pr = Pt /P#, il en est de méme
de chaque Hp. Pour tout a € A, on note alors ¢, la fonction caractéristique de
{a}. La famille (¢4)aca est normée et engendre un sous-espace dense de Hg. Pour
[ =1, c’est une base orthonormée et H; = [2(A). On a en particulier un vecteur
go correspondant & la fonction caractéristique du point base de A. Rappelons aussi
qu’on note ¢ la fonction module sur le groupe Py4.

La proposition suivante est analogue a la proposition 32 page 452 de [2].

Proposition 7.2.1.

1. Pour chaque 3 > 0 la C*-algébre C% (opposée de Cx ) admet une représen-
tation p dans Hg donnée par la convolution a droite avec 8812 f pour toute
fonction Pg—biinvam‘ante f sur PI"(’,

2. Le vecteur gy (=classe de Pg) est cyclique pour P;(' et sépare les points de
Crk; Uadhérence Crey de Creg est Uensemble des points fizes de Pg et
(Cr)" est le commutant de Pt dans Hg.

3. Le vecteur g définit un état, noté g, KMSg pour (Ck,o¢) via la formule:

Ya(z) =< p(x)eo,e0 > Vz € Ck.

Preuve. On utilise le lemme 30 de [2]. L’action de H = H(P;"; P3) par convolution
a droite donne une représentation p de H° dans I’espace engendré par les e, x €
Pg / Pg . C’est encore le cas en tordant I'action par I’automorphisme de H donné
par la multiplication par 6°/2. Il reste & prouver que cette nouvelle représentation
de H° dans Hp est involutive. Quand on la restreint & C*(K/O), on obtient (vu

que & = 1 sur les e(7)):
w0 (o 0)a=(o ") @)

Considérons N = {((1) ;) ‘T € K} (c’est un sous-groupe normal de P;t), notons

Hj,1 le sous-espace de Hg engendré par I'orbite Neg, et posons Hg s = ((1] 2) Hp 1
pour s € K. Alors Hg est 'adhérence de la somme directe orthogonale des Hg,s.
D’apres (21), 'endomorphisme p(vy) se diagonalise dans cette décomposition et
comme ’action & gauche de N sur Hg, s est unitaire, la restriction de p(y) & Hp,s
est unitaire. Maintenant le lemme 30b) de [2] permet de voir que la restriction de
p & C*(O%) est unitaire. Ainsi p est involutive et d’apres la proposition 3.2, elle
s’étend en une représentation de C9 dans Hg d’ott le premier point.

Le vecteur g¢ est cyclique pour PI}" par construction et sépare les points de C%
parce que l'action de H° (donc de C%) commute avec P;i. Finalement on obtient
aisément les points 2 et 3 en utilisant I’analogue des lemmes 16 et 17 de [2]. g

En combinant la proposition 7.2.1, la proposition 7.1.1, et le théoreme 5.3.1, on
obtient bien la totalité du théoreme 0.1.
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8. Preuve du théoréme 0.2 et application aux corps de nombres

Dans ce paragraphe nous fixons un caractere admissible x, au sens de la définition
5.1.3, de K/O. Pour chaque v € Qo on se donne donc un caractére admissible
Xv de K, /O, de sorte que pour tout v = @yeq,Vw de K/O = &K, /O,, on ait
x(v) = Hyxw(7w). Nous identifierons parfois x, & un caractere de K, trivial sur
O,. Rappelons qu’on a fixé une uniformisante m, de O, et que la restriction de
Xo & 7, 1O, est non triviale. La proposition suivante nous permettra d’établir plus
loin que pour 8 > 1 deux éléments distincts du groupe W/ H définissent deux états
KM Sj extremaux distincts de (C, o).

Proposition 8.1. Soit H un sous-groupe compact de W = Hveﬂo O; et x un
caractére admissible de K/O. On note du la mesure de Haar normalisée de H.
Soit g un élément de W wvérifiant, pour tout v de K/O:

/H X(uy)du = /H x(guy)du.

Alors g € H.

Preuve. Raisonnons par I’absurde et supposons g ¢ H. Nous aurons besoin de deux
lemmes intermédiaires.

Lemme 8.2. [ existe une partie finie S de Qo et un entier naturel non nul m
tels que:
Vu = (Uy)veqo € gH, FvE€Qo, vl —uy) <m-—1. (22)

Preuve. Notons vy, vs,... les éléments de Q». Raisonnons par 1’absurde et sup-
posons que le résultat est faux. Alors on construit aisément une suite u(n) =
(uyp(n))vene indexée par n € N de points de gH telle que:

) 1

VneN, Vjie{l,...,n}, |1—uy(n)|y, SE'
Ceci exprime que la suite u(n) converge dans W vers (1,1,1,...,). Comme gH
est compact, on obtient alors que (1,1,1,...,) appartient & gH ce qui contredit
I’hypothese g ¢ H. Ceci prouve le lemme 8.2. (|

Lemme 8.3. Fizons S et m comme dans le lemme 8.2. Soit I le sous-groupe fini
de K/O défini par I = @yesm, ™Oy/O,. Pour chaque u € W, on désigne par x%
la restriction ¢ I du caractére x* = x(u.) Alors il existe u € gH tel que X = x™.

Preuve. Notons F le C-espace vectoriel des applications de I dans C. L’hypothese
de la proposition 8.1 entraine 1’égalité suivante dans F :

/Wdu:/ ¥ du. (23)
H gH
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Munissons alors F du produit scalaire hermitien:

(1:9) ~ Gy LT
1€

Raisonnons par ’absurde et supposons que pour tout u de gH, X # x%. Comme le
groupe [ est fini, deux caracteres distincts de I sont orthogonaux pour ce produit
scalaire ([17], théoréme 3 page 28). En faisant le produit scalaire (dans F) des deux
membres de 1’égalité (23) par X on obtient exactement:

p(V)=0 (24)

ou (V) est la mesure de Haar (dans H) du sous-ensemble V = {u € H; x" =X}.
Or, en utilisant la définition de I on voit que V contient 'ouvert non vide de H
défini par:

{u=(uv)veo € H, /Vv € Sv(l—uy,) >m}.

Ceci contredit 1’égalité (24) et prouve le lemme 8.3. O

Maintenant nous pouvons terminer la preuve de la proposition 8.1. D’apres le
lemme 8.3 il existe u € gH tel que ¥ = x*. A cet élément u le lemme 8.2 associe
une place v € S et un z, € O, tels que u, = 1 + x, avec v(z,) < m — 1. Comme
Xv est admissible, il existe y, € K, de valuation -1 tel que x,(y,) # 0. Posons
alors v, = y, /2, de sorte que v(7,) > —m et notons v I'image de 7, par U'injection
K,/O, — K/O. Par construction « appartient a I et on a:

X(uy) = Xo (U yw) = Xo (1 + 20)1) = Xo (W) + Xo(To1w) =
Xo (V) + Xo (Yo) # Xo(T0)

car par hypothese x,(y,) # 0. Donc x et x* ne coincident pas sur I d’ou une
contradiction. Ceci prouve la proposition. O

Le théoreme 0.2 découle du théoreme 8.4 et de la proposition 8.5 ci-dessous:

Théoréme 8.4. Soit H un sous-groupe compact de W. Alors, le groupe W/H
agit sur la C*-algebre CE = Cr (P, PH)H des points fizes de H et commute avec
(01),t € R. De plus:
1. Pour tout 8 > 1, le groupe W/H paramétrise bijectivement ’ensemble des
états KM Sg extremauz.
2. Pour tout 3 €]0,1], il existe un et un seul état KMSgz de (CH o;). Un tel
état est W/ H -invariant.

Preuve. Comme H agit trivialement sur C | le groupe W/ H agit bien sur C¥ et
il est clair que I'action commute avec oy pour tout ¢t € R. Distinguons deux cas:

1. Supposons 3 > 1. Pour chaque u de W, considérons 1'état KM Sz ¢g.u

de Ck introduit dans le théoréme 5.3.1. Par restriction, il induit un état
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KMSgz de C#. Comme 7, = 71 o 0, on constate que pour tout u’ de
uH, Phaon = Bl y- L’étude de la représentation GNS de ¢g.4

i of
est presque identique a celle de ¢g, menée dans la preuve du point 2 du
théoreme 5.3.1. On vérifie aisément que 1’état P8, est encore factoriel
K
de type I, donc extremal.
Prouvons alors que ’application u — PBu o est injective sur W/H.
K

Soient donc u,u’ € W tels que g4 = gpﬁﬂ%cH. En procédant comme
K

Icf
dans la preuve du point 3 du théoreme 5.3.1 on vérifie que pour tout x de
o

<7,T\;(I)51,51 >=< ﬁ(I)El,El > . (25)

Considérons alors un élément quelconque v de K/O et ”sa projection”
z = [, 0,(e(y))dv dans C. D’apres le lemme 4.2, on a z = [, e(vy)dv.
En appliquant 1’équation (25) & ce  on obtient:

[ xtende = [ et
H H

pour tout v de K/O. La proposition 8.1 appliquée au caractere x* montre
alors que u~'u’ € H et donc que u et u’ sont égaux modulo H. Ceci prouve
I'injectivité de u € W/H — g,

loff”

Prouvons la surjectivité. Soit donc v un état K M Sg de (C’I@I, o¢). Rappe-
lons que, d’apres la proposition 4.1, C*(07 ) s’identifie & la sous-algebre de
CH formée des points W/H —invariants. Les deux états K M Sg suivants de
ci:

Yo byudu, et / PBun du
W/H W/H K
sont invariants sous l'action de W/H. Ils sont donc déterminés par leur
restrictions a la sous-algebre C*(07% ) qui admet un unique état KM Sy (cf.
proposition 1.2). On conclut alors exactement comme dans la preuve du
point 3 du théoreme 5.3.1.

. Supposons [ €]0, 1]. L’unicité de 'état K M Ss a déja été établie dans le pa-

ragraphe 7.1. D’apres la proposition 7.2.1, il existe un (unique) état K M S3
s sur Ck, qui induit par restriction un état KM Sg sur C[Ig . Ceci prouve
le théoreme.

O

Nous allons appliquer le résultat précédent a un corps de nombres K dont

I’anneau des entiers O est principal. On prend alors O = O, c¢’est-a-dire que Qo
est exactement I’ensemble des places non archimédiennes de K. Rappelons qu’on
note r; le nombre de places réelles de K, Uk le groupe multiplicatif des unités de
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Ok, et U}E le sous-groupe de Uk constitué des unités totalement positives. Enfin
Cl} désigne le groupe des idéaux fractionnaires de K modulo les idéaux principaux
engendrés par un élément totalement positif.

Proposition 8.5. Soit K un corps de nombres dont l’anneau des entiers O est
principal. Soit G = Gal(K*/K) le groupe de Galois abélien de K. Alors:

1.

2.
3.

On dispose d’une suite ezacte:
0—>N—>W—§>g—>01;—>0 (26)

et le groupe Cl} des classes d’idéaur étendu de K est un 2-groupe fini de
cardinal 2" Uy : U] L.

St K est totalement imaginaire, la fleche s est surjective.

Si K est un corps quadratique imaginaire, le noyau N s’identifie a Uk et
la C*-algebre C¥ s’identifie o C;(Pk, Po).

Remarques

Preuve
1.

Si lanneau des entiers de K n’est pas principal (ce qui est équivalent &
dire que le groupe des classes d’idéaux de K est non trivial), on est obligé
d’enlever des places non archimédiennes a Q¢ et le conoyau de § n’est plus
fini.

Il y a exactement neuf corps quadratiques imaginaires dont ’anneau des en-
tiers est principal (cf. [10], 12.4.13). La théorie de la multiplication complexe
(cf. [5], I3) permet de décrire plus précisément K" dans ce cas. Un exemple
de cette situation est K = Q(i) et O = Z[i]; dansce cas O* = {1, —1,14, —i}.

de la proposition 8.5.

La fleche § s’obtient en composant la fleche s (paragraphe 6.2, définition
(11)) avec I'isomorphisme W — G = [[,cq,, G, (qui vient de la théorie de
Lubin-Tate). Le conoyau de § est donc celui de s, étudié dans le paragraphe 6
(proposition 6.2.3). D’apres [9] (chapitre VI.3), I'extension abélienne maxi-
male de K non ramifiée aux places finies a pour groupe de Galois Cl} et
de plus, Cl}./Clg est un 2-groupe d’ordre 2" [Ug : Uyt Comme Ok est
principal, le groupe des classes d’idéaux Clg est trivial d’ou le résultat.
En particulier, si K est totalement imaginaire, on a r; = 0 et Ug = U;.
Ainsi, le conoyau de § est trivial et § est surjective.

Le noyau de 'application d’Artin Cx — G est la composante connexe D
du neutre ([5], 5.6 page 173). Si K est un corps quadratique imaginaire, il
n’y a qu'une place archimédienne et D est donc simplement constituée des
classes d’ideles de la forme (a,b,b,---,...) ou b € K* et a € C*. Un idele
de la forme (1, (uy)veq, ) est de cette forme modulo K* si et seulement s’il
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existe a’ dans O* tel que u, = a’ pour toute place v de Qp. Ainsi, le noyau
de § est bien I'image de O* dans W.

Le fait que C§" s’identifie & C(Pg, Po) résulte d'un calcul aisé, ana-
logue & celui de [2] (égalité (36) page 454).

O

Remarques

1. Il peut arriver que § soit surjective méme si K a des places réelles. C’est
le cas pour K = Q et K = Q(+/2), mais pas pour K = Q(+/3), comme
le montre le calcul de [Uk : U;] pour ces corps. Un critére général pour
calculer [Uk : U;] dans le cas d'un corps quadratique sur Q se trouve
dans [9], théoreme VI.3.2.

2. Si K est un corps de nombres différent de Q dont ’anneau des entiers O
est principal, la fleche § (correspondant & O = O ) n’est jamais injective.
En effet comme K a au moins deux places archimédiennes, le théoreme
des unités de Dirichlet ([5] page 72) montre qu’ il existe une unité a €
Uk distincte de 1 et —1 de sorte que b = a? est totalement positif et
distinct de 1. Donc 'image dans Cx de lideéle Iy = (1/b,...,1/b,1,1,...)
(obtenu en mettant 1/b aux places archimédiennes et 1 aux places finies)
appartient & Dg. Comme 'ideéle I est dans la méme classe modulo K* que
(1,1,...,b,b,...), Pélément non trivial (b, b,b,...) de W est dans le noyau
de s.
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