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Je regroupe ici quelques réflexions sur les angles des quadrilateres qui
voient la convergence de trois themes : la question des invariants telle qu’elle
apparait dans mon livre (voir [5] Ch. 7), un exercice, réputé tres difficile,
que m’avait soumis Guy Henniart il y a quelque temps déja et une question
rencontrée dans 1’étude de la mesure de la méridienne.

Introduction

L’objectif de ce texte est I’étude des quadrilateres du plan modulo si-
militude ou modulo similitude directe. Dans un premier temps, on appelle



quadrilatere la donnée de quatre points A, B, C, D distincts, mais il est clair
qu’il faudra faire des hypotheses (par exemple, que les points ne sont pas
tous alignés, ou qu’ils sont en position générale, c’est-a-dire que trois quel-
conques sont non alignés, ou enfin que ABC'D est convexe). L’ensemble des
quadrilateres est évidemment de dimension 8 (dans tous les cas évoqués, il
contient un ouvert de (R*)*) et il s’agit de décrire le quotient de cet ensemble
modulo similitude. Comme le groupe des similitudes (directes ou non) est de
dimension 4, on s’attendﬂ a ce que le quotient soit aussi de dimension 4.
Un quadrilatere modulo similitude doit donc étre repéré par 4 invariants et
ici les invariants les plus naturelsﬂ sous le groupe de toutes les similitudes
(resp. des similitudes directes) sont les angles non orientés (resp. orientés).
Attention, les quatre angles les plus immédiats, ceux que font les cotés en
les sommets, ne suffisent évidemment pas (on pensera au cas des rectangles)
et il faut prendre en compte les diagonales. Précisément, voir [2.§| ci-dessous,
on va choisir comme invariants huit angles mettant en jeuE| A, B,C,D, en
respectant les symétries combinatoires du probleme. Comme le quotient est
de dimension 4 il y aura des relations entre ces angles, celles exprimant que
la somme des angles de certains triangles vaut m, évidemment, mais aussi
d’autres un peu plus cachées.

1 Rappels sur les angles

On travaille dans le plan affine euclidien orienté P (on note (u|¥) le pro-
duit scalaire de @ et ¥) et on note SimP (resp. Sim* P) le groupe des si-
militudes (resp. des similitudes directes) de P. Le groupe Sim™ P est un
sous-groupe distingué d’indice 2 de Sim P et, en utilisant les réflexions, on a
une décomposition en produit semi-direct Sim P ~ Sim* P x {1, —1}.

1. En général il faut prendre garde aux stabilisateurs. Par exemple, ’espace des cercles
du plan est de dimension 3, comme le groupe des isométries, mais le quotient par ce groupe
est de dimension 1, repéré par le rayon, a cause de I'invariance d’un cercle par le groupe
des rotations autour de son centre.

2. Il y a aussi les rapports de longueurs qui peuvent étre plus pertinents pour 1’étude
des cas dégénérés ou des points viennent a coincider, voir 'annexe 1 §3

3. Il y a six droites définies par les quatre points et elles ont trois autres points
d’intersection : E = (AB)N(CD), F = (AC)N(BD) et G = (AD)N(BC), mais les angles
en F. F, G peuvent étre éliminés en utilisant la somme des angles de certains triangles.



1.1 Rappels sur les angles orientés

1.1.1 Définition

Les invariants associés aux similitudes directes sont les angles orientés de
VecteursE] pour lesquels nous renvoyons le lecteur a [3]. Rappelons que 'angle
de deux vecteurs non nuls, noté (@, v/), est ’élément 6 de R/27Z qui est tel
que la rotation vectorielle d’angle 6 envoie /||| sur ¥/||¢]|. Le plus souvent
on choisira un représentant (dit canonique) de 6 dans | — 7, +=]. On identifie
R/27Z au groupe U des nombres complexes de module 1 via ’exponentielle :
0 — e = cosf + isinf. Un angle orienté est donc défini par son cosinus et
son sinus.

Les angles orientés sont invariants par les similitudes directes et changés
en leurs opposés par les indirectes. Une autre propriété essentielle des angles
orientés est la relation de Chasles :

1.1 Proposition. Soient u,v,w des vecteurs non nuls. On a la relation
(@) = (3,7) + (7).

1.1.2 Signes

Comme on a choisi une orientation du plan (par exemple en fixant une
base orthonormée directe 7, ;) on a une notion de signe d'un angle orienté
a = (u,v) # 0,7 (voir [3] 3.4), qui est le signe de sin« ou encore celui de
det; >(@, ¥) ou encore le signe du représentant canonique de v dans | — , 7.

1.1.3 Quelques résultats

Voici d’abord un résultat bien naturel sur les signes :

1.2 Proposition. Soient A, B deuz points distincts et C,D deux points
situés du méme coté de (AB) (resp. de part et d’autre). Alors (1@,1@)
et (1@,@) sont de méme signe (resp. de signes contraires).

Démonstration. Voir [3] 3.4.4. C’est facile en utilisant un repere orthonormé
direct ;,j avec Zporté par E et j’dans le demi-plan contenant C'.

Rappelons aussi la version orientée de la somme des angles d’un triangle :

1.3 Proposition. @)@'ent A,_I;, C trois points distincts. On a la formule o :=
(AB,AC) + (BC, BA) + (CA,CB) = r.

4. Ou de demi-droites.



—
Démonstration. On utilise I'invariance par symétrie centrale qui gnne (CA, C@ ) =
(1@, B?), puis la relation de Chasles, et on obtient o = (/@, BA) = .

Notons ensuite deux lemmes qui précisent les questions de signes :

1.4 Linme. Soit_/)lBC un tm’angle. Les trois angles o = (@,1@), B =
(B?, BA), v = (CA, C@) sont de méme signe.

Démonstritfon. Voir [3] 3.4.5. Comme on a BC = B—./Zl—l-z@ ona det(B?, Ezl) =
det(@, BA) = det(A ,1@) et le résultat.

Voici maintenant un critere d’intersection employant les angles orientés :

1.5 Lemme. Soient A, B deux points distincts et [Azx),[By) deux demi-
droites non portées par (AB). On pose 8 = ([AB), [Az)) et ¢ = ([By), [BA)).
Alors les demi-droites [Ax) et [By) se coupent en un point C' si et seulement
510, ¢ et 0+ sont distincts de 0,7 et de méme signe. Dans le cas A = (0,0)

et B=(1,0), on a C = S.IDQOCOSQ; s‘1n<psm€ .
sin(6 + o) sin(6 + )

Démonstration. Si les demi-droites se coupent en C' on conclut par le lemme
précédent. Inversement, si 6 et ¢ sont de méme signe les demi-droites sont
dans le méme demi-plan limité par (AB). Comme 0 + ¢ est différent de 7
les droites (Ax) et (By) se coupent en C. Si C' était dans I'autre demi-plan,
par le sens direct, les angles m — 0, m — ¢ et 2w — 0 — p = —0 — © seraient de
méme signe et c¢’est absurde.

Comme on a C' = (AC cos, AC'sin#), la version explicite résulte de la
formule des sinus, voir ci-dessous [1.14}

1.2 Rappels sur les secteurs et les angles non orientés

1.2.1 Définition

On s’intéresse maintenant aux angles non orientés. On a la définition
suivante :

1.6 Proposition-Définition. Soient A, B, C' trois points distincts. On note
U = /@/H@H et U = @/H@H les vecteurs unitaires associés. L’angle
ABC est le réel de [0, n] défini par la formule (4|V) = cos ABC. C’est aussi

la valeur absolue du représentant canonique de l’angle orienté (1@, 1@)

5. C’est-a-dire trois points non alignés.



1.7 Remarques. 1) Si les points sont alignés, I'angle est égal a 7 si B est
entre A et C' et nul sinon.

2) Les angles non orientés sont invariants par les similitudes directes et
indirectes.

3) L’ensemble des angles est paramétré, au choix, soit par un nombre
a € [0,7], soit par cosa € [0, 1], soit encore par le couple (cosa,sina) €
[—~1,1] x [0,1] vérifiant cos? o + sina = 1. En effet, 'application donnée
par cosinus et sinus est une bijection de l'intervalle [0, 7] sur le demi-cercle et
c’est méme un difféomorphisme de l'intervalle |0, 7| sur le demi-cercle ouvert.

1.2.2 Angles et secteurs

Rappelons que le secteur saillant défini par les points A, B, C' distincts
est U'intersection des demi-plans fermés limité par (AB) et contenant C' et

(AC) contenant B. Il est noté [@] Si les points sont alignés, on dit que
le secteur est plat si B est entre A et C' et nul sinon.

1.8 Proposition. Soient A, B, C des points distincts, [A/B\C’] le secteur qu’ils
déterminent et T’ l’argi\ntemection de ce secteur et du cercle de centre A et
de rayon 1. L’angle ABC' est égal a la longueur de T'.

Démonstration. Voir [3] Annexe 3, Th. 4.1 ou :
https://www.math.u-psud.fr/~perrin/Projet-geometrie/Coursangles.pdf

Sur les secteurs, le lemme essentiel est le suivant (voir [2]) :

1.9 Lemme. Soit [A/O\B] un secteur saillant et soit C' un point de ce secteur,
non situé sur les demi-droites [OA) et [OB). Alors, les points A et B sont
situés de part et d’autre de la droite (OC') et, plus précisément, le segment
[AB] coupe la demi-droite [OC).

1.2.3 La relation de Chasles géométrique

C’est le résultat suivant pour lequel on renvoie a :
https://www.math.u-psud.fr/~perrin/Projet-geometrie/Coursangles.pdf

1.10 Proposition. Soient [A/O\B] un secteur saillant et C' un point du plan,
distinct de O. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) On a la relation de Chasles géométrique : AOB = AOC + COB.

2) Le point C' est dans le secteur [A/O\B]

3) Les points A et B sont de part et d’autre de (OC') et on a AOC +
C’/OE <.


https://www.math.u-psud.fr/~perrin/Projet-geometrie/Coursangles.pdf
https://www.math.u-psud.fr/~perrin/Projet-geometrie/Coursangles.pdf

1.2.4 Somme des angles d’un triangle
1.11 Proposition. Soit ABC un triangle. On a BAC +CBA+ ACB = .

Démonstration. Cela résulte de [.3 et [1.4]

1.2.5 Un critere d’intersection

Le lemme suivant est une variantef non orientée de [L.3 :

1.12 Lemme. Soient A, B deux points distincts et [Ax) et [By) deuz demi-
droites situées dans un méme demi-plan ouvert limité par (AB). Alors ces
demi-droites se coupent en un point C' si et seulement si on a tAB+yBA <
.

Démonstration. La nécessité de la condition provient de la somme des angles
du triangle ABC'. Pour voir qu’elle est suffisante, posons 6 = ZAB et Y =
@. Comme on a 0 + ¢ < 7 les droites (Azx) et (By) ne sont pas paralléles,
donc se coupent en C. Si C' était dans 'autre demi-plan, les angles en A, B
de ABC seraient m — 6 et m — ¢ et leur somme serait < 7. On aurait donc
0+ ¢ > 7 et c’est absurde.

1.2.6 La relation des sinus

La relation suivante est bien connue :

1.13 Proposition. Soient A, B, C trois points non alignés. On pose a = BC,
b=CA, ¢c = AB, a = BAC, f = CBA et v = ACB. On a a relation

sina  sinf  sinvy

a b c

Démonstration. Cela résulte des formules donnant ’aire du triangle comme :
A(ABC) = AB x AC x sin v qui elles-mémes viennent de la formule base x
hauteur /2.

On a une variante orientée de la relation :

1.14 Proposition. Soient A, B, C trois pointsgn alz’gnésﬁn pose a = BC,
b=CA, ¢ = AB, a = (AB,AC), 3 = (BC, BA), v = (CA,CB). On a la

sina  sinff  sinvy

relation
a b c

Démonstration. Cela résulte de la formule de [1.13] en notant que les trois
angles ont méme signe (voir [L.4).

6. Et on peut aussi le prouver en utilisant [1.5



2 Classification des quadrilateres

2.1 Quadruplets ou quadrilateres
2.1.1 Distinguer les deux notions

Les objets que nous étudions principalement ici sont les quadruplets
X = (A, B,C, D) de points de P. Deux groupes operent naturellement sur
ces objets : le groupe des similitudes SimP et le groupe symétrique Gy .
Lorsqu’on a un quadruplet X = (A, B, C, D), on définit ses cotés qui sont les
segments [AB], [BC], [CD] et [DA] et ses diagonales qui sont [AC] et [BD].
Considérer le quadrilatere associé a ce quadruplet consiste a confondre les
quadruplets obtenus en parcourant les points A, B, C, D soit en respectant
I'ordre mais en changeant de point de départ, soit en utilisant l'ordre in-
verse, opérations qui respectent cotés et diagonales. La proposition suivante
précise les permutations qui vérifient cette propriété et permet de formaliser
la définition des quadrilateres :

2.1 Proposition-Définition. Soit X := (A, B,C, D) un quadruplet de points
de P, o0 €&y eto(X)=(c(A),0(B),c(C),a(D)) l'image de X par o.

Le sous-groupe de &4 des permutations de A, B,C, D qui transforment
respectivement cotés et diagonales de X en cotés et diagonales de o(X) est le
groupe diédral Dy, formé de l'identité, des permutations circulaires (ABC D)
et (ADCB), de leur carré (AC)(BD), des transpositions (AC') et (BD) et
des deux doubles transpositions (AD)(BC) et (AB)(CD).

On dit que X et o(X) définissent le méme quadrilatére si les ensembles de
leurs cotés et de leurs diagonales sont égauz ou, ce qui revient au méme, si o
est dans Dy4. Un quadrilatere est donc un élément de l’ensemble quotientlz]
de P* par Dy. On note ABCD le quadrilatére associé a (A, B,C, D). Les
points A, B,C, D sont ses sommets.

Démonstration. 11 est clair que ces permutations conservent cotés et diago-
nales (il suffit d’avoir 'image du carré pour s’en convaincre). Inversement,
si G est le groupe qui conserve, c’est un sous-groupe de &4 contenant Dy,
donc de cardinal multiple de 8 et diviseur de 24, I'unique solution autre que
D, est &4 lui-méme. Mais on voit que la transposition (AB) change le c6té
[BC] en la diagonale [AC] donc n’est pas dans le groupe.

2.2 Définition. On appelle D} le sous-groupe des “mtationsﬁ” engendré

7. En fait, on réservera le mot quadrilatere au cas ou les points sont en position générale,
voir

8. Ce mot fait évidemment référence a la représentation de D4 comme groupe des
isométries du carré.



par (ABCD).

2.3 Remarques. 1) Comme quadrilatere, ABC'D est donc égal & BCDA (et
ses permutés circulaires), ainsi qu'a ADCB (et ses permutés circulaires),
c’est-a~-dire ABC'D parcouru dans 'ordre inverse.

2) Le quotient &4/Dy est formé des images de I'identité et des transposi-
tions (AB) et (BC). A partir d'un quadrilatere ABC'D on obtient donc par
permutation trois quadrilateres : ABC'D, BACD et ACBD.

2.1.2 Les trois types de quadrilateres

Commencons par préciser quelques définitions et notations :

2.4 Définition. 1) On dit que A, B,C, D sont en position générale si
trois quelconques d’entre eux sont non alignés. Cette propriété est invariante
sous l’action du groupe Gy.

2) On dit que ABCD est un quadm’latémﬂ convemem si A, B,C, D sont
en position générale et si les diagonales [AC] et [BD] se coupent.

3) On dit qu’un quadrilatére ABC'D est concave si A, B,C, D sont en
position générale et si l'un des sommets est dans [’enveloppe convexe des
autres (i.e. a lintérieur du triangle formé par les trois autres).

4) On dit qu’un quadrilatére ABCD est croisé si A, B,C, D sont en po-
sition générale et si deux des cotés ont une intersection autre qu’un sommet.

2.5 Proposition. Soient A, B,C, D quatre points en position générale. On
a les possibilités suivantes :

1) Quitte a permuter les sommets on peut supposer le quadrilatere ABC' D
conveze. Dans ce cas les deur autres BAC'D et ACBD sont croisés.

2) L’un des sommets est dans 'enveloppe convexe des trois autres. Dans

ce cas les trois quadrilateres ABCD, BACD et ACBD sont concaves.
Démonstration. Voir [6] Ch. 5 Rem. 1.12 et les figures [l et [2| ci-dessous.

2.6 Remarque. Si ABCD est croisé, il y a deux cas :
e Si les cotés [AD] et [BC] se coupent, c’est BAC'D qui est convexe.
e Si les cotés [AB] et [C'D] se coupent, c’est ACBD qui est convexe.

9. La propriété est invariante sous ’action du groupe Dy et c’est donc bien une propriété
du quadrilatere ABCD.
10. On se reportera & [6] 1.7 pour d’autres caractérisations de la convexité.
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FIGURE 1 — Les trois quadrilateres du cas convexe-croisé
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FIGURE 2 — Les trois quadrilateres du cas concave

2.7 Notations. 1) On note Qg 'ensemble des quadruplets de points dis-
tincts de P.

2) On note Qg I'ensemble des quadruplets de points de P non tous alignés.

3) On note Q, l'ensemble des quadruplets de points de P, en position
générale et Zg I’ensemble des quadrilateres correspondants.

4) On note Q l'ensemble des quadruplets (A, B,C, D) tels que ABCD
soit convexe et Q lensemble des quadrilateres convexes. On note de méme
Q, (resp. Q,) les quadruplets donnant naissance a des quadrilateres concaves
(resp. croisés).

2.2 Les angles d’un quadruplet
2.2.1 Notations

Pour éviter la profusion de notations, nous noterons de la méme maniere
les angles orientés ou non orientés d'un quadruplet :

2.8 Notations. Soient A, B, C, D quatre points distincts.
_1}) Dans le cas orienté, on pose a;(@,ﬁL 1@ zﬁ )
(BA, BD), 8 = (BD, BC), v = (CB,CA), 4 = (O4, cﬁ ?,

et & = (D ,ﬁél) On notera ¢(A, B,C, D) l'octuplet («, « ,ﬁ

DBU‘LII
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2) Dans le cas non orienté, on pose o = @, o = B/A\C, g = @,
B8 = CBD,~v = ACB, v = DCA, 6 = BDC et ¢ = ADB. On notera
q(A, B,C, D) loctuplet (a, o, 3,...,0").

2.9 Remarque. Lorsqu’il y aura un risque de confusion nous préciserons dans
quel cadre nous travaillons (orienté ou non orienté). Lorsque les deux types
d’angles apparaissent en méme temps nous noterons |a|, |@'|, etc. les angles
non orientés associés aux angles orientés «, o, etc. et |¢] 'octuplet non orienté
associé a ¢.

Dans la figure de gauche ci-dessous, les angles orientés sont tous positifs
(l'orientation est choisie pour que le sens trigonométrique soit positif). Dans
celle de droite les angles coloriés en vert sont positifs et ceux en orange sont
négatifs.

o' =60
FIGURE 3 — Un cas convexe

FI1GURE 4 — Un cas non convexe

2.2.2 Angles d’un quadrilatere

On reprend les notations de[2.8|et on explicite le comportement des angles
sous l'action du groupe Dy :

2.10 Lemme. Un angle orienté o, d/,...,d est transformé de la maniére
sutvante par un élément o € Dy :

1) Le nom de l’angle est transformé comme l'indique [’action de o sur les
sommets.

10



2) L’accentuation (prime ou mon) est conservée si o est dans Df et
changée sinon.
3) Le signe de l’angle est conservé si o est dans D et changé sinon.

Démonstmtioni;’est une simple vérification. Par exemple a = (1@, 1@)
devient_}ﬁ = (BA, @) par ¢ = (ABCD) mais par 0 = (AC) il devient
(CD,CA) = —.

2.11 Remarque. Considérer le quadrilatere ABC'D revient a identifier les
quadruplets qui sont dans une méme orbite sous Dy4. Du coté des angles, cela
signifie qu’on identifie (o, o/, 8, 5, 7,7, 9,8") a (B, 5, 7,7, 9,8, o, &) et a ses
permutés circulaires, mais aussi a (—o/, —«, —0', —0, =/, —v, =, =) (qui
correspond au parcours des sommets dans l'ordre inverse A, D,C| B)) et a
ses permutés circulaires.

La situation est la méme dans le cas non orienté, mais sans question de
signe :

2.12 Lemme. Un angle non orienté «, o/, ..., ¢ est transformé de la maniére
suivante par un €lément o € Dy

1) Le nom de l’angle est transformé comme l'indique ’action de o sur les
sommets.

2) L’accentuation (prime ou mon) est conservée si o est dans Df et
changée sinon.

2.3 Caractérisation des divers types de quadrilateres
en termes d’angles orientés

L’alignement de trois points se traduisant par le fait que les angles (orientés
ou non) qu'ils définissent sont égaux a 0 ou 7, on a le lemme suivant :

2.13 Lemme. Soient A, B, C, D quatre points distincts de P et (a, o/, ..., d")
les angles associés (orientés ou non).

1) Les points A, B,C, D sont tous alignés si et seulement si les angles
sont tous égaux a 0 ou .

2) Les points A, B, C, D sont en position générale si et seulement si aucun
angle n’est égal a 0 ou 7.

Voici ensuite un résultat important qui concerne les signes :

2.14 Proposition. Si A, B,C, D sont quatre points en position générale,
les angles orientés 3,y + ', 8, (resp. v',0 + &', «, resp. &', + o, 3, resp.
o, 8+ p',v) sont distincts de 0,7 et de méme signe. Ces conditions sont
notées respectivement Sy, Sg, Sc et Sp.

11



Démonstration. Celarésulte de[l.4appliqué aux triangles BC'D, CDA, DAB
et ABC.

Voici maintenant une caractérisation des divers types de quadrilateres en
termes de signes des angles orientés :

2.15 Proposition. Soient A, B, C, D quatre points de P en position générale
et soient (o, ,...,0") les angles orientés associés (qui sont # 0,7 en vertu
de . On note € l'un des signes + ou —.

1) Le quadrilatére ABCD est conveze si et seulement si les angles sont
tous de méme signe.

2) Le quadrilatere ABCD est concave si et seulement si deux des angles
sont de signe € et les six aulres de signe —e.

3) Le quadrilatere ABC'D est croisé si et seulement si quatre des angles
sont de signe € et les quatre autres de signe —e.

Démonstration. Comme les trois cas recouvrent toutes les possibilités, il suffit
de prouver les assertions dans le sens direct.

1) Comme ABCD est convexe, les points B et D sont de part et d’autre
de (AC), de sorte que les angles « et o sont de méme signe en vertu de
Comme les diagonales [AC] et [BD] se coupent en un point £, 'application
de au triangle ABE montre que o et § sont de méme signe. La répétition
de 'argument donne le résultat.

2) Si ABCD est concave avec, disons, D intérieur au triangle ABC, le
lemme [I.9) montre que A et C (resp. B et C) sont de part et d’autre de (BD)
(resp. (AD)). Le lemme montre alors que les angles § = (m, ﬁ),
§ = (Bg, 1721) et =0 — 9 = (ﬁ, 58) sont de méme signe, disons €. Avec
appliqué dans ABD et BC'D on en déduit que 3 et 8’ sont de signe € et
ce signe est aussi celui de 8+ 3’ par [L.2] donc celui de o’ et v par 2.14] En
revanche, « et 4/, qui sont du signe de § + ¢’ = (DC, DA), sont de signe —e
et on a le résultat annoncé. On notera que a + o’ et v+ ' sont de signe e.

3) Si ABCD est croisé et si, disons, [AB] et [C'D] se coupent, le quadri-
latere A1B1C1 Dy = ACBD est convexe et ses angles sont de méme signe,
disons €. Or ces angles sont a+ o', —a/, v, —y—+', —5—0', 5, —d et 6+ 6.
Avec 2.14 on en déduit que les angles a, 3,7, sont de signe € tandis que
o, B, 7,0 sont de signe —e.

2.16 Remarque. Au passage, on a montré un résultat sur les sommes du type
a—+a’ qui représentent les angles de ABC'D en ses sommets : elles sont toutes
de méme signe dans le cas convexe, trois sont de signe € et une de signe —e
dans le cas concave et deux sont de chaque signe dans le cas croisé.
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2.4 Les relations entre les angles dans le cas orienté

Les premieres relations proviennent directement de la somme des angles

des triangles appliquée dans les triangles BCD, CDA, DAB, ABC :

2.17 Proposition. Soient A, B,C, D quatre points distincts. On a les rela-
tions Ra : B'+y+7'+d=m, Rp : ¥ +0+0+a=m, Rec : 0 +atd’'+8=m
etenfin Rp : o/ + B+ 05 +~v=m.

2.18 Remarques. 1) Les relations ci-dessus ne sont pas indépendantes, on a
Ra+Re =Rp+Rp (lasomme de tous les angles est égale a 27). En termes

matriciels, la matrice des relations R4, R, Rc, Rp sur o, o/, 3,3, v,7,6,8
00011110

est M = et elle est de rang 3.

1
1
0

e e )
— = O
_ o O
— o O

1 11
0 01
000

2) Il y a d’autres relations, conséquences des quatre précédentes, par
exemple Rs5 : B+’ = d++' (obtenue en écrivant Rc — Rp) et Rg: v+ =
a + ¢’ (obtenue en écrivant R4 — Rp), évidentes aussi en utilisant le point

central. Un petit programme montre que les six quadruplets ainsi trouvés
sont les seuls qui donnent des matrices 4 X 4 de rang < 3.

On a d’autres relations, moins évidentes, issues de la formule des sinus,
voici la plus spectaculaire :

2.19 Proposition. (La formule magique) Soient A, B,C, D quatre points
distincts. On a, avec les notations de[2.8, la relation Rp :

sin acsin B siny sin § = sin o’ sin #’ sin ' sin ¢’.

Démonstration. Le résultat est évident si trois des points sont alignés. En
effet, si par exemple A, B,C sont alignés o/ et v sont égaux a 0 ou 7 et
I’égalité est évidente. Sinon, on applique la relation des sinus dans les
triangles ABC, BCD, CDA et DAB. On obtient :

sina/ siny sinf’  sind siny  sina  sind  sinf

BC ~ AB' CD BC' DA CD AB DA

et le résultat est évident en multipliant ces relations.

En fait, il y a d’autres relations que ’on obtient a partir de Rp en per-
mutant les points A, B, C, D. On note d’abord que, le groupe Dy (voir
conserve Rp. En effet, c’est clair pour (ABCD) qui permute «,...,J et
o, ..., 0" et c’est vrai aussi pour (AC) qui échange o et —7', S et =3, v et
—a’ et 0 et —¢'. il suffit donc de regarder Ueffet des transpositions (BC') et
(AB).
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2.20 Proposition. Soient A, B,C, D quatre points distincts. On a, avec les
notations de les relations suivantes :

(Rp) sin(a + o) sin(B + ') siny/sin d = sin o sin Bsin(y + 7') sin(§ + &)

(R%) sin(a + ') sin 3’ sinysin(§ + ¢') = sinasin(8 + ') sin(y + ') sin d'.

Démonstration. La premiere est la relation Rp appliquée a A, = A, B; = C,
Cy = B et Dy = D. Voici les traductions oy = a4+ o/, of = =/, f1 = 7/,
bi=—v—°m=-pF—-0,7 =06, 00 =—0,§ =3+ . Lautre s’obtient
en permutant A et B.

On peut aussi les obtenir en écrivant les relations des sinus dans les tri-
angles ABC', etc. avec les paires de cotés non utilisées dans Rp.

2.21 Remarque. Nous verrons en[3.6 qu’en général, la relation R p n’implique
pas les autres.

2.5 Caractérisation des divers types de quadrilateres
en termes d’angles non orientés

Nous pouvons maintenant montrer I’analogue de avec les angles non
orientés. Le résultat n’est pas tout a fait évident :

2.22 Proposition. Soient A, B, C, D quatre points de P en position générale
et soient (a,d,...,d") les angles non orientés associés (qui sont dans |0, 7|
en vertu de[2.15).

1) Le quadrilatére ABCD est convexe si et seulement si les sommes de
trois angles consécutifs : 0' + a + o/, a + o + (B et les sommes analogues
obtenues par permutation circulaire, sont toutes < 7.

2) Le quadrilatére ABCD est concave si l'une des sommes du type §' +
a+ o est>m et sil'on ala paire d’inégalités v > ' et & > « ou l'une des
paires obtenues par permutation circulaire.

3) Le quadrilatére ABCD est croisé si et seulement si l'une des sommes
du type &' + a + o' est > 7 et si aucune des paires d’inégalités précédentes
n’est vérifiée.

Démonstration. Comme pour [2.15] il suffit de montrer les sens directs.
1) Si ABCD est convexe, ses angles orientés sont tous de méme signe,
disons positifs, et le résultat est alors conséquence des relations de type R 4.

2) Si ABCD est concave et si D est le sommet contenu dans le triangle
des trois autres, on a 0 + 0’ = 2r — ADC > 7, donc a fortiori a+ 9 + 0" > .
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De plus, comme D est dans le secteur saillant [B%’], on a BAC = o =

BAD + DAC = BAD + « en vertu de la relation de Chasles géométrique
[1.10] et donc o < &’. On proceéde de méme pour les angles en C'.

3) Si le quadrilatere est croisé, par exemple si [AB] et [C'D] se coupent,
c’est le quadrilatere ACBD qui est convexe, avec comme angles en les som-
mets «,,’,d. Comme la somme de ces angles est égale & 2w, on peut
supposer, par exemple, qu'on a '+ > w. Mais alors, on a + ' + v > 7.
De plus, les angles de ACBD en A et C' sont CAD = a et ACB = v et,
en vertu de [.10, on a a > o’ et v > 7. Cela empéche d’avoir & la fois les
relations o < o et 4/ <~ ou leurs opposées. Le raisonnement est identique
en B et D ou les angles de ACBD sont ' et ¢'.

2.23 Remarques. 1) Dans le cas concave, on peut préciser quel est le point
intérieur au triangle formé par les autres. Si, par exemple, c’est D, on a la
relation 0 + ¢’ = w4+ a+~' tandis que les relations obtenues par permutation
circulaire ne sont pas vérifiées. En effet, on a § + 0" + ADC = 2r et, avec la
somme des angles du triangle AC'D, on a §4+¢ = m+a++'. En revanche, les
autres relations ne sont pas vraies. C’est évident pour S + ' qui est égal a
ABC. On a aussi, dans BCD, v—~'4+ '+ = wdonc 6+ +7 = 21++"—v
et cette quantité ne peut étre égale a v 4+« sinon +y serait égal a .

2) Dans le cas croisé on peut préciser quel est le quadrilatére obtenu par
permutation qui est convexe : c’est BACD si l'on a les inégalités o < o/,
B < B,y<~ et d <detcest ACBD sil'on a les inégalités inverses.

2.24 Remarque. On ne peut distinguer entre les cas concave et croisé ni avec
les sommes de deux angles, ni avec les sommes du type 6’ +a+«’. Ainsi, dans
le cas concave, le nombre de ces dernieres sommes qui sont plus grandes que
7 peut valoir : 2, 3, 4, 5 tandis que dans le cas croisé le nombre de sommes
> 7 peut valoir : 3, 4, 5, 6.

2.6 Lesrelations entre les angles dans le cas non orienté

Les relations obtenues ci-dessus dans le cas orienté se traduisent dans le
cas non orienté en tenant compte du signe des angles. Dans le cas convexe,
on peut supposer que tous les angles orientés sont positifs et, vu [2.22] les
relations entre les angles non orientés sont exactement les mémes que celles
du cas orienté :

2.25 Proposition. Soit ABCD un quadrilatére convexe. Il vérifie les rela-
tions Ra, Re, Rc, Rp, Rp, Rb et R%.
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2.26 Remarque. Dans le cas convexe, les relations R sont conséquences des
relations R4, Rp, Re, Rp et Rp, voir 3.7 ci-dessous ou [4.4]

Pour les cas concave et croisé, les résultats sont les suivants :

2.27 Proposition. 1) Soit ABC'D un quadrilatére concave et supposons, par
exemple, le point D intérieur au triangle ABC'. On peut alors supposer que les
angles orientés v et ' sont négatifs et tous les autres positifs et, sur les angles
non orientés, les relations de type R4 deviennent alors ' +~v—~"+6 =7,
- +0+8 —a=m,0—a+o+B=metd ++p +~v=mn. La relation
Rp est inchangée et les relations Rp et R% du cas orienté donnent deuz
relations qui s’obtiennent en changeant o et v en —a et —v'.

On obtient par permutation circulaire des relations analogues dans le cas
ou ce sont les points A, B,C' qui sont intérieurs au triangle formé par les
autres.

2) Soit ABC'D un quadrilatére croisé et supposons, par exemple, que les
cotés [AB] et [CD] se coupent. On peut supposer les angles «, 3,7+, 0" positifs
et les autres négatifs. On obtient les relations entre les angles non orientés :
B+y—v+0=7m,~v-0+0+a=m,+a—'+B=metd -+ +7y=m,
Rp est inchangée et les autres s’obtiennent en changeant les signes des angles
négatifs.

3 Les quadrilateres, les similitudes directes
et les angles orientés

Le groupe Sim™ P des similitudes directes opere sur les quadruplets de
points distincts du plan en conservant les angles orientés. Cela donne une
application du quotient dans U® que nous étudions maintenant.

3.1 L’application ®* : définition et injectivité

Rappelons que Qo (resp. Qp) désigne I'ensemble des quadruplets de
points distincts (resp. non tous alignés).
3.1 Théoréme. 1) L’application ®* : Qyy — U® qui a (A, B,C, D) asso-
cie ¢ := (a,a/,...,8) (il s’agit des angles orientés) se factorise en [
Qoo/SierP — [0,71'}8.

2) L’ensemble Qg est stable par similitude directe et la restriction de o
a Qo/Sim™ P est injective.
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Démonstration. Le point 1) est clair. Pour 2), supposons que deux quadru-
plets (A, B,C, D) et (A1, By, Cy, Dy) admettent les mémes angles orientés :
(o, y...,0") = (q,af,...,07). Il s’agit de montrer qu’ils sont équivalents
sous Sim™ P. Comme ce groupe est doublement transitif sur P on peut sup-
poser A = Ay et B = Bj et il reste a montrer C' = C; et D = D;. Comme
les points ne sont pas tous alignés, on peut supposer D ¢ (AB). On a alors
Dy ¢ (AB) (Palignement se voit avec les angles égaux a 0 ou 7). Les égalités
B = P et a+a’ = a;+a) montrent I'égalité des demi-droites [BD) = [BDy)
et [AD) = [AD,) et il en résulte qu’on a D = D;.

Si C' n’est pas sur (AB), C; non plus et on conclut de la méme maniere
a 1'égalité C' = (. Si C est sur [AB), C} aussi et I'égalité o/ = o) montre
qu'on a [AC) = [AC}). Mais on a aussi [DC) = [DC) avec § = §;, donc
O - Cl.

3.2 Remarque. Attention, le point 2) du théoreme est en défaut pour les
quadruplets alignés. En effet, dans ce cas, les angles (qui valent tous 0 ou 7)
ne suffisent pas a déterminer A, B, C', D modulo similitude.

3.2 L’image de Q, par &

Dans ce paragraphe on détermine 'image par ’application “angles” &+ :
Q,/Sim™ — U® de I'ensemble Q, des quadruplets en position générale, dans
le cas orienté. Bien entendu, 'espace des quadrilateres modulo similitude
Q,/Sim* étant réputé de dimension 4, son image n’est pas U® tout entier
qui est de dimension 8, il y a des relations entre les angles et nous en avons
vu au paragraphe [2.4] Le théoréme suivant assure qu’il n’y en a pas d’autres :

3.3 Théoréme. Un octuplet d’angles orientés § = (a,d,...,d) € US
est dans limage de Qg par @ si et seulement si il vérifie les relations

Ra,....Rp (cf.[2.17), les trois relations Rp, Ry et R3 (cf. et et
les conditions de signe Sa,Sg,Sc et Sp (cf. .

3.4 Notation. On note V1 le sous-ensemble de U® vérifiant les relations
Ra,..-,Rp, Rp, Rb, R% et les conditions de signe S4,...,Sp. On a donc
<I>+(Qg) = Vr.

3.5 Remarque. Attention, dans le cas ou certains angles sont nuls, les rela-
tions de type R4 et Rp ne suffisent pas a assurer que ¢ est dans I'image de
I’ensemble Qqyy des quadruplets de points distincts. Supposons par exemple
a =o' = 0. Si ¢ provient d'un quadruplet A, B, C, D, les quatre points sont
nécessairement alignés, de sorte que tous les angles valent 0 ou 7. Pourtant,
si 'on prend (3,7, arbitraireset 8/ =n7 ——~v, 7 =F—-det d' =7 —f,
on vérifie que toutes les relations sont satisfaites.
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Cet exemple montre aussi que si I'on suppose o/ = 0, donc A, B, C alignés,
les relations n’impliquent pas v = 0 ou 7, ce que la géométrie imposerait a
un quadruplet.

Démonstration. (de Les conditions sont nécessaires en vertu de
2.19) 2.20] et 2.14]

Inversement, supposons ¢ donné vérifiant les conditions ci-dessus. Modulo
similitude on peut imposer deux points A et B quelconques. On considere
alors les demi-droites [Ac) et [Bc) définies par les égalités d’angles orientés
([Ac),[AB)) = ' et ([BA), [Bc)) = 8+ . En vertu de[L.5] les conditions de
signe montrent qu’elles se coupent en un point qu’on appelle C' et qui vérifie

> . .
donc (1@, jﬁ) =d et (BA, @) = [+ f’. On montre de méme 'existence
de D tel que (E,E) =a+a et (B—Zl, ﬁ) = (. On a donc construit
un quadrilatere ABCD et il reste a voir que ses angles sont bien égaux a

a,a ..., 8. Clest le cas, par construction pour o et

ParChaslesona(A ,@) (? ﬁ A —oz—i—a —o/ =aet
on montre de méme lﬁ @) f'. On a ensmte (DB, DA ? ﬁ
(1@, zﬁ ﬁ DA) —(a+a)+7m = ¢ en vertu de R¢ et on montre

de méme (C@ CA) =

Il reste le cas de ¢ et ~'. Appelons §, = ? ? et v, = CA @
les angles du quadrilatere construit. Avec RB et Rc on montre qu’on a
Y +0 =da 4+ =7+ d. En écrivant la relation Rp on voit que J et Jy
vérifient I’équation (%) en z : ucosz + vsinx = 0, avec :

u = —sina sin # sin(a’ + f) sin(a + o' + 3) et

v =sinasin fsin(a’ + 4 8') + sin o’ sin §’ cos(a’ + 8) sin(a + o’ + ).

Pour montrer que 1'on a § = 4y, il suffit donc de voir que (%) a une unique
solution vérifiant les conditions du théoreme. On note que u est non nul, sauf
si o/ + 3 vaut 0 ou 7. En effet, les conditions de signe assurent que o/, 4’ sont
distincts de 0, 7 et il en est de méme de a+a’ + 8 = 7w —¢'. Si u est non nul,
I'"équation (x) admet deux solutions, d et 6 + 7, mais la condition Sy assure
que 6, &g et B’ sont de méme signe ce qui ne laisse qu’une possibilité. On a
donc 0 = §y et, par suite, 7 = .

Il reste le cas o = —f + kn. On vérifie que 1’'équation (x) devient 0 = 0
et on doit utiliser les équations provenant des relations R’%. Celle associée a
R% est de la forme rcosx + ssinx = 0 avec, dans le casm o =—F+kr:

r = sin asin Bsin B sin(a+3') et s = sin® o cos ' sin(B+3")+cos asin(a—3) sin® 5.

11. Le lecteur vérifiera que I'ajout de m & o’ ne change pas les équations.
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On voit que 7 est non nul sauf si ' = —a + kxw. Si r est non nul on conclut
comme précédemment. Si f' = —a+km, la seconde équation s’évanouit aussi.
Dans ce cas, on utilise I’équation associée & R}: qui donne :

sin?(a — B) sin? 2 = sin? 8 sin®(z — ).

Comme o — 3 est égal a a + o, il est du signe de  en vertu de S¢. Comme
r—aest égal a m—(y+7), il est du signe de 6 = x en vertu de S4. L’équation
se résume donc a sin(a— /) sin x = sin fsin(z—«). Elle est encore de la forme
pcosz+gsinx = 0 avec p = sinasin § # 0 et n’a donc qu'une solution x du
signe de '

3.6 Ezemples. 1) Voici un exemple ou la relation Rp n’implique pas les
autres. On prend a = 120°, o = —60°, § = 60°, 5/ = —110°, v = —=70°, v/
quelconque, § = —/, 6’ = 60°. On a les relations de type R 4, la relation R p,
mais pas en général R} ni R%. La relation R% donne I’équation en z = § :

S111 S11 — S1n COSZL‘+ S111 — S111 COS SINT =
V/3sin 70(sin 70 — sin 50 in2 70 — v/3 sin 50 cos 70) si 0

qui admet les deux solutions x = —33.3637° et = + 180° = 146.6363°, la
seconde devant étre rejetée a cause de la condition de signe S4.
On notera que, dans ce cas, la relation R: donne I’équation :

35in 70 cos? z+(v/3sin 7043 cos 70) sin - cos z+(v/3 cos 70—4 sin 50) sin® z = 0

qui admet quatre solutions : x = —33.3637°, 146.6363°, —120° et 60°.

2) Voici un exemple ot les trois équations Rp sont nécessaires. On prend
a = 120°, o = —60°, B = 60°, B/ = —120°, on en déduit v = —60° et
§' = 60°, ainsi que 7/ = —4. Les équations provenant de Rp et R% sont
toutes deux triviales. Celle provenant de R} donne deux solutions § = —30°
et & = —120° et on élimine la seconde grace a la condition de signe sur
a,v,0 + ¢ (ce que la géométrie confirme clairement : il s’agit de la figure
formée de deux triangles équilatéraux accolés).

3) Les conditions algébriques du type R4 et Rp ne suffisent pas a assurer
qu'un octuplet = (a,a/,...,d") € U est dans I'image de @7, les conditions
de signe sont nécessaires comme le montre I’exemple :

7= (120°,—60°,60°, —120°, —60°,120°, —120°, 60°).

3.7 Remarque. En revanche, dans le cas convexe, les relations R’ sont
conséquences des relations R4, R, Rc, Rp et Rp. En effet, on peut en-
core choisir comme variables «, o/, 3, 5',6 et on calcule y =7 — o/ — § — [,
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V=m—a—-ao —pFety =a + [ —0. Larelation Rp donne 'équation (x)
vue ci-dessus, ucosd + vsind = 0, avec

u = —sina’sin f'sin(a’ + f) sin(a + o’ + ).

Comme o/, ',/ + 5 et a+ o' +  sont de méme signe, disons dans |0, 7[, u

est non nul et on a cotand = —2. Par ailleurs, la relation R} s’écrit sous la

forme acos?d + bcosd sind + ¢sin?d = 0 avec :
a = sina’ sin 3 sin ' sin(a + o' + ),

b= —sin(a+ ) sin(f+ 3')sin(a/ + )
+sina’ sin 3 (cos B sin(a + o' + ) — sin 8’ cos(a + o’ + 3),
¢ =sin(a + o) sin(f + ) cos(a’ + B) — sina’ sin § cos ' cos(a + o' + B).

On vérifie alorsH qu’on a av? —buv+cu? = 0, ce qui montre que Rp implique
Rb. Le calcul est analogue pour R%.

3.3 La structure de variété de V"

Nous étudions maintenant I’ensemble VT introduit ci-dessus :

3.8 Théoreme. L’ensemble V* défini en ci-dessus est une sous-variété
analytique de dimension 4 de US.

Démonstration. Les conditions du type Sy étant clairement ouvertes, il suffit
de montrer qu’en chaque point de VT la matrice N(q) des dérivées partielles
des relationslﬂ Ra,...,Rp, Rp, RL et R% par rapport aux variables de
7= (a,d/,53,...,d") est de rang 4, voir par exemple [1] 2.1.2. Si I’on se limite
aux relations R4, Rg, Rc, Rp, on a vu que la matrice est la suivante :

00011110
10000111
11100001
01111000

La matrice des dérivées partielles de la relation Rp est le produit par p =
sin asin #sinysind = sin o/ sin 3’ sin’ sin ¢’ de la matrice ligne :

cotan o, —cotan ', cotan 3, —cotan ', cotan vy, —cotan ¥/, cotan d, —cotan §’.

12. Avec un logiciel de calcul formel!
13. Par rapport a et on les met sous la forme premier membre moins second
membre.
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Si 'on considere la matrice extraite de N(g) obtenue en ne gardant que
les lignes 1,2,3,5 et les quatre premieres colonnes, le mineur ainsi obtenu
vaut (au signe pres) p(cotan o’ + cotan §). Comme ¢ est dans VT, les angles
sont distincts de 0 et 7, de sorte que p est non nul et le mineur n’est nul que
si 'on a o/ + B = kx. Si cette condition n’est pas réalisée, la matrice est de
rang 4.

Mais on a o/ = (@,E) et § = (B—/Zl, ﬁ) = (ﬁ,lﬁ) La condition
o + =0 (mod 7) équivaut donc a (z@, lﬁ) =0 (mod 7), autrement dit
au fait que les droites (AC) et (DB) ont paralleles.

Mais, comme la relation R} (resp. R%) est obtenue a partir de Rp en
échangeant B et C' (resp. A et B), la condition analogue se traduit par le
parallélisme de (AB) et (DC') (resp. (BC) et (AD)). Si la matrice N(q) n’est
pas de rang 4 on voit que ABC' D est un parallélogramme dont les diagonales
sont paralleles, ce qui est absurde!

Nous précisons maintenant les liens entre le quotient Q,/Sim™ P et la
variété analytique V.

3.9 Lemme. [l eziste une section analytique s de ®+ : Qy — V.

Démonstration. Soit §= («,...,0") € V*. On lui associe d’abord le quadru-
plet (a, @, 8, 5"). On impose ensuite A = (0,0) et B = (1,0). Les points C' et
D sont obtenus comme intersection de demi-droites (voir la démonstration

de , donc donnés par les formules de :

sin(f 4 B')cosa/ —sin(B + ') sina’ .
= ; €
sin(o/ + 8+ ) sin(a’ + 8+ )

D sin S cos(a + o) —sin Bsin(a + o)
“ \sinf@+a' +8) sinfa+o/+8) )
Comme les sommes o/ + 5+ =1 —vet a+a’' + [ =m— ¢ sont distinctes
de 0 et 7, 'application s qui & ¢ associe (A, B,C, D) est analytique et c’est
une section de &+ en vertu de 3.3l

3.10 Corollaire. L’application O est un homéomorphisme de Q,/Sim™ P
(muni de la topologie quotient) sur V7.

Démonstration. En effet, I'application est continue par définition de la to-
pologie quotient, bijective et bicontinue car (6+)*1 est égale a ¥ o s ou
désigne la projection canonique de Q, sur le quotient.

3.11 Corollaire. La variété V* est isomorphe au quotient Q,/Sim™ P dans
la catégorie des variétés analytiques. Ce quotient est donc une variété ana-
lytique de dimension 4.
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Démonstration. 1l s’agit de montrer que si 'on a une application analytique f
de Q, dans une variété analytique U, invariante par Sim TP, elle se factorise
par &, c’est-a-dire qu’il existe g : VT — U telle que g o & = f. Posons
g = fos et soit Q un quadrilatere. Il s’agit de montrer qu’on a foso®™(Q) =
f(Q). Mais, si Q' = s 0 P17 (Q), on a P(Q') = ®T(Q) (car s est une section
de ®T). Vu l'injectivité de Ei cela signifie que ) et @’ sont semblables et
ils ont alors méme image par f.

3.4 Les composantes connexes de V*
3.4.1 Description de V" avec quatre parameétres

Maintenant que nous avons identifié le quotient Q,/Sim™* P a la variété
analytique V1, il s’agit de la décrire et la premiere question naturelle est celle
de ses composantes connexes. Pour cela, nous allons donner une représentation
plus simple de V' qui n’utilise que quatre parametres (autant que sa dimen-
sion). On pose U* =| — 7, 0[U]0, 7].

3.12 Proposition. L’application p : V* — (U*)* qui associe a a,...,8 le
quadruplet (o, o/, 3, 5') est un isomorphisme analytique de V* sur l'ouvert
WT de (U*)* formé des quadruplets tels que o + o/, 3, + o + 3 soient de
méme signe, ainsi que o', 5+ [',a + 5+ 5.

Démonstration. On reprend la preuve de 3.3l On considere deux points A et
B distincts quelconques. Les conditions de ligroposition montrent ’existence
d’un point C' vérifiant (1@, f@) =d et (BA, B?) = [+ " et d'un point D
vérifiant (E,fﬁ) =a+d et (ﬁ,ﬁ) = . Comme o', § et ' ne sont
ni nuls ni égaux a 7, les quatre points sont distincts, de sorte qu’on a toutes
les relations de type R4 ou Rp. Si les points sont en position générale, on
a gagné car ¢(A, B,C, D), qui est dans V*, se projette sur (o, o, 3, 3). 1l
suffit donc de montrer que les angles de ABC'D sont distincts de 0, 7. C’est
évident pour a, o/, 3, 5 et facile pour 7 et ¢’ avec les relations de type R 4.
Pour ¢ et 7/, la relation R p montre que leurs sinus sont nuls en méme temps.
La relation R} montre que s'ils sont nuls, sin(y +4/) ou sin(d +¢’) 'est aussi
et R% montre alors que tous deux le sont. Mais cela implique que sin+y et
sin 0’ sont nuls et ¢’est absurde.

On voit ainsi que p(V1) est bien en bijection avec 1’ensemble indiqué.
L’analyticité de la réciproque résulte des relations vues dans la preuve de
Par exemple, si I'on pose x = 4, on a la relation (%) : ucosz+vsinz =0

v
et, si o/ + 8 # km, on a u # 0, donc x = Arctan ( — —). Comme u, v sont
u

analytiques, = aussi. Le raisonnement est analogue dans le cas o/ + 3 = kn
en utilisant les relations R'p.
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3.4.2 Les composantes connexes

Pour désigner commodément les composantes de Q,/ Sim™ P nous intro-
duisons la notion de quadrilatere direct. Attention, si cette notion est na-
turelle dans le cas des quadrilateres convexes et concaves, elle est beaucoup
plus arbitraire dans le cas des quadrilateres croisés. Le lecteur prouvera la
proposition suivante :

3.13 Proposition-Définition. 1) Un quadrilatére convexe ABCD est dit
direct si le lacet obtenu en parcourant les cotés dans l'ordre A, B,C, D, A est
directﬂ. C’est le cas si et seulement si les angles a, . .., 0" sont tous négatifs.

2) Un quadrilatére concave ABCD est dit direct si le lacet obtenu en
parcourant les cotés dans l'ordre A, B,C, D, A est direct. C’est le cas si et
seulement si siz des angles «, . ..,0" sont négatifs et deux positifs.

3) Un quadrilatére croisé ABCD est dit direct si le quadrilatére convexe
associé le plus petit dans [’ordre lexicogmphiqueﬁ I’est. C’est le cas si et
seulement si l’angle v est négatif.

Une isométrie positive (resp. négative) conserve les quadrilateres directs
(resp. les change en quadrilatéres indirects).

3.14 Corollaire. L’espace Q,/Sim* P des quadrilatéres modulo similitude
directe possede 14 composantes connexes dont voici la liste.

1) Les quadrilatéres convezes directs (resp. indirects) (deux composantes).

2) Les quadrilatéres concaves directs (resp. indirects) avec A (resp. B,C,
D) intérieur au triangle formé par les trois autres (huit composantes).

3) Les quadrilatéres croisés directs (resp. indirects) avec [AB] et [CD]
(resp. [AD] et [BC]) qui se coupent (quatre composantes).

Démonstration. 11 suffit de traduire ces conditions sur V't voire W. Sur les
angles le passage de direct a indirect se fait en changeant tous les signes. On
peut donc supposer, par exemple, o’ > 0. Les divers cas correspondent alors
aa,d, 3, tous positifs (cas convexe), o, B, 5’ positifs et a < 0 (cas concave
avec D intérieur, voir et a, B positifs et o/, f’ négatifs (cas croisé avec
[AB] et [CD] qui se coupent) ou «/,5 > 0 et o, 3’ < 0 (cas ou [AD] et
[BC| se coupent). Comme il y a seize possibilités de signes pour «, . 3, /3,
le lemme suivant montre qu’on a ainsi toutes les possibilités :

3.15 Lemme. Il n’y a pas de point (o,,3,5) € WT avec a,a/ > 0 et
8,8 <0 ou linverse.

14. Cela signifie qu’il “tourne dans le sens trigonométrique”, savamment, que l'indice
d’un point intérieur & ABCD par rapport a ce chemin vaut 1.
15. 1l s’agit de ABDC (resp. ACBD) si [AD] et [BC] (resp. [AB] et [C'D]) se coupent.
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Démonstration. Posons B = —b et / = —b avec a,a/,b, 0 €0, 7[. Vu les
requétes de signes on doit avoir o + o/ > 7, b+ 0 > 7 et, pour les signes de
o+ 6+p et ata'+5,b+b >+ et a+a’ > w+b, doub+b+a > 27+b
soit b’ + o > 27 ce qui est impossible.

Il est clair qu’on obtient ainsi quatorze ouverts disjoints et non vides de R*
définis par ces conditions de signe et il reste a montrer qu’ils sont connexes.
En fait, ils sont méme convexes puisque définis comme intersections de demi-
espaces. Par exemple, pour le cas (convexe) ou «, o, 5 et 5’ sont tous positifs,
la composante est I’ensemble défini par les inégalités 0 < «, o/, 5, ' < , ainsi
quepar a+ g+ 3 <met o + 5+ 5 <.

4 Les quadrilateres modulo le groupe de toutes
les similitudes

Nous étudions maintenant 'espace des quadrilateres modulo le groupe
Sim P tout entier. Comme ce groupe conserve les angles non orientés, nous
allons décrire le quotient comme un sous-ensemble de [0, 7]®.

4.1 Le cas non orienté : injectivité

On a un résultat analogue a[3.1] dans le cas non orienté :

4.1 Théoreéme. 1) L’application ® : Qoy — [0, 7|® qui a (A, B, C, D) associe
q = (a,a/,...,0") (il s’agit cette fois des angles non orientés) se factorise
en ® : Qy/Sim P — [0, 7]2.

2) L’ensemble Qq est stable par similitude et la restriction de ® a Qy/Sim P
est injective.

Démonstration. 1) La conservation des angles non orientés par similitude
assure l'existence de ®.

2) 1 faut voir que ¢ détermine A, B, C', D modulo similitude. La démons-
tration consiste & se ramener au cas orienté [3.1]

Nous traitons seulement le cas ol les points en position générale, le lec-
teur se chargera du cas ou certains points sont alignés, ou se reportera au
paragraphe suivant. Lorsque les points sont en position générale, la donnée
des angles non orientés permet de savoir si ABC'D est convexe, concave ou
croisé en vertu de S'il est convexe, tous les angles orientés sont de méme
signe et, quitte a faire une réflexion, on peut les supposer tous positifs, donc
égaux aux angles non orientés. Le quadrilatere est alors déterminé en vertu

de 3.1
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Supposons maintenant ABC' D concave. On a vu en[2.23]1 que la connais-
sance des angles non orientés permet de savoir quel est le point qui est
intérieur au triangle formé par les autres. Si c’est, disons, D, on sait par
que les angles orientés sont tous de méme signe (disons positifs) sauf «
et ¢. On connait donc les angles orientés et on conclut par [3.1]

Il reste le cas ot ABC'D est croisé. Dans ce cas [2.23]2 indique quel est le
quadrilatere associé qui est convexe. On connait alors les signes des angles
orientés par [2.15| et on conclut encore par |3.1

4.2 Remarques. 1) Comme dans le cas orienté, le point 2) du théoréme est en
défaut pour les quadruplets alignés. Dans ce cas, si les points sont distincts,
on peut utiliser les rapports de longueurs, voir Annexe 1 [§|

2) 1l reste a préciser 'image de ®. On a évidemment ® = v o &1 ot v :
U® — [0, 71]® désigne I'application valeur absolue : v(a, ..., ) = (|al, ..., |d]).
Cela montre que I'image de ® est 'image par v de celle de ®* mais il n’est
pas évident d’expliciter cette image. Le cas des quadrilateres convexes est
étudié en [4.4]

4.2 Une autre preuve de [4.1].2

Nous donnons ici une preuve directe de .2 (c’est-a-dire qui ne passe
pas par les angles orientés).

Il faut voir que ¢ détermine A, B,C, D modulo similitude. Supposons
par exemple que A, B, C ne sont pas alignésﬁ. Comme on travaille modulo
similitude, on peut fixer A et B et imposer que C' soit dans I'un des demi-
plans lirgifs par (AB). La demi-droite [BC) est alors bien déterminée par

langle ABC'. Le lemme crucial est le suivant :

4.3 Lemme. On reprend les notations précédentes, on note [BA') et [BC")
les demi-droites opposées a [BA) et [BC) et on pose B = ABC. On a les
possibilités suivantes pour le point D :

1) D € [BA). Ce cas est caractérisé par B = 0 et on a alors B=p =
B+8.

2) D € [ABC]. Ce cas est caractérisé par 8+ +a' +~v =7 et on a
alors B = B+ p4.

3) D € [BC). Ce cas est caractérisé par ' = 0 et on a alors B = 8 =
B+8.

4) D € [CBA)). Ce cas est caractérisé par § — '+’ +~v =7 et on a
alors B = g—p.

16. Sur les angles cela se repére en notant par exemple que o n’est égal ni & 0 ni & 7.
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5) D € [BA"). Ce cas est caractérisé par 3 =7 et on a alors B=— 3.

6) D € [A/’B\C’] Ce cas est caractérisé par f+ 3 —ao' —vy =m et on a
alors B = 2r — B —p.

7) D € [BC"). Ce cas est caractérisé par 3 = 7 et on a alors B = 3 — .

8) D e [A/B?’] Ce cas est caractérisé par ' — 4+ o' +~v =7 et on a
alors B = G —p.

Démonstration. C’est une conséquence de la relation de Chasles géométrique
jointe a la somme des angles du triangle ABC'. Montrons par exemple le point
4). Le point crucial est de montrer que C' est dans le secteur [@] En effet,
on a alors ABD = ABC + @, soit 3 = B+ ['. Pour cela, on note que
C, D sont dans le méme demi-plan limité par (AB). De plus, comme D est
dans [/TB\C’], A" et C sont de part et d’autre de (BD) en vertu de m, donc
C et A sont du méme coté et on a le résultat.

__ On peut maintenant prouver le théoreme. Le lemme montre d’abord que
B est déterminé par ¢, donc le trlangle ABC est déterminé en vertu du second
cas d’égalité des triangles puisqu’on a AB et les angles Bet A=« Par
ailleurs, en vertu du lemme, la position de la demi-droite [BD) par rapport
aux zones limitées par les droites (BA) et (BC) est elle aussi déterminée par
q et cette demi-droite est alors déterminée grace a § = ABD par exemple.
Le point D est donc dans 1'un des demi-plans V' limités par la droite (AB).
Comme on a BDA = & , le point D est sur 'arc capable limité par [AB],
correspondant a cet angle, et situé dans V. Il est donc déterminé par cet
arc et la demi-droite [BD).

4.3 L’image de ¢ dans le cas convexe

Dans le cas convexe, on peut préciser 'image de ® et on obtient une
description de I’ensemble des quadrilateres convexes modulo similitude :

4.4 Théoreme. On reprend les notations de . L’application ® : Q :=
Q/SimP —]0,7[® est une bijection de Q sur l'ensemble des octuplets qui
vérifient les relations Ra, Rp, Rc, Rp, Rp. Un tel octuplet sera appelé qua-
drilatére virtuel (sous-entendu convexe).

Démonstration. L’injectivité de ® résulte de et les points de l'image
vérifient les relations en vertu de [2.25] Pour voir que l'image est exacte-
ment donnée par les relations, on considére un octuplet ¢ = (o, o/, ..., )
vérifiant les relations prescrites et il s’agit de montrer qu’il provient d’un
quadrilatere convexe ABCD. La preuve est analogue a celle de mais un
peu plus simple. On choisit deux points distincts A, B quelconques et 1'un
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des demi-plans limités par (AB). On considere, dans ce demi-plan, les demi-
droites [Ax) et [By] vérifiant ZAB = o/ et yBA = B+ 8 < 7. Comme les
angles vérifient Rp, on a o' + f + ' < 7 ce qui, en vertu du critére d’inter-
section [1.12] assure l'existence de C'. On montre de méme celle de D avec les
angles S et a + o',

Montrons que le point D est dans le secteur [1@] En effet, il est du
méme coté que C' par rapport a (AB) et §'il était de 'autre coté de A par
rapport a (BC') c’est C' qui serait dans [A/@] Mais alors, par la relation de
Chasles géométrique on aurait ABD = ABC + CBD et cest contra-
dictoire avec les égalités ABD = B et ABC = B+ (. On en déduit que la
demi-droite [BD) coupe [AC] en vertu de On montre de méme que [AC)
coupe [BD] de sorte que les segments [AC] et [BD] se coupent, ce qui assure
que ABCD est convexe.

Le quadrilatere admet les angles «, o/, 3, ' par construction et il reste a
montrer que les angles ~,v/, 9,0’ sont les bons. C’est clair pour v et ¢’ grace
aRp et Re et ala somme des angles de ABC et ABD. Pour ~ et ¢’ il suffit
de montrer I'unicité des angles vérifiant les relations données. Mais R4 et
R p donnent la somme 7' + § = o’ 4+ . Si l'on tire de la 4’ en fonction de 0,
la relation des sinus donne 1’équation (%) déja rencontrée dans la preuve de
sucosd +wvsind = 0 avec u = —sin o’ sin f’'sin(a’ + ) sin(a + 8 + o).
Il s’agit de trouver l'intersection du cercle unité avec une droite passant par
I'origine et il y a une et une seule solution dans le demi-plan supérieur si u
est non nul. Mais, comme les angles sont différents de 0 et 7 et que la relation
Re impose o + < a+da' + <, on a le résultat.

En fait, la preuve précédente montre plus précisément :

4.5 Corollaire. L application de Q dans |0, w[* qui a ABCD associe o, o,
B, B induit une bijection U de Q sur la partie de |0, w[* qui vérifie a+a’+ 3 <
Tetd +5+ 05 <.

4.6 Remarque. Le lecteur curieux pourra essayer de traiter le cas des qua-
drilatéres concaves et croisés a ’aide de la proposition [2.27]

5 Paramétrer les quadrilateres convexes avec
quatre angles 7

La question est de décrire 'espace Q des quadrilateres convexes modulo

similitude au moyen d’angles, en nombre minimum. On notera que, dans le
cas convexe, comme les angles orientés sont tous de méme signe, on peut les
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supposer positifs, donc égaux aux angles non orientés et il n’y a plus lieu
de distinguer entre les deux sortes d’angles. Le corollaire montre que Q
est de dimension 4 et qu’il peut étre paramétré par les angles «, o/, 3, 3'. On
analyse maintenant les autres possibilités.

5.1 Le théoreme local

La matrice N(q) ci-dessous est la matrice des dérivées partielles des cinq
relations R 4, ..., Rp et Rp par rapport aux variables de ¢ = (o, o/, 3, ..., ')
(la derniere ligne a été divisée par p = sinasin Ssinysind encore égal a
sin ' sin ' sinv/ sin ¢’ et non nul) :

0 0 0 1 1 1 1 0

1 0 0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 0 0 0 1

0 1 1 1 1 0 0 0
cotan@ —cotan @’ cotan B —cotan ﬁ/ cotany —cotan ’)/ cotand —cotan ¢’

5.1 Théoreme. Si dans un quadrilatére convexe on choisit un quadruplet
oy, 2t parmi celles de ¢ = (a,a,...,¢"), il est déterminé (localement)
par les autres si et seulement si la matrice extraite de N(q) qui correspond
auz colonnes x',y', 2/, t' est de rang 4.

Reformulons ce résultat de maniere plus précise :

5.2 Théoreme. Soit ¢y = (ay,...,0,) un quadrilatére (convexe) virtuel au
sens de [f.4] Soient x,y,z,t quatre variables parmi a,d’,...,8 et notons
'y, 2t les autres. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) La matrice extraite de N(qo) qui correspond auz colonnes x',y', 2’ '
est de rang 4.

2) 1l existe une fonction analytique f, définie au voisinage de (o, Yo, 20, to)
dans R et a valeurs dans R, qui est telle qu’un octuplet q = (z,...,t') voi-
sin de qo est un quadrilatére virtuel si et seulement si on a (2',y', 2 t") =

f(x7 y? Z’ t) °
Démonstration. C’est le théoreme des fonctions implicites.

5.3 Remarques. 0) Vu la relation R4 + Rc = Rp + Rp, pour calculer les
rangs, il suffit de calculer les mineurs de la matrice obtenue en supprimant
I'une des quatre premieres lignes.

1) Avec la paramétrisation en o, o, ..., ", Q apparait comme une variété
analytique (les premieres relations sont affines et la relation des sinus est
analytique). Précisément, localement, c’est une hypersurface analytique dans
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un espace affine de dimension 5. C’est donc une variété de dimension 4. En
particulier elle ne peut se paramétrer par moins de quatre variables.

2) En revanche, si I'on utilise la paramétrisation par les fonctions circu-
laires, on a 16 variables, soumises a 8 + 8 + 1 = 17 relations qui sont polyno-
miales de degré 2. En effet, la relation R4 : 5+ v+ 7' 4+ d = 7 équivaut a
B'+~y = m—(7'+9) et se traduit en écrivant que les sinus et cosinus de ces deux
quantités sont les mémes : cos 3’ cos~y — sin ' sin-y = sin’ sin d — cos Y’ cos &
et sin 3’ cosy +siny cos B’ = sin+y’ cos § +sin d cosy'. On voit ainsi que Q est
une variété algébrique.

3) Maintenant qu’on a un objet géométrique, on peut se poser les ques-
tions rituelles a son sujet : est-il connexe, irréductible, lisse et quelle est sa
dimension ? La réponse est dans le corollaire suivant qui précise [4.5] :

5.4 Corollaire. L application de Q dans 0, w[* qui a ABC'D associe a, o, 3, 8’
induit un isomorphisme analytique ® de Q sur louvert de |0, 7[* qui vérifie
a+d +B8<metd + B+ P <. La variété analytique Q est irréductible,
lisse, de dimension 4.

Démonstration. On note que les mineurs de la matrice extraite correspondant
aux colonnes ~v,~/, d,d’ sont tous égaux a cotan d + cotan . Ils ne pourraient
étre nuls que si 'on avait ' = 7 — §, donc +' + § = 7, condition qui ne peut
étre réalisée a cause de R4 et Rp. Dans ce cas, on a donc un difféomorphisme
local donc aussi global en vertu de [£.5]

5.2 Classification combinatoire des quadruplets d’angles
5.2.1 Les stabilisateurs

Nous avons défini en un quadrilatere comme un quadruplet modulo
I’action de D4 et montré que cette opération induit des actions sur les angles,
orientés ou non (voir et . Il est clair que toute classification perti-
nente des angles ou des parties de I’ensemble des angles doit étre invariante
sous cette action. On s’intéresse ici aux parties a 4 éléments de ’ensemble des
angles a;, @/, ..., non orientés. Il y en a 70 et on regarde les orbites sous
D,. Leurs cardinaux sont donnés par ceux des stabilisateurs qui, a priori,
sont égaux a 1,2,4 ou 8.

5.5 Ezemples.

e [l n’y a pas de quadruplet invariant par Dy tout entier. En effet, I'inva-
riance par les éléments de D; montre qu’il y aurait deux lettres accentuées
et deux non. Mais alors I'invariance par les permutations circulaires est im-
possible (elles sont transitives sur les angles non accentués).
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e Le stabilisateur de {«/, 3,7/, 0} est le sous-groupe de Klein V, formé de
l'identité et des doubles transpositions (AB)(CD), (AC)(BD) et (AD)(BC).
L’orbite a donc deux éléments, 'autre étant («, 3’,7,9’). On dira que ces
éléments sont du type[|V.

e Le stabilisateur de {a,a/,v,7'} est le groupe V4 engendré par (AC)
et (BD). L’orbite a un autre élément qui est {/3,5’,d,¢'}. On dira que ces
éléments sont du type V.

e Le stabilisateur de {a, 3,7, 0} est le groupe des permutations circulaires
D} ~ Z/4Z. L’autre élément de lorbite est (o/,5,v',4d'). On dira que ces
éléments sont du type D .

e Le stabilisateur de {«, o/, 3,5’} est le groupe a 2 éléments engendré
par (AB)(CD). L’orbite contient 4 éléments correspondant aux 4 cotés du
quadrilatere. On dira que ces éléments sont du type (AB)(CD) (ou médiane).

e Le stabilisateur de {a, o/, 3,9’} est le groupe a deux éléments engendré
par (BD). (On note que A est fixe.) L’orbite contient les quatre permutés
circulaires de I’élément. On dira que ces éléments sont du type (BD) (ou
diagonale).

Toutes ces orbites représentent 14 éléments.

e Le stabilisateur de {«, o/, 8,7} est réduit a l'identité. En effet, comme
il y a deux angles de sommet A, seule une transformation conservant A peut
laisser invariant le quadruplet. Mais, en dehors de Id, il n’y a que (BD) et
elle transforme 3 en ¢’. L’orbite contient 8 éléments, les quatre permutés
circulaires ainsi que {a, o/,7,d'} et ses permutés circulaires.

Plus généralement si le quadruplet fait intervenir trois points, I'un est
double, au sens ou il contient les deux angles de sommet ce point, et on peut
supposer qu’il s’agit de A. Alors, comme le stabilisateur doit fixer A, la seule
possibilité est (BD). Il y a nécessairement un § ou un § avec «, . Il doit
donc y avoir les deux, et avec des accents différents. C’est le cas {«, o/, 3, '}
vu ci-dessus et ses acolytes. Dans tous les autres cas, le stabilisateur est réduit
a I'identité. C’est le cas si I'on a un v (prime ou non).

Comptons ces orbites distinctes. On peut supposer que le double est «, .
Il y a celles avec un v et on peut supposer que c’est vy (celles avec 7' se
déduisent par (BD)). Il y en a quatre (avec 3, 5,0 ou ¢’). Il y a ensuite celles
sans 7 et il faut supposer que [ et § sont de méme accent. Il y a encore deux
orbites, avec (3,49 et 5/,¢’. En tout cela donne 6 orbites a 8 éléments portant
sur trois points, donc 48 éléments. On dira que ces éléments sont du type
3-générique.

Il y a une autre orbite a 8 éléments, celle de {«, 5,7, d'}. Elle n’est pas

17. Le signe + indique qu’il est formé de permutations paires. Attention, ce n’est pas le
méme + que dans D] ...
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invariante par les rotations a cause du prime, ni par les autres pour la méme
raison. On peut vérifier que c’est la seule orbite de ce typeﬂ mais c’est
évident car on a le compte : 70 = 14 + 48 + 8. On dira que ces éléments sont
du type 4-générique.

e On notera qu’il n’y a pas de stabilisateur a 2 éléments engendré par la
symétrie centrale (AC)(BD).

5.2.2 Orbites et paramétrisation

Il est clair que la question de paramétrer Q & partir de quatre angles ne
dépend que de l'orbite de ces angles sous D4. On peut maintenant discuter
de la difficulté de cette paramétrisation en termes d’orbites. La proposition
suivante résume les résultats :

5.6 Proposition. Soit r un quadruplet d’angles non orientés (c’est-a-dire
d’éléments de |0, 7[), dont les noms sont choisis parmi o, ..., 8. On sup-
pose que ces angles vérifient les inégalités conséquencesﬂ de celles de .
La question est de savoir sil existe un ou plusieurs quadrilatéres convezes
admettant les angles donnés par r.

1) Sir est de type VI ou diagonale, les autres angles ne sont pas détermi-
nés par r, il y a soit une infinité de quadrilatéres admettant ces angles, soit
aucun. On dit que r est dans le mauvais cas.

2) Sir est du type médiane ou de 'un des types génériques, les quatre
autres angles sont déterminés a partir de ['un d’entre eux, disons x, en
résolvant une équation linéaire homogene en sinx,cosx. Il y a un unique
quadrilatére convexe admettant ces angles. On dit qu’on est dans un cas fa-
cile.

3) Sir est du type V,, les quatre autres angles sont encore déterminés
a partir de l'un d’entre eux, disons x, en résolvant une équation linéaire
homogéne en sinx, cosx. Il y a un unique quadrilatére convexe admettant ces
angles. On dit qu’on est dans le cas intermédiairem.

4) Sir est du type DY, les quatre autres angles sont déterminés a partir de
['un d’entre eux, disons x, en résolvant une équation de degré 4 en sinx, cos,
non homogene. Il y a en général plusieurs quadrilatéres convexes admettant
ces angles. On dit qu’on est dans le cas difficile.

18. On choisit si c’est de type (3,1) ou (1,3) et ensuite ol 'on met ’isolé.

19. Par exemple, si 'on a a,a’ dans r, on doit avoir a + o’ < m, conséquence de la
relation a + o’ + 8 < 7.

20. Cette appellation est justifiée par le fait que ’équation en question n’est pas évidente,
mais aussi parce qu’il existe des quadruplets non nécessairement convexes avec ces angles.
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Démonstration. 1) Dans le mauvais cas, les angles considérés vérifient une
relation de type Rs ou R4 et ils ne sont donc pas indépendants. On conclut
avec la remarque 5.3 1.

Avant d’aller plus loin, examinons ce que donnent les conditions locales
[£.2] dans les différents cas ci-dessus.

5.7 Lemme. On choisit quatre variables x,y, z,t extraites de g = (o, o/, ..., ')
et on considére la matrice obtenue a partir de N(q) en enlevant les colonnes
correspondant a ces variables et ses mineurs 4 X 4.

1) Dans les cas faciles les mineurs sont tous égaur d cotan~y’ + cotan ¢
(a permutation pres) et ils sont non nuls.

2) Dans le cas intermédiaire les mineurs sont tous égauzr a cotan ff +
cotan § + cotan ' + cotan &’ (a permutation pres) et ils sont non nuls.

3) Dans le cas difficile les mineurs sont tous égauz & cotan o’ —cotan 3’ +
cotan~y’ — cotand’ (a permutation prés).

Démonstration. Les valeurs des déterminants s’obtiennent par un simple cal-
cul (rappelons qu’on peut, par exemple, supprimer la premiere ligne de N (q)).
La non nullité dans le cas facile a été vue en [5.4] .

sin(8 + )

Dans le cas intermédiaire on a cotan S + cotan f/ = —————— et cette
sin 8 sin 3’
quantité est > 0 car on a  + ' < 7 (par exemple & cause de Rp). Le
raisonnement est identique avec 6, d’.

Revenons alors a [5.6]

2) Dans le cas facile, traitons par exemple la situation d’une orbite a 8
éléments : {a, o/, 5,7}, les autres étant analogues. On déduit des données [’
avec Rp et &' avec Re. On est donce dans le cas (facile) ou il y a seulement
deux inconnues ', § la somme étant connue. Si l’on pose x = ¢ la relation R p
donne une équation linéaire a cosx + bsinx = 0. Il s’agit de couper le cercle
unité par la droite a X + bY = 0. Comme a = sin’ sin(o/ +  + ) sin(a +
o'+ ) sin(o/ + ) est non nul, il y a une unique solution z €]0, 7[. Comme les
mineurs correspondants de N(g) sont non nuls, 'application qui & ¢ associe
(a, a/, 3,7) est un difféomorphisme.

3) Le cas intermédiaire est le plus intéressant. Supposons par exemple r =
(a, @/, v,9"), avec les conditions a+a/ < m, y+v' < m, d'+y <meta+y <=
(nécessaires en vertu des relations de type R4). Notons d’abord qu’il est
clair géométriquement qu’il y a, a similitude pres, un et un seul quadrilatere
convexe admettant ces angles. En effet, modulo similitude, on peut imposer
la diagonale [AC]. Les points B et D sont alors de part et d’autre de (AC) et
les demi-droites [AB), [AD), [CB), [CD) sont déterminées, respectivement,
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par o/, a, v et v/. Comme on a &/ +v < 7 et a+1" <7, ces demi-droites se
coupent en vertu de et déterminent les points B et D.

La traduction de cette propriété par le calcul est nettement moins évidente.
Onpose f=zetonalesvaleuwrsy =n—a—do —z, f/ =n—a —v—=x
et § = o — ' + x. En écrivant la relation des sinus, on obtient une relation
de la forme acos? z +bcoszsinx + csin?z = 0, ol a, b, ¢ sont des polynomes
en les lignes trigonométriques des angles donnés que voici :

a = sina’ siny sin(a’ + ) sin(a + o),

b=sina’ siny sin(a + 20/ +v) — sina sinysin(a’ — '),
c=sina’ siny cos(a’ +7) cos(a + a’) — sina sin~y cos(a’ — 7).

Le polynéme aX? + bXY + cY? se factorise en deux termes correspondant
a des droites passant par l'origine et on trouve cosz et sinx en coupant le
cercle unité par les droites en question@. On garde seulement les solutions
correspondant & z €]0, w[. Comme a est non nul, il y en a au moins une mais
il y a un apparent paradoxe : pourquoi la géométrie affirme-t-elle qu’il y a
seulement une solution alors que le calcul en donne a prior: deux?

La réponse c’est qu’il y a une solution évidente a 1’équation en z, autre
que 3, qui est 7 — /. En effet, on a alors ¢/ = —a, f' = —vet d =71 —~ et
I’équation en sinus est satisfaite. Cette solution est évidemment a rejeter dans
le cadre choisi d'un quadrilatere convexe car certains angles sont négatifs. De
plus, en général, pour «,a’,v,7 donnés, la solution f =m — o/, /' = —,
0 =m—+', 0 = —a ne correspond a aucun quadrilatere, méme non convexe,
méme avec des angles orientés. En effet, ces données vérifient les équations
de type R4 et la relation Rp, mais pas les relations R%.

Pour avoir un exemple de quatre angles «,a’,~,v" qui donnent deux
octuplets d’angles solutions, I'un correspondant a un quadrilatere convexe
I’autre a un quadrilatere croisé, le plus simple est de partir de quatre angles
a,a, 3,5, d’en déduire v et ¢ avec les relations R4 et de calculer v et §
pour que Rp soit vérifiée. Par exemple, si 'on prend a = 30°, o/ = 60°,
B = 60°, " = 20° on a~y = 40°, ¢’ = 30°, la valeur de +' donnée par la
relation des sinus est alors 87.8779871443° et on en déduit 6 = 180° — +'.
Avec ces valeurs de «, o/, 7,7 on a un quadrilatére convexe, mais aussi, avec
B = 180° — o’ = 120° un quadrilatere croisé qui correspond a ’autre solution
de I’équation ci-dessus, voir figures [5| et @ (les angles en vert sont comptés
dans le sens trigonométrique et ceux en orange dans le sens des aiguilles d'une
montre).

21. Une autre méthode consiste & transformer ’équation en (a — ¢) cos 2x + bsin 2z +
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FIGURE 5 — Le cas convexe o' = 60

FIGURE 6 — Le cas non convexe

On peut préciser I’équation de degré 1 satisfaite par cosz et sinz (avec
toujours * = ). En effet, on a I"équation a + btanz + ctan?z = 0, dont
les racines sont tan 5 et —tana’, de sorte que a/c en est le produit, ce qui
donnePF a cos o/ cosz + esin o sinz = 0.

4) Dans le cas difficile, supposons r = (a, 3,7,d). On pose z = o et
onendéduit f/ =1 —F—v—x, 0 =n—a—-0F—-—zvety =F-05+x.
Quand on écrit la relation Rp, il y a du sinus ou cosinus de x dans les quatre
termes en primes. On obtient donc une équation dont le second membre est
un polynome du quatrieme degré homogene en cos z, sin x et dont le premier
membre est sin asin 5 siny sin d. On trouvera des exemples de cette situation
dans les paragraphes suivants.

5.3 Constructions a la régle et au compas

La question de déterminer les angles a partir de quatre d’entre eux peut
étre vue au sens géométrique : sil’on se donne quatre angles parmi o, o/, ..., ¢’
peut-on construire, a la regle et au compas, les quatre autres. Le résultat est
le suivant :

5.8 Théoreme. On suppose qu’on se donne un quadruplet r d’angles choi-
sis parmi o, ... 8 et on suppose que r est dans ['un des cas faciles ou

a + ¢ = 0. Cette équation admet deux solutions pour 2z donc quatre pour z, dont deux
positives.

22. Je ne sais pas trouver directement cette équation et j’ignore s’il y en a une plus
simple.
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intermédiaire. Alors, on peut construire les autres angles a la regle et au
compas a partir des données.

Démonstration. C’est clair car on se ramene a couper le cercle unité par des
droites passant par l'origine et de coefficients constructibles.

Dans le cas difficile du type D, par exemple si 'on se donne les angles
a, 3,7,0, les autres angles ne sont pas nécessairement constructibles. Voici
un contre-exemple tres simple :

5.9 Proposition. [l existe un quadrilatére convexe ABC'D dont les angles
sont a = 60°, =~ =06 =230° o =+ =20° 5 =100° et 6’ = 70°. les
angles o, 5',~', 0" ne sont pas constructibles a la régle et au compas a partir
de a, 3,7,0.

FIGURE 7 —

Démonstration. Si 'on admet 'existence de ce quadrilatere, le résultat est

clair. En effet, si o/ était constructible, on aurait réalisé la trisection de I’angle

de 60° dont on sait qu’elle est impossible (voir par exemple [0] exercice 186).

Pour lexistence, il suffit de montrer la formule sin? 20° xsin 70° xsin 100° =

sin® 30° sin 60° soit encore sin? 20° x cos 20° x sin 80° = sin® 30° sin 60°. Si 'on
1

note que sin40° = 3 sin 20° cos 20°, c’est une conséquence immédiate de la

mystérieuse formule suivante, que nous retrouverons au paragraphe suivant :

5.10 Lemme. On a la formule : sin 20° x sin 40° x sin 80° = sin? 30° x sin 60°.
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Démonstration. On part de la formule de triplement du sinus, issue de Moivre :
si z =sinf, on a 423 — 3z + sin 30 = 0. Ici, on note que l'on a sin(3 x 20) =

sin 60 = sin(3 x 40) = sin 120 = v/3/2 et sin(3 x 80) = sin 240 = —+/3/2.

Les trois racines distinctes de 'équation 42 — 32 — /3/2 sont donc — sin 20,

—sin40 et sin 80 et leur produit est égal & /3 /8, ce qui prouve la formule.

5.11 Remarque. L’équation en x = o/ est ici :
V3 = 8sin® z cosz + 8V/3sin’ x cos’ z.

Elle a ici huit solutions (en degrés) : 20, 80, 140, 150, —160, —100, —40 et
—30. En fait, seules les deux premieres sont pertinentes méme en permettant
des angles orientés (et elles donnent d’ailleurs des quadrilateéres convexes). En
effet, dans le cas orienté on a une condition de signe, voir [2.14], qui affirme que
a,v ;8,05 ,a et d, 5" sont de méme signe. Comme + est positif, cela élimine
les quatre dernieres solutions. De plus, o/ = 140 donne 5/ = 180—F—vy—a' =
120 — o/ = —20 et o/ = 150 donne 8’ = —30, de sorte que les solutions trois
et quatre sont éliminées aussi.

5.4 Le cas particulier du parallélogramme

Si ABC'D est un parallélogramme (donc convexe), il est déterminé par le
triangle ABC' car le point D est le symétrique de B par rapport au milieu de
[AC]. L’espace des parallélogrammes modulo similitude est ainsi isomorphe
a celui des triangles, donc de dimension 2 et on peut le paramétrer, par
exemple, en se donnant les angles o/ = BAC et v = ACB. Cependant,
les choses sont plus délicates si ’on choisit d’autres données et cet exemple
illustre bien la discussion précédente.

5.4.1 Les parallélogrammes paramétrés par «, [

C’est le cas ou l'on se donne «, 3,7, avec a« = v et § = 9. Voici le
résultat :

5.12 Proposition. Soient o, 5 deux nombres positifs tels que o+ < m. Il
existe au plus deux quadrilatéres convexes d’angles («, B, ...,0") qui vérifient
a = et =46. Ils vérifient aussi o = ~' et 7 = §. Ces quadrilatéres
sont des parallélogrammes et ils correspondent auzx couples (o, ') et (', )

vérifiant o + [ = m — a — [ et sinasinf = sind’sin . Précisément,
si 'on pose f(a,B) = 2cos(a + ) — cos(a — B), il y a deux solutions
distinctes (non semblables) si f(a,5) > —1, une seule si f(a,8) = —1

et aucune si f(a,B) < —1. En d’autres termes, si P désigne [’espace des
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parallélogrammes modulo similitude, [’application qui a un parallélogramme
d’angles a,d/, ... 0" associe (a, B) fait de P un revétement de degré 2 du
fermé f(a, B) > —1, dont le lieu de ramification est donné par f(«a, ) = —1.

Démonstration. Comme le quadrilatere est convexe, les relations o = 7 et
£ = 6 concernent les angles alternes-internes et obligent le quadrilatere a
étre un parallélogrammef?] On a alors aussi o/ = v et 3’ = ¢, soit par
la géométrie, soit avec les relations Ry,...,Rp et les quatre relations se
réduisent a l'unique relation R : o + o' + 8+ 8/ = w. On a, par ailleurs,
I’équation des sinus qui, comme ils sont positifs, s’écrit sin avsin 8 = sin o’ sin f'.
Comme ces relations sont symétriques en o, ', si (o, 5') est solution, (5', /)
aussi. Pour calculer les valeurs on pose z = o’. Ona ' =7 —a — § — x,
donc sin 5 = sin(a+ B+ x) et, "équation devient 2sin asin § = cos(a+ ) —
cos(a + B+ 2z), ce qui donne cos(a+ 5+ 2x) = cosacos f — 3sinasin f =
2cos(a+ ) — cos(a — f3).

On note que f(a, B) := 2 cos(a+ ) —cos(a—f3) est toujours < 1. En effet,
on peut supposer, par exemple, « > . On a alors cos(a + ) < cos(a — f3)
par décroissance du cosinus dans [0, 7], donc f(«, 5) < cos(a+ ) < 1. 1ly
a donc trois cas :

e Si f(a,8) < —1, il n’y a pas de solution.

e Si f(a, ) = —1lonaa+f+2x=m+2kn, donc x = %(W—a—ﬁ)—l—lm
et il y a une seule solution dans |0, 7[ qui correspond a k = 0.

e Si f(a,3) > —1 on pose ¢ = Arccos f(a, ) et ona x = :I:%—g—é—l—k’ﬁ.

Comme on a f(a,f) < cos(a + ), on en déduit ¢ > a+ [ et il y a deux

solutions pour x dans |0, 7[ qui sont £ —% —2 (dans ]0,7/2) et 7— £~ < — 2,

Par exemple avec o = 42° et § = 26° on trouve x = o = 17.1212° et
B = 94.8788°, ou l'inverse, voir figure ci-dessous.

)
)

5.13 Remarque. Les deux solutions sont dans |0, 7/2[ si l'on a 3 cos(a+ ) —
cos(a — ) < 0. C’est le cas, par exemple, pour a« = 30° et § = 50° on a
o/ =23.1636° et ' = 76.8363°.

5.4.2 Construction a la régle et au compas

Bien qu’on soit dans un cas du type Dy, il est clair qu’on peut construire
o, B ala regle et au compas a partir de «, 3, voir figure ci-dessous.

23. Sinon cela peut étre faux, voir le cas du trapeze isocele ACDB avec (AC) et (DB)
paralléles et AB = CD (ABCD est alors croisé) mais les quatre égalités a = 7, ..., f = ¢’
de et les relations de type R 4 impliquent la convexité en vertu de
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Construction a la régle et au compas
d'un parallélogramme avec x=26° et f=42°.
(Deux solutions obtenues en échangeant «' et B'.)

FIGURE &8 —

5.4.3 L’équation f(a,p) = —1

Rappelons qu'il s’agit de I"équation 2 cos(a + ) — cos(aw — ) = —1 ou
encore cosacos f — 3sinasin f = —1. Utilisons cette forme en posant x =
cos v et y = cos 3. Comme les angles sont dans [0, 7] on a sina = /1 — 22 et
sin B = /1 — y2 et I'équation devient 1+zy = 3v/1 — 224/1 — 42, équivalente
a son élévation au carré qui donne : y?(8z% — 9) — 22y + 8 — 922 = 0. Le
discriminant de cette équation est un carré et on en déduit les solutions :

o+ 6v2(x? — 1) r—6v2(2? — 1)

nlr) = ——F= 9 et ol =gy

La condition d’existence f(«,3) > —1 est alors y > yi(z) ou y < y2(z). En
réalité, la deuxieme condition n’est pas pertinente. En effet, on doit avoir
a+ B < m ce qui se traduit en y > —zx. Or, on vérifie que la fonction g, est
toujours < —az sur Uintervalle [—1,1]. Il reste donc seulement la condition
y > y1(x) ou encore § < Arccos (y1(cos av)).

5.14 Remarque. On peut montrer directement, dans le cas des parallélogram-
mes, I’équivalence des deux conditions de ramification o/ = f’ et 2 cos(a +

B) — cos(a — B) = —1. On note pour cela que o/ = " est équivalent a 2o/ =
7 —a — B donc A cos2a’ = — cos(a + 3). Mais on a cos2a’ =1 —2sin* o/ =
1 — 2sinasin 8 et 'égalité est équivalente a 3sinasinf — cosacosff = —1

c’est-a-dire Pautre condition de ramification.
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5.5 Les quadrilateres convexes inscriptibles

Rappelons qu’il s’agit des quadrilateres ABCD dont tous les sommets
sont sur un cercle.

5.15 Proposition. On considére quatre points A, B, C, D en position générale
et on reprend les notationsY| de[2.8 Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Le quadrilatére ABC'D est convexe et inscriptible.

2) Le quadrilatére est convexe et on a l'une des relations o = 3, f =/,
vy=4¢ oud=d.

3) On a les relations Ra, R, Rc, Rp, Rp et l'une des relations o = 3/,
B=~,v=d0 oud=da.

4)Onaa=p,0=~,v=0etd=a aveca++~v+0=m.

Démonstration. Le fait que 1) implique 2) vient du théoreme de ’angle inscrit
et 'implication 2) = 3) vient de et Montrons 3) = 4). Suppo-
sons par exemple a = . Avec R¢ et Rp on en déduit v = ¢ et avec Rp et
Rp on obtient §—0 =" —a’. La relation Rp donne sin Ssind = sin o/ sin~/
et, avec f —§ = 7 — o/, on trouve aussi cosfcosd = cosa’cosy’, donc
cos(f+40) = cos(y'+a’). On en déduit 5+ = 7'+’ (la seule autre solution
est f+ 9 =21 —a’ — 4/ et elle contredit la conjonction de R4 et R¢). Avec
B—0=7"—<da" on afinalement § =" et 6 = /.

Enfin, 'implication 4) = 1) vient deet de la réciproque du théoreme
de 'angle inscrit.

5.16 Remarque. On notera que la formule magique est automatiquement
satisfaite dans le cas inscriptible.

5.17 Corollaire. L’espace des quadrilatéres convexes inscriptibles est une
variété analytique de dimension 3, paramétrée par les angles «, 3,7, 6 €]0, ]
vérifiant a+B+~y+0d = 7, ou encore par o, 3,7y €]0, 7| tels que a+ LB+ < 7.

6 L’exercice difficile

Il s’agit d'un exercice (“le plus difficile de la géométrie élémentaire” (7))
qui m’a été posé jadis par Guy Henniart (qui le tenait je crois de Joseph
Oesterlé). Le lecteur trouvera le texte original de 'exercice dans 'annexe 2
ci-dessous (voir §9).

Une reformulation immédiate de ’exercice le ramene a un cas particulier
de la situation étudiée ci-dessus : on a un quadrilatere convexe ABC'D avec

24. A priori noue utilisons ici les angles non orientés, mais le résultat est valable aussi
pour les angles orientés.
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les angles o = 60°, o/ = 20°, ' = 50° et § = 30° donnés. Il s’agit de montrer
que vy vaut 30°. Selon la classification donnée ci-dessus, on est dans un cas
“médiane” , donc a priori facile. Déja, la somme des angles dans ABD donne
B = 50° et la somme des angles de AC'D donne ~' = 40°.

6.1 La preuve calculatoire

Le triangle ABD est isocele en A et on pose a = AD = AB.
AC AD

On calcule AC avec la formule des sinus dans ACD. On a — = —
sin80  sin40

sin 80

d’ou AC = a = 2a cos 40 = 2a sin 50.
sin 4

Soit A’B’C" un triangle avec A’B’ = a et les angles A= 20°, B’ = 130°
—~ A'B’ A'C
et C" = 30°. On a — = — , doun A'C" = 2asin130 = 2asin50 =
sin 30 sin 130
AC'. Les triangles ABC et A’B'C" ont les cotés égaux AB = A'B' = a et
AC = A'C', ainsi que les angles en A et A", Ils sont donc isométriques et on
aC=v=0C =30°

y=30°7? Msolution

6.2 Et sa généralisation

On suppose qu’on s’est donné les angles «, o/, 0, ¢’. On en déduit 3,+'. On
cherche x = . On écrit la relation des sinus dans ABD, ACD et ABC. On
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AB si ADsin(6 + ¢ i in(d + ¢’
a AD = ﬂ7 AC = s1'n( +9) donc AC' = ABSln,ﬁsm(_ +9) et
sin ¢ sin v/ sin 4/ sin ¢’
AC = AT e déduie SRE D) _ sinfsin(@+9)
sin sinx sin 4/ sin ¢
: /
Maintenant, il ne reste plus qu’a étudier la fonction p(x) = sm@_—{—a)
sin x
s /
dont la dérivée vaut ¢'(x) = — '111204 et est donc négative. On en déduit que

sin x
@ décroit de +00 a —oo quand x varie de 0 a . Elle prend donc une fois et

une seule la valeur r ci-dessus : on a z = ¢~ *(r).

6.3 La preuve astucieuse

On construit £ € [CD] tel que € = DAE = 20°. L’angle en E' de ADE
vaut 80°, de sorte que ce triangle est isocele en A et on a donc AE = AD =

AB. Comme DAB = a + o vaut 80°, on a EAB = 60° et le triangle isocele
ABE est équilatéral et BE = a.

Par ailleurs, on a EAC = 40° = ECA = ~', de sorte que AEC est isocele
en K et CE = a. On a donc CE = a = BFE, donc BCFE est isocele en E.

Comme 'angle BEC vaut 180° — AED — AEB = 180° — 80° — 60° = 40°,
les angles a la base de BEC' valent 70°. En particulier BCE = v+ et on
a vy =30°

6.4 Avec la formule mystérieuse |5.10

Comme il a été dit plus haut, selon la classification du §5.2.2] I'exercice
est un cas facile ou il y a unicité de la solution. Il suffit donc de montrer que
~v = 30° est solution, autrement dit de montrer 'identité suivante, traduction
de la relation Rp (les angles sont en degrés) :

sin 20 x sin 40 x sin 80 = sin® 30 x sin 60.

Mais c¢’est exactement la formule vue en [5.10.

7 La question sur la méridienne

On sait que la détermination de la longueur du méridien terrestre effectuée
par Delambre et Méchain en 1792 repose essentiellement sur des méthodes
de triangulation qui reviennent a calculer des longueurs a partir d’une seule
longueur et de mesures d’angles. En étudiant cette question, nous avons été
confrontés au probléeme suivant, qui est du type de ce qui précede.
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On considere un quadrilatere convexe ABC'D et on reprend les notations
On suppose connus les angles a, o',y et 4+ (' soit encore a, o/, 7,7 et
il s’agit de calculer les autres. On est dans la position dite V de difficulté
intermédiaire qui a été étudiée en [5.6| ci-dessus. On choisit 8 = x comme
inconnue et on a les valeurs ¢ = 7 —a—ao —z, f/ =7 —d — vy —=x
et § = o — 4 + x. La relation des sinus donne une équation de la forme
acos’x 4+ beosxsinz + csin?x = 0, voir . On a vu que cette équation se
ramene a ’équation acosa’cosx + csina’sinx = 0 que l'on sait résoudre
et dont on sait construire les solutions a la regle et au compas. On notera
qu’en remplacant les termes en cos x, sin x en fonction de cos 2z et sin 2z on
obtient : (a — ¢)cos2x + bsin2z +a+ ¢ = 0.

FIGURE 9 —

7.1 Exemple. L’exemple initial était donné par a = 70°, o/ = 45°, v = 60° et
~" = 30°, voir figure ci-dessus. Voici les valeurs approchées des coefficients :

a = sin 45 sin 30 sin 75 sin 65 ~ 0.30951,

b= —sin45sin 30sin 40 — sin 70 sin 60 sin 15 ~ —0.437886
et ¢ = sin45 sin 30 cos 75 cos 65 — sin 70 sin 60 cos 15 ~ —0.747396.

La méthode générale vue ci-dessus donne x = 3 ~ 22.495310143958°
En vérité, cet exemple est particulierement simple car on a la relation
a + ¢ = b que 'on constate sur les valeurs approchées et que l'on vérifie
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aisément en appliquant quelques formules de trigonométrie. Cela permet de
simplifier I'équation (a — ¢) cos 2z + bsin2x 4+ a + ¢ = 0 obtenue ci-dessus,

qui admet la solution évidente 2x = 7/2 et une autre solution donnée par

2 9
Ccos2r = %- Le calcul donne cos2x ~ 0.70722252994 et on retrouve

cc+a
x ~ 22.495310143958°.

8 Annexe 1 : a propos des quotients

Dans cette annexe, on s’intéresse a la structure du quotient P*/Sim P de
I’espace des quadruplets quelconques de points par le groupe des similitudes.
On sait que, dans le cas général, ce type de question n’est pas évident. Le
lecteur qui voudrait en avoir un apercu pourra consulter le difficile livre de
David Mumford [4]. Avant de regarder les quadrilatéres, examinons déja deux
cas plus simples.

8.1 Retour aux sources
8.1.1 Le cas de deux points

Le quotient P?/Sim P a deux points, I'orbite générique des couples (A, B)
avec A # B et l'orbite diagonale des (A, A). Le quotient est formé de deux
points, I'un ouvert, ’autre fermé.

8.1.2 Le cas des triangles

On distingue quatre cas.

1) I y a l'ouvert générique des triplets de points non alignés, dont le
quotient est de dimension 2 isomorphe a la partie de ]0, w[* formée des (o, 3)
vérifiant a + 8 < 7 (ou de la partie du cube ]0, 7[> formée des (o, [3,)
vérifiant a + § + v = m). Un autre paramétrage, meilleur ici, est donné
par les rapports de cotés A := AC/AB et u := BC/AB avec les conditions
A+ p > 1et |A—pl < 1. Dans le plan des (A, u), on voit apparaitre un
“triangle” T avec un sommet a l'infini. L’avantage de ce paramétrage est de
se généraliser au cas suivant.

2) Il y a ensuite les triplets de points distincts alignés, déterminés a si-
militude pres par les invariants A := AC/AB et u := BC/AB vérifiant la
relation A+p = 181 A et psont < 1 et |[A—p| =1 sinon. L’espace des triplets
alignés est de dimension 5 (c’est un fermé de P? défini par la nullité d’un
déterminant) et le quotient de dimension 1. Le quotient apparait comme la
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réunion des cotés du triangle 7, sommets exclus, ces derniers correspondant
aux cas de deux points confondus.

3) Le cas suivant est celui des triplets avec deux points égaux qui se
répartissent en trois orbitesﬁ : (A, A, B), (A,B,A) et (A, B,B). Dans le
“triangle” quotient 7T, ces points correspondent aux sommets (0o, 00), (0, 1)
et (1,0).

4) Enfin, les triplets de points confondus donnent un point fermé, adhérent
a tout le monde.

On voit qu'on a décrit le quotient total P3?/Sim P, au point de pouvoir le
dessiner (& I'exception du point correspondant a la diagonale).

8.1 Remarques. 1) On a un paramétrage plus symétrique en utilisant les
trois longueurs a = BC', b = C'A et ¢ = AB. Comme ces longueurs, modulo
similitude, sont définies a multiplication pres par un scalaire, on obtient une
application de I'ouvert des triplets non confondus de P3/Sim P dans P?(R)
qui & ABC' associe (a,b,c). L'image est ’ensemble des points qui vérifient
a,b,c >0, a < b+ c et les relations analogues obtenues par permutation.

2) Le paramétrage précédent est défini avec des fonctions racines carrées.
On peut le rendre analytique en utilisant les carrés des longueurs z = a2,
y = %, z = ¢ Dans ce cas 'image est définie par I < 0 ou I'} est le
déterminant de Cayley-Menger :

0 1

1 1
1 10 2z vy 2 2 2
i(x,y,2) = 1 2 0 o =8ty +2 —2yz — 2zx — 2xy.
1 vz O

Cela résulte de la factorisation :
~Th(z,y,2) = (b+c—a)(cta—b)a+b—c)a+b+ec).

Sur tous ces sujets on renvoie a [5] §5.5 et §6.3.

8.2 Quadrilateres : le cas générique
8.2.1 Stabilisateurs

Revenons A la structure du quotient P*/Sim P pour quatre points quel-
conques. On munit cet espace de la topologie quotient (et peut-étre de struc-
tures additionnelles ...). On sait depuis [4] que cette question est intimement
liée aux stabilisateursP Le résultat les concernant est le suivant :

25. Attention, en général, les permutations de A, B, C' ne proviennent pas de similitudes.
26. Voir la notion de points semi-stables.
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8.2 Proposition. Soient q := (A, B,C, D) € P*.

1) Si les quatre points ne sont pas alignés, le stabilisateur de q sous l'ac-
tion de Sim P est réduit a lidentité.

2) Si les quatre points sont alignés sur une droite d mais non tous égaux,
le stabilisateur est formé de l’identité et de la symétrie par rapport a d.

3) Si les quatre points sont confondus, le stabilisateur est isomorphe au
groupe des similitudes vectorielles, de dimension 2.

Démonstration. C’est clair a partir du fait que le stabilisateur de deux points
distincts est formé de 'identité et de la symétrie par rapport a la droite les
joignant.

8.2.2 Le cas générique

Sur la structure du quotient, on se contente ici du cas générique o1 non
seulement les quatre points ne sont pas alignés, mais ou ils sont en position
générale. Comme le dit David Mumford (voir [4]), construire un quotient
dans le cas générique est un simple exercice, donc on devrait y arriver ...

8.3 Théoréme. Soit Q, la partie de P* formée des quadruplets de points
en position générale (c’est-a-dire que trois quelconques des points sont non
alignés). C’est un ouvert de P* et le quotient Q,/SimP est une variété ana-
lytique de dimension 4.

Démonstration. On donne simplement quelques indications sur la preuve de
ce théoreme, renvoyant a [5] pour des détails.

On consideére I'application polynomiale ®y de Q, dans R® quia A, B,C, D
associe les carrés des longueurs x = BC?, y = CA?, » = AB? X = AD?,
Y = BD? et Z = C'D?. Les points étant en position générale, les six scalaires
x,...,Z sont > 0 et on peut composer ¢, avec la projection canonique de
R% — {0} dans l'espace projectif P’(R). On obtient ® : 9, — P?(R) et on
sait (voir [5] 5.5.6) que 'image de ® est dans le fermé défini par ’annulation
du déterminant de Cayley-Menger :

0 1 1 1 1

1 0 2z y X
[(z,y,2, X, Y, Z):=|1 =z 0 =z Y|.

1 v z 0 Z

1 XY Z 0

Le polynome I' est homogene de degré 3 en les 6 variables et définit donc
une hypersurface cubique V' de P°. L’application ® est polynomiale, donc
analytique et elle se factorise par le quotient Q, = Q,/SimP. De fait, si

45



deux quadrilateres sont semblables, les carrés des longueurs des cotés et des
diagonales sont proportionnels. On a donc une application P : Qg — V, qui
est injective. En effet, si les images de deux quadrilateres sont égales dans le
projectif, elles sont proportionnelles dans R et, quitte & faire une homothétie
on peut supposer qu’elles sont égales et il résulte alors de [5] 7.1.2 que les
quadrilateres sont isométriques.

8.4 Lemme. L’image W de ® est un ouvert de V. C’est une variété ana-
lytique de dimension 4 qui admet deux composantes connexes formées des
ABCD tels que ABC et ABD aient méme orientation (resp. des orienta-
tions distinctes).

8.5 Remarque. Attention, le résultat ne subsiste pas si les points sont seule-
ment supposés non alignés. Si 'on prend par exemple un triangle ABC et
D=AomaX=0,Y=zetZ=yet X?+Y2+22-2Y2-2:2X-2XY = 0.
De toutes facons puisque ce quadrilatere a X = 0 il est nécessairement dans
la frontiere de W.

Démonstration. On connait 'image de P* par ® par [5] 7.1.7 et 7.1.9, voir
aussi 7.5.2. C’est la partie de V' vérifiant les relations :

x2+y2+22—2yz—22x—2xy<0, X4 Y2422 22— 22X —2XY <0

X2+ 222y 722X —2Xy <0 et a?+Y?4+7°-2YZ-2Zx—22Y < 0.

(Les polynomes en question sont des déterminants de Gram et les conditions
sont simplement des traductions d’inégalités de Cauchy-Schwarz). On voit
qu’on a bien un ouvert.

Pour voir qu’on a une variété analytique, on considere I'ouvert Q de R®
formé des w := (x,y, z, X, Y') vérifiant les deux premieres inégalités ci-dessus.
Le polynome I'(z,y, z, X, Y, Z), vu comme polynéme en Z, est un polynome
du second degré, de coefficient dominant —2z et de discriminant :

A =42+ y? + 22— 29z — 220 —20y) (X2 + Y 422 —2Y 2 — 22X —2XY) > 0

de sorte que les racines sont distinctes. On a ainsi deux applications Z =
1 (w) et Z = 1ho(w) de Q dans W, leurs images sont disjointes, et W en est
la réunion.

Comme V est une hypersurface de P® il est de dimension 4, donc aussi
W qui en est un ouvert.

8.6 Lemme. L’application ® : Q, — W admet une section analytique,
c’est-a-dire une application s : W — Qg telle que ®os = Idg,. L application
induite ® : Q, — W est un homéomorphisme.
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Démonstration. On donne seulement des indications, voir [5] exercices 7.5.1
et 7.5.2. On connait les carrés des longueurs x,...,Z et on cherche un
quadrilatere qui leur corresponde, a similitude pres. On peut donc impo-
ser A = (0,0), B = (1,0) et supposer que C' = (u,v) est dans le demi-plan
1
v>0.0Onau?+v2=yet (u—1)>+v* =z, ce qui donne u = 5(3/—&:4—1),
puis v comme racine positive de y — u®. Pour trouver D = (w,t), on utilise
X et Y, qui donnent w comme ci-dessus. Il y a alors deux valeurs possibles

de t qui donnent deux valeurs distinctes de Z, comme on I’a vu ci-dessus. On
choisit alors celle des valeurs de ¢ qui donne la racine Z.

8.7 Lemme. La variété W est le quotient de Qg par SimP dans la catégorie
des variétés analytiques.

Démonstration. 11 s’agit de montrer que si 'on a une application analytique
f de Q, dans une variété analytique U, invariante par Sim P, elle se factorise
par ®. Mais cela résulte de I'existence de la section s.
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9 Annexe 2 : la version originale de ’exercice

difficile

Le texte original de l’exer-
cice :

Le triangle FAD est isocele en
avec 'angle en F égal a 20°. On
porte B sur [AE] et C sur [ED]
avec CAD = 60° et B/DE\: 50°.
Quelle est la valeur de BCA?
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