Dans tout le probleme V' désigne un espace vectoriel euclidien de dimension 3,
O(V) le groupe orthogonal de V', c’est-a-dire le groupe des isométries (sous-entendu
vectorielles) de V et O (V) le groupe des isométries positives, c’est-a-dire des
rotations (sous-entendu vectorielles) de V.

La sphere unité de V' est notée S. Si r est une rotation distincte de Idy , ’axe de
r est une droite vectorielle qui coupe S en deux points opposés qui seront appelés
les poles de r.

Le cardinal d'un ensemble X sera noté |X|.

Si H est un sous-groupe d’un groupe G et si a € G on rappelle qu’on pose :

aH={geG | 3heH, g=ah}.

L’application A — ah est alors une bijection de H sur aH.
0. Questions préliminaires.

0.1 Soit U le groupe (multiplicatif) des nombres complexes de module 1 et soit
G un sous-groupe fini de cardinal n de U. Montrer que G est un groupe cyclique.
(On pourra comparer G et le groupe U,, des racines n-iemes de 1'unité.)

0.2 Soit X un ensemble fini et soit f : X — Y une application Montrer qu’on a

la formule suivante (dite lemme de comptage) : |X| = Z I {y))].
yey

I. Premiere partie.

Dans cette partie, G désigne un sous-groupe fini de O™ (V') et n son cardinal. On
suppose . > 1 et on note P l’ensemble des poles des éléments de G distincts de
Idy .

I.1 Soit r € G et x un podle de r. Soit g € G. Montrer que g(x) est pole d’'un
élément de G que ’on précisera.

En vertu de 1.1, le groupe G opere sur 'ensemble P par g.z = g(z). Soit = € P.
On note w, l'orbite de = sous 'action de G, c’est-a-dire I’ensemble des g.x pour
g € G et H, le stabilisateur de x, c’est-a-dire le sous-groupe des g € G tels que
g.x = x et on pose v, = |w,| et n, = |H,|.

1.2 Soit = € P et ®, 'application de G dans w, définie par ®,(g) = g(x). Montrer
que tous les ensembles &1 ({y}) pour y € w, sont en bijection avec H,. En déduire
la formule n = v,n, (on pourra utiliser 0.2).

1.3 Soit x € P. Montrer que H, est un groupe cyclique de cardinal > 2. Montrer
que G est réunion des stabilisateurs H, pour z € P.

On désigne par E l’ensemble des couples (r,z) ou r est un élément de G distinct
de Idy et x un pole de r.

1.4 Montrer qu’'on a |E| =2(n —1).

On suppose que le nombre d’orbites de G dans P est égal a k et on choisit un pole
dans chaque orbite : x1,- -, z;. On pose w; = w,,, v; = vV, et n; = n,,. On a donc



1.5 Montrer la formule : i
Bl = vi(ni —1).
i=1

1.6 Montrer que I’'on a :

(1) 2—%:2(1—%).

1.7 Montrer que les seules valeurs possibles de k sont 2 et 3.

1.8 On suppose k = 2. Montrer que G est un groupe cyclique. Donner un exemple
d’un tel sous-groupe de O" (V) de cardinal n € N* donné.

Dans tout le reste de la premiere partie on suppose k& = 3 et, pour fixer les
notations, n1 < ng < ng.

1.9 Montrer qu’on a les résultats suivants :
a) ny = 2.

b) ny € {2,3}.

c) si ng = 3, alors n3 € {3,4,5}.

I.10 On suppose qu'on a n; = ny = 2 < ng et on pose ng = m. Déterminer le
cardinal de G en fonction de m. Montrer que GG contient un sous-groupe distingué
H qui est cyclique de cardinal m. Montrer que les éléments de G — H sont d’ordre
2.

Donner un exemple d’un tel sous-groupe G de O (V') pour m > 2 donné.

I.11 On suppose qu'on a n; = 2, no = 3 et ng = 3,4 ou 5. Déterminer selon les
cas la valeur de |G|. Déterminer selon les cas étudiés ci-dessus les ordres possibles
des éléments de G et préciser le nombre d’éléments de chaque ordre.

II. Deuxieme partie.

Dans cette partie G désigne un sous-groupe de O(V). On pose Gt = GN O™ (V)
et G- = G — GT et on suppose G # G. On note —Idy ’homothétie de rapport
—1 dans V et, pour u € O(V), on pose —u = —Idy ou. Si A est une partie de
O(V), —A désigne 'ensemble des —u, pour u € A.

II.1 Montrer que G est un sous-groupe distingué de G et déterminer le groupe
quotient. Montrer que si s est dans G~ on a G~ = sGT et que s? est dans G7.
L’ensemble G~ est-il un sous-groupe de G 7

I1.2 Soient A et B deux groupes. On munit le produit A x B de la loi de composition
définie par (a,b)(a’,b") = (aa’,bb’). Montrer que A x B, muni de cette loi, est un
groupe. On désigne ce groupe comme le produit direct de A et B.

II.3 On suppose —Idy € G. Montrer que G est isomorphe au produit direct
Gt x {1,-1}.

I1.4 Montrer que G = G U (=G ™) est un sous-groupe de O (V).

On suppose —Idy ¢ G. Montrer que G est isomorphe a G.

I1.5 Comment peut-on décrire, & isomorphisme pres, les sous-groupes finis de O(V')
lorsqu’on connait ceux de O+ (V) ?
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III. Troisieme partie.

~ 1,618. On rappelle les formules : 72 = 741

On note 7 le nombre d’or 7 =

1+5
2
et 771 =7—1.

Dans cette partie, 'espace V est l'espace R?® muni du produit scalaire usuel pour
lequel la base canonique e; = (1,0,0), es = (0,1,0), e3 = (0,0, 1) est orthonormée.
On note O lorigine, O = (0,0, 0).

On considere ’ensemble D formé des 20 points ci-dessous (le signe + prend toutes
les valeurs possibles) :

D={(£l,£1,£1); 0x7 1 £7); (£7,0,£r7Y); (£r 1, +7,0) }

On désigne par G le sous-groupe de O(V) formé des éléments g qui laissent
invariant D , c’est-a-dire vérifient g(D) = D. On reprend les notations G et
GG~ comme dans la deuxieme partie.

ITII.1 Montrer que les points de D sont sur une méme sphere de centre 'origine.
Déterminer I’isobarycentre des points de D. Déterminer les isométries affines qui
conservent D.

Soit ¢ une permutation paire de l’ensemble {1,2,3} et soit € = (e1,€2,€3) un
élément de {1,—1}3. On considere la transformation u, . définie par la formule

Ug,c(€) = €i€q(s) pour i=1,2,3.

Soit H 1'ensemble des transformations u, . pour o € Az et € € {1,—1}3.

I11.2 Montrer que H est contenu dans O(V'), déterminer |H| et H™ = HNOT (V).
Montrer qu'on a H ~ Ht x {1,—1} (cf. I1.2 et I1.3). Montrer que H est contenu
dans G, de sorte que H opere sur D. Montrer que H admet sur D deux orbites
que ’on précisera.

I11.3 On pose a = (1,1,1), b= (0,771, 7), m = (771, 1,7). On considere le demi-
tour d’axe Om, que l’on note v,,. Montrer que l'on a v,,(a) = b, puis que v,, est

dans G.

II1.4 Déduire de II1.3 que G opere transitivement sur D. Montrer que |G| est
multiple de 20 (cf. 1.2) et de 24, donc de 120.

II1.5 Montrer que G opere transitivement sur D.

II1.6 On reprend les notations de II1.3 et on pose, de surcroit, ¢ = (7,0,771) et
d=(r71,7,0).

a) Soit g € G. On suppose que g laisse fixe b, ¢, d. Montrer que g est 'identité.

b) Soit G, le stabilisateur de a. Montrer que G, permute les points b, ¢,d (on
pourra considérer la position des points de D par rapport au plan d’équation
z+y+z=+b).

c) Montrer qu’on a |G,| < 6 et en déduire qu’on a |G| = 120.

II1.7 Déterminer les ordres des éléments de G (utiliser les résultats de I).



