Un programme pour Bézout

1. La théorie.

a) L’algorithme d’Fuclide.

On considere a,b € N avec b # 0. On pose a = rg, b = r1. On effectue la division
euclidienne de a par b : a = bg+r avec 0 < r < b. On pose ¢ = q1, 7 = r3. On a donc
ro =1r1q1 + 12 avec 0 < ry <11 et d = pged (a,b) = pged (ro, 1) = pged (r1,72).
On construit ainsi par récurrence des entiers ro,r1, -, 7k, Tk+1 €t q1,- -+, qx avec
Th—1 = qkTk + Tk+1, 0 < g1 < 1 €t d = pged (T, Tg+1). Sion a rgpp =0 on a
d = rj et on s’arréte, sinon on continue 1’algorithme en divisant r; par rg41.
Comme on a 0 < rpyq <71, < --- < 1rpon voit que 'on obtient nécessairement un
reste nul au bout d’au plus r; opérations. Si on désigne par r,, le dernier reste non
nul on a donc r,_1 = q,ry, dov, d = pged (rp—1,77) = Ty

b) Le théoréme de Bézout.

Pour montrer Bézout, on utilise I’algorithme d’Euclide. On va montrer, par

récurrence sur k que, pour tout k avec 0 < k < n, il existe des entiers uy, vy € Z

vérifiant r, = upa + vib.

L’assertion est vraie pour £ = 0 puisqu’on a rp = a = 1 X a + 0 X b et pour
k =1 puisquon a ry = b = 0 x a+ 1 x b. Supposons 'assertion prouvée pour

tout entier < k, avec k fixé vérifiant 1 < k < n, et montrons la pour k£ + 1. On a
Tkl = Th—1 — QkTk = Uk—1a + Vg—1b — q(ura + vib) d’on la relation cherchée en

posant ug4+1 = Ug—1 — QrUE €6 Vgpy1 = Vk—1 — qrVk-

Si on applique l'assertion au cas k = n, comme on a r, = d = pged (a,b), on

obtient bien la relation de Bézout cherchée.

Pour écrire la récurrence sur les coefficients uy, v, le mieux est d’introduire la

Ug—1 Vgp-—1
Uk Vg

matrice my suivante : myp — < car la relation de récurrence s’écrit

. . 0 1
alors my4+1 = prmi ou pi est la matrice 1 o)
—(qk

2. Le programme sur Voyage.

euclide(a,b)

Prgm

EffES

Local m,q,r

Identité(2) — m

While b > O

mod(a,b) — r

(a-r)/b — q

b—a:r —b: [[0,1][l,—q]]*m — m
EndWhile

Disp "pgcd", a Disp "u", m[1,1] Disp "v", m[1,2]
EndPrgm



