CALCUL APPROCHE D’INTEGRALES

Daniel PERRIN

0. Introduction.

L’objectif de ces notes est de proposer une démonstration des majorations de
Perreur pour les quatre méthodes usuelles de calcul approché d’intégrales (rec-
tangles, trapezes, point médian, Simpson, en abrégé R, T, M, S). L’intérét de la
méthode proposée est double :

1) c’est la méme méthode pour les quatre cas et elle est trés naturelle,

2) cette méthode est du niveau d’un éleve de terminale (elle n’utilise ni le théoréeme
des accroissements finis, ni la formule de Taylor).

1. Les quatre méthodes R,T,M,S.

a) Cadre général.

On cherche a calculer une intégrale I = ff f(t)dt ou f est une fonction continue
(voire C1, C2%, C*) sur [a, b], avec a < b. On remplace f par une fonction g sur [a, b]
(constante, affine, polynomiale de degré 2). Précisément, on approche I par I'une
des expressions suivantes :

In=(-a)f(@) oulp=(b-af®); Ir=(b-a) [W]
he=0-af(0 s =20 @+ )+ 4

On peut ensuite itérer la méthode en ’appliquant sur chacun des intervalles d’une
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subdivision réguliere de [a,b] : o = a, x1 = a + LTy =a+1
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r, = b. Par exemple, pour la méthode des rectangles et des trapezes on obtient

n= "0 ) g = S [LE )]
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On définit de méme Ips,, et Ig .
b) Les majorations.

Si f est de classe C* on pose

My = sup | ().
z€[a,b]

On a alors le théoreme suivant :



Théoreme 1.

1) (Rectangles) On suppose f de classe Ct. On a |I — Ig| <

(b—a)’
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b—a),,

2) (Trapézes) On suppose f de classe C?. On a |I — I7| < M.

b — 3
3) (Point médian) On suppose f de classe C*. On a |I — I;| < %

bh— 5
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On déduit de ce théoreme les majorations dans le cas d’une subdivision a n pas :
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4) (Simpson) On suppose f de classe C*. On a |I — Ig| <

Corollaire 2. )
b—
1) (Rectangles) On suppose f de classe C*. On a |I — I | < 4( 5 a) M.
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3) (Point médian) On suppose f de classe C*. On a |I — Ipr | < e
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Démonstration. (du corollaire) Faisons par exemple le cas du trapeze, les autres
sont identiques. En vertu du théoreme 1, appliqué a lintervalle [x;,x;11], de

2) (Trapézes) On suppose f de classe C%. On a |I — It | <
M.

4) (Simpson) On suppose f de classe C*. On a |I — Ig | <

longueur , on a l'inégalité :

n/:wl Fydt — b—a [f(xi) +f(wi+1)} ‘ - (b—a>3 My

n 2 n 12

En sommant ces n inégalités on obtient le résultat (il y a un n du dénominateur
qui s’en va).

¢) Preuve du théoréme 1, cas R et T.

Expliquons l'idée sur le cas du rectangle. On cherche a majorer 'erreur A =

/ f(t)dt — (b — a)f(a). Cette quantité est une constante, mais si on fait varier
a

xT

b elle devient une fonction : A(z) = / f(t)dt — (x — a)f(a). Bien sur, il suffit

a
de majorer A(x) (car on aura la majoration de A en faisant x = b). Pour cela on
dérive jusqu’a ce qu’on voie une majoration évidente. Ici, le premier pas suffit, on
a A'(z) = f(z)— f(a) et on applique I'inégalité des accroissements finis! (IAF) qui

donne |A’(z)| < M;(z—a). On majore alors A en intégrant A’ : / A'(t)dt

(car A(a) =0), d'ou, |A(x)| < Ml/ (t —a)dt = M1@ et on a le résultat.

Pour la méthode des trapezes on considere A(z / f(t)dt—(z—a) /() —; f(a)

En principe, cette inégalité n’est plus au programme de terminale S depuis 2002. On peut
contourner cette difficulté en éccrivant f( f f dt et en appliquant I'inégalité

de la moyenne.
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(z —a)

et on a: A'(z) = 3(f(z) - f(a) - (z — a)f'(x)), puis A"(z) = — 5 /().

On en déduit |[A”(z)] < LMs(z — a) et, en intégrant (en tenant compte de

2 3
A'(a) = Aa) =0), |A'(x)] < uMg et |A(x)| < %Mg d’ot le résultat
en prenant x = b.

d) Preuve du théoréme 1, cas M et S.

L’idée est identique, avec une variante qui consiste a choisir comme origine le
)
a+b

point médian ¢ = - On regarde alors, dans le cas du point médian : A(z) =

ct+x

/ f@)dt—2xf(c) (car la largeur de 'intervalle est ici 2z ; on aura la majoration

voulue en prenant z = 252). On dérive : A'(z) = f(c+ z) + f(c — z) — 2f(c),

puis A”(z) = f'(c+ x) — f'(¢c — z) que 'on majore par IAF : |A”(z)| < 2zMy,

d’oul en intégrant deux fois sur [0, z] et en tenant compte de A’(0) = A(0) = 0, les
3

majorations : |A’(z)| < x2Mjy, puis |A(z)| < %Mg. Si on applique cette formule

bh— 3
avec © = =2 on obtient | — Iy < M2< @)

5 » d’ou le résultat.

Finissons avec Simpson. Cette fois on considere

ctx T
M) = [ f®dt = Glfe+ o)+ fle— )+ 4f(C)]

On doit dériver trois fois pour voir une majoration évidente :
2 4 T
N() = lfe+2)+ e o) = 55(0) = 5[ e+ 2) — fle~ )],
x

[feta) = fle—z)] = [ (c—z)+ f(c+ ),

A" (z) = 3
A///(x) —

1
=3 ;
U e )~ £t )]
que l'on majore par IAF : |A"(z)] < %EQMAL On en déduit successivement,
en intégrant sur [0,z] et en tenant compte de A”(0) = A’(0) = A(0) = 0, les
majorations :

223 r? x°
A"(z)] < =My, |A(z)| <=My, |Az)| < =M.
A(@)| < My, N @) < ToMa, AW < 5o My
b— 5 bh— 5
En faisant x = b_T“ on obtient | — Ig| < (90 xag)Q My = (288%) M, comme

annoncé.



