Groupes et algebres de Lie

Devoir maison

Ce devoir est a rendre pour le lundi 7 avril a 8h15, soit en personne lors du cours, soit par mail a
I’adresse suivante :

daniel.monclair@universite-paris-saclay.fr
Ce devoir sera noté de fagon non pénalisante : la note finale N sera calculée selon la formule

NE+NDM)
3

ou Ng est la note de I'’examen final et Npj, est la note de ce devoir maison. Si vous rendez le devoir au
plus tard le vendredi 4 avril, il sera corrigé et rendu le 7 avril.

Np = max(NE,

Exercice 1: Représentations de U(1) et T

1. En identifiant M;(C) avec C, montrer que l’espace tangent T;U(1) est égal a iR (faire un dessin).

Solution : On a U(1) = f~1({0}) avec f(z) = |z|* -1, et d f|,-; = dz+dZ, d'ou T, U(1) = kerd f|,-; = iRR.
2. Montrer que l'exponentielle complexe e'?
u(l).

coincide avec I'exponentielle de matrices exp(if) de i0 €

Solution : La définition de '’exponentielle de matrices est exp(i0) = Y ;% (ZZ) , elle coincide bien avec

I'exponentielle complexe car la somme et le produit de matrices 1 x 1 sont la somme et le produit
de nombres complexes.

3. Pour k = (kq,...,ky) € ZN, on note

Montrer que (CN, py) est une représentation de U(1).
Solution : Il suffit de vérifier que pyx € GLy(C) et que py(zz’) = px(2z)pk(2z’) pour tous z,z" € U(1).
4. A quelle condition (CN, py) est-elle irréductible?

Solution : En notant e; le premier vecteur de la base canonique de CV, le sous-espace vectoriel C-e¢,
est une sous-représentation. Si py est irréductible, on a donc C-e; = CN, donc N = 1. Réciproque-
ment, toute représentation de dimension 1 est irréductible.

5. Montrer que si (V,p) est une représentation irréductible de U(1), alors il existe J € gl(V) tel que
p(e'?) = exp(0]) pour tout O € R.

Solution : Comme i € u(1), on peut considérer | = dplyi € gl(V). Pour tout 6 € R,on a:
p(e'?) = p(exp(01))
= exp(dpl, 01)
=exp(0]).

Remarque : on na pas utilisé le fait que (V, p) est irréductible.
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6.

Montrer que si ] € gly (C) vérifie exp(27]) = Iy, alors ] est diagonalisable et ses valeurs propres sont
dans iZ.
Indication : on pourra utiliser la forme réduite de Jordan.

Solution : Si exp(27]) = Iy, alors tout bloc de Jordan ], ; dans la forme réduit de ] doit aussi vérifier
exp(27nJ, k) = Iy, or ceci n’est vrai que pour un bloc de taille 1 vérifiant A € iZ.

. En déduire une classification des représentations de U(1) a conjugaison pres, ainsi qu’une classifi-

cation de ses représentations irréductibles a conjugaison pres.

Solution : Soit (V, p) une représentation de U(1), et soit ] € gl(V') donné par la question 5, i.e. tel que
p(e'0) = exp(0]) pour tout O € R. On a exp(27]) = p(e*'™) = p(1) = idy, donc d’apres la question 6,
on peut choisir une base B de V dans laquelle
ik
Uls =

ikn

Il en suit que [p(eie)]g = pk(eig) pour tout 6 € IR, donc p est conjuguée a py.
Si p est irréductible, alors py aussi, donc N = 1.

. Une représentation de I’algebre de Lie (1) vient-elle d’une représentation du groupe U(1)?

Solution : Non. Par exemple pour tout k € R, l'application Ry : i6 + kiO définit une représentation
(C,Ry) de u(1), mais celle-ci ne vient d’une représentation de U(1) que lorsque k € Z.

Pour d € IN*, on considere I’ensemble

9.

10.

11.

el 0
Td: tl,...,tdEIR

0 eitd
Montrer que T; est un sous-groupe de Lie matriciel de GL;(C).

Solution : C’est un sous-groupe compact donc fermé.

Décrire son algebre de Lie.

Solution :
it 0
TINTd: tl,...,tdEJR
0 ity

Montrer que si (V, p) est une représentation irréductible de T, alors dim¢ V = 1.

Solution : Pour k € {1,...,d}, posons J; la matrice ]k = Diag(0,...,0,1,0,...,0) ou le coefficient i est en
position k, ainsi
ity 0
=it Jk.
0 ity
Posons maintenant ]")‘ = dplld]k. On a donc exp(27z]§) = p(exp(27z]k)) =1d, et d’apres la question 6.

on sait que ](lf est diagonalisable. Or les applications linéaires ]Fl,,...,]g commutent entre elles deux
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a deux (car []é‘,]é] =dpy, [J%,J'] = 0), elles sont donc diagonalisables dans une base commune B :

k
M
Ubls =
k
AN
En notant ¢ = Diag(e'", ..., e'"), on trouve
it
[p(g)]s =
itAN

La encore, le sous-espace C-e; est une sous-représentation, donc une représentation irréductible est
de dimension 1.

Exercice 2:SO(4) et SU(2) xSU(2)

On considere le groupe formé de matrices diagonales par blocs

{5 o)

1. Expliquer pourquoi G est un sous-groupe de Lie de GL4(C).

g1, 8 € SU(2)} C GL4(C)

Solution : C’est un sous-groupe compact, donc fermé.
On considere le sous-ensemble

a+ib -c—id
]H_{(c—id a—ib )la,b,c,deIR}CMz(C).

Pour g = (gol g())e G et Q €H, on note p(g)-Q := nggz_l.
2
2. Montrer que H est un sous-espace vectoriel réel de dimension 4 de M,(C).

Solution : Il possede comme base

el e el )

3. Montrer que si g € G et Q € H, alors p(g)-Q € H.
b
Solution : Remarquons d’abord que SU(2) ¢ H (car tout élément g € SU(2) s’écrit g = ( ag E) ou
a,b € C vérifient |a|? + |b]* = 1. Tl suffit maintenant de vérifier que H est stable par produit matriciel.
Ceci découle des calculs suivants :

1°=i’=j>=k*=1; ij=-ji=k.

4. Montrer que (IH, p) est une représentation réelle de G.
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Solution : On considere g = (go1 gO ),g' = (go1 gO,) €G.PourQeH,ona:
2 2

p(g8) Q=(8181)Q(8:85) "
= 5110 gz
= g1p(g))- Q8"
=p(g)p(g)- Q.

5. Montrer qu’il existe un unique produit scalaire (:,-) sur H tel que (Q, Q) = det Q pour tout Q € H.

a+ib -c-id

Solution : Il suffit de remarquer que det (c —id a—ib

) =a? +b? + c? + d?, Vexistence et I'unicité
viennent par polarisation.

6. Soit B une base orthonormée de IH pour le produit scalaire défini a la question précédente. Pour
g € G, on note px(g) := [p(g)]s. Montrer que p3(g) € O(4) pour tout g € G.

Solution : Notons B = (x1, X, x3,x4). Pour v € R%, on considére la matrice Q, = vjxj.

los(gvl® = det(p(g)-Q, )

On en déduit que pg(g) € O(4).

7. En déduire un isomorphisme entre les algebres de Lie u(2) ®u(2) et so(4).

Solution : Il y a une erreur d’énoncé, c’est une isomorphisme entre st (2) @ su(2) et so(4) que l'on
cherche. On considere I'application

su(2)@su(2) — so(4)

X, o)

(O
(X1, Xp) dPE|14(O X,

X, 0

0 X;
0,i.e. X;Q—-QX, =0 pour tout Q € H. En appliquant ceci a Q =1, on trouve X; = X,. Puis Q =i
montre que X; est diagonale, en continuant avec Q =j et Q =k on trouve X = 0, donc ® est injective.
Or dimso(4) = 6 = dim su(2) ® su(2), donc ® est bien un isomorphisme.

Il s’agit bien d’un morphisme d’algebres de Lie. Notons X = ( ) €g.SiD(X) =0,alorsdp|; X =
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