Agrégation interne 2024-2025 Analyse

Suites réelles : Exercices

Rationnalité, irrationnalité, transcendance

Exercice 1. Sous-groupes additifs de R et applications [CAPES 2005] [FGN-Anal, ex. 1.13]
[FGN-3, ex. 1.23] [Moi, TD 1 p. 51] [Ska, ex. 1.15]

1. Soit H un sous-groupe additif de R non réduit & {0}. On note H' := {x € H: z > 0}.
(a) Montrez que H' est non vide. On notera a sa borne inférieure.

(b) Supposons que a > 0. Montrez que a € H' (et donc que a = min H'), et déduisez-en que
H=aZ.

(¢) Supposons que a = 0. Montrer que H est une partie dense de R.
2. Applications :

(a) Soient u, v deux réels non nuls tels que u/v soit irrationnel. Montrez que uZ + vZ est un
sous-groupe dense de R.

(b) Soit r € Q*. Déduisez-en que {cos(rn) : n € N} est dense dans [—1, 1].
(¢) Montrez que I’ensemble des rationnels décimaux inversibles (dans D) est dense dans R.
3. Variante et applications :

(a) Soient u, v deux réels strictement positifs tels que u/v soit irrationnel. Montrez que uN —
oN = {mu —nv : (m,n) € N?} est dense dans R.

(b) Soit r € Q*. Déduisez-en que {sin(rn) : n € N} est dense dans [—1, 1].

(c) Soient ci, ..., ¢q € {0,...,p} avec ¢; # 0. Montrez qu’il existe p € N tel que 'écriture en
base 10 de 2P commence par les chiffres ¢y, ..., ¢,.

Exercice 2. Nombres de Liouville [FGN-Algl, ex. 5.55] [FGN-3, ex. 1.17] [Mon, P. 4.2 p. 283|
[Ska, ex. 1.4]

1. Soit z € R\ Q un irrationnel et P € Z[X] un polynéme a coefficients entiers tels que P(z) = 0.
Soit d le degré de P. Montrez qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tous p € Z et

q €N,
-2
q q
2. Soit (up)nen une suite a valeurs dans {0,...,9}. Montrez que le réel u = :Lri% u, 107 est
transcendant.

3. Déduisez-en que I'ensemble des réels transcendants n’est pas dénombrable !.

Suites réelles

Exercice 3. Moyenne de Cesaro et applications [Moi, TD 2 p. 54] [Ska, ex. 1.9]

1. Soit (un)nen une suite réelle. On lui associe une suite réelle (v, )nen définie par

ug + ...+ Up—1
Vo = ug et v, 1= n Vn > 1.
n
1. Cette conclusion peut se démontrer beaucoup plus vite, mais de facon non constructive, en démontrant que les

réels algébriques sont dénombrables.




(a) Montrez que, si (up)nen converge vers un réel £, alors (vy,)nen converge aussi vers £.
(b) Donnez un exemple de suite (u,)n,en non convergente telle que (vy,)nen converge.

(¢) Application : Soient (ay),en une suite réelle et A € R tels que ap+1—an —n—t00 A. Montrez
que I = io0 A

2. Extension. Soit (o, )nen une suite de réels strictement positifs tels que Sy, == >} 0k —n—sto0
+00. Soit (up)nen une suite réelle. On lui associe une suite réelle (vy,),en définie par

1 n
Uy 1= Snkzoakuk Vn > 0.

(a) Montrez que, si (up)nen converge vers un réel £, alors (vy,),en converge aussi vers £.
(b) Montrez que, si (u,)pen converge vers +00, alors (vy,)peN converge aussi vers +oo.

(¢) Montrez que, si (un)nen est croissante et (vy,)nen converge vers un réel ¢, alors (up)nen
converge aussi vers /.

Exercice 4. Valeurs d’adhérence d’une suite [FGN-Anal, ex. 2.19] [FGN-3, ex. 2.25 et 2.27|
[Moi, TD 4 p. 59] [Ska, ex. 1.12 et 3.17]

1. Soit (un)nen une suite réelle bornée, et V' 1’ensemble de ses valeurs d’adhérence.

(a) Montrez que, si (up)nen a une unique valeur d’adhérence xg, alors (un)nen converge vers
xQ.

(b) Montrez que, si (up4+1 — Un)nen converge vers 0, alors V' est un intervalle.
2. Soient a < b deux réels et f : [a,b] — [a,b] continue. Soit ¢ € [a,b]. On définit par récurrence
une suite (U, )pen par
ug :=xg et upy1 = f(u,) Yn>0.
Montrez que (uy)nen converge si et seulement si (41 — Up )nen converge vers 0.

3. Soient (un)nen et (vn)nen deux suites réelles tendant vers 400 et telles que uy, — vy, —p—400 0.
Montrez que A := {uy, — v, : (m,n) € N?} est dense dans R.

Etude de suites

Exercice 5. Lemme de Fekete [FGN-3, ex. 2.3]
Soit (up)n>1 une suite a valeurs réelles.

1. Supposons que Uptym < Up + Uy, pour tous n, m > 1. Soient n, d > 1. Majorez u,, a l'aide de

U €t u,, ou m et r sont respectivement le quotient et le reste dans la division euclidienne de
n par d.

2. Déduisez-en, sous la méme hypothese, le Lemme de Fekete :

. U . U
lim — = inf — € RU{—o0}.
n—+oo 1N neN* n

3. Sans calcul, que pouvez-vous dire des suites réelles (éventuellement positives) vérifiant, pour
tous n, m > 1, que Uptm > Up + Um, OU bien Upym < Uy - Uy, OU ENCOTE Uyt > Up * U !

4. Supposons qu’il existe un réel M tel que upim < Uy + Uy + M pour tous n, m > 1. Montrez
que la suite (up/n)p>1 admet une limite dans RU {—o0}.

5. Cherchez au moins 2 applications du lemme de Fekete ou de I'une de ses variantes.



Exercice 6. Méthode des isopérimétres [FGN-Anal, ex. 2.42]
Soit P un polygone régulier a 2™ cotés et de périmetre 1. Notons wu, et v, les rayons des cercles
inscrit et circonscrit respectivement.

1. Calculez u,, et v, pour tout n > 1. Déterminez u; et v1, et montrez les relations de récurrence

{ Un+1 = tn ;vn )

Un+1 = /Un41Un.

2. Montrez que les suites (up)n>1 €t (vp)n>1 sont adjacentes, précisez leur limite commune, et
donnez un équivalent en +oo de v, — uy.

3. Déduisez-en simplement deux suites adjacentes (an)n>1 €t (by)n>1 dont la limite est 7. Majorez
|ay, — by| et déterminez un rang n suffisant pour obtenir un encadrement de m & 10720 pres.

Exercice 7. Equivalents de suites définies par récurrence
Soit @ > 0. Soit f : [0,a] — [0,a] telle que f(0) = 0. Soit z¢ € (0,a]. On définit par récurrence une
suite (up)neN par

ug = g et Upt1 := f(u,) Vn>0.

1. Supposons pour cette question que f est de classe C? sur [0,a], que f'(0) # 0 et qu'’il existe
K € (0,1) tel que |f'| < K sur [0, a]. Montrez que la suite (u,)nen tend vers 0 et donnez un
équivalent de (In(up,))n>0-

2. Supposons maintenant qu’il existe deux réels a > 0 et p > 1 tels que :
> 0 < f(z) < x pour tout z € (0,al;
> f(x) =g+ v — axP + o(zP).
Montrez que la suite (u,)nen tend vers 0. Déterminez un réel 3 tel que la suite vy, := uﬁ 11— ug
ait une limite réelle non nulle. En utilisant le lemme de Cesaro?, déduisez-en un équivalent
de la suite (up)n>0-

3. Application : déterminez le comportement asymptotique des suites définies par ug = 1 et,
pour tout n > 0,

> Upt1 = sin(Auy,), avec A € [0,1];
Un 1

> Unt1 = fo (1+t2)%
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2. Voir le deuxiéme exercice de cette feuille.



