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Feuille d’exercices 1 : Matrices, bases et applications linéaires.

Applications linéaires

Exercice 1. Existe-t-il une application linéaire entre K-espaces vectoriels, avec K = R, telle que
(a) I'image d’une droite vectorielle soit une demi-droite (ouverte/fermée) ?
(b) I'image d’un plan vectoriel soit un plan vectoriel privé de Iorigine ?
(¢) Iimage d’un plan vectoriel privé de I'origine soit une droite vectorielle ?
(d) (*) que pouvez-vous dire de (b) et (¢) pour K un corps quelconque ?

Exercice 2. Pour les familles de vecteurs F = (eq, ea,...e,) et F' = (e}, ¢€), ..., €}, suivantes, existe-t-il
une application linéaire permettant de passer de F a F'? Si oui est-elle unique ?
(a) Les vecteurs de R? : ey = (1,0),e2 = (3,2),e3 = (1,-2)
et les vecteurs de R? : ¢} = (0,1),¢e, = (0,—2), 5 = (—2,4) (dessiner les vecteurs dans ce cas);

(b) Les vecteurs de C3 : e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)
et les vecteurs de C? : ¢} = (0,0,0),¢5 = (0,0,1), e = (1,0,0) ;

(c) Les vecteurs de R3 : e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1),e4 = (1,1,1)
et les vecteurs de R3[X] : €] = X?’,e’2 = XQ,eg =X, e}, =1;

(d) Les vecteurs de Ry[X] : e; =1+ X% ey = X?
et les vecteurs de R? ¢} = (2,—1), e, = (3,0);

(e) Les vecteurs de R3[X] :e; =2X +1,e9 = X3+ X2+ X, e =2X3 +2X2 + 1
et les vecteurs de Ro[X] : ) =14+ X, e, =2+ 2X,e5 =3+ 3X;

(f) Les vecteurs de C4[X], e; = (1,1,1,0),e2 = (0,4,4,7),e3 = (—1,1,1,2)
1 -2 0 2 -1 0
. ! !/ A
et les matrices de M3(C) e} = (0 5 ), ey = (2 4), ey = ( ; 1).

Exercice 3. Soit f : R? — R? I'application définie par f(e1) = €} et f(e2) = e}. Dans chacun des cas
suivants, déterminer graphiquement I’'image des vecteurs v;, donner la matrice de f dans la base canonique,
puis I'expression de f(z,y) pour tout (z,y) € R?. Identifier la transformation du plan définie par f.

(a) pour e; = (1,0), e2 = (0,1), €} =(1,1),e5=(-1,1)et v =(2,0), v2=(2,1);

(b) pour e = (1,1), e2 = (0,1), €} =(4,1), e5=(3,1) et v1 = (1,0), v = (2,—1);

(c) pour e; = (3,3), e2=(0,-3), ¢} =(1,2),¢e,=(-2,—4)et v3=(1,2), va=(2,1).

Exercice 4. On considére les applications linéaires f; : R? — R? définies pour tout (z,y) € R? par

22 +y 2x+y> fie y):(m—\/gy \/§x+y>‘

filz,y) = (y, ), fz(fﬂvy):< 1 9 2 2

(a) Représenter 'image de la base canonique pour chacune de ces applications. Préciser leur nature.

(b) Donner les matrices associées a ces applications. Ces matrices sont-elles équivalentes 7

Exercice 5. Si A est la matrice associée & une application linéaire f dans une base quelconque, montrer
que le rang de f est la dimension de 'espace engendré par les colonnes de A.

Exercice 6. Quelles sont les classes d’équivalences des matrices de M, 1(R)?

Exercice 7. Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont équivalentes ?

10 1 2 1 2 0 1 i 0 100 12 3
A‘(o 1>’B_<2 1)’C_<2 4>’D_<0 1)’E_<0 —z’)’F_(O 1 0)’G_<1 2 3)’
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Lo g 10 i -1 120 100 100
H<001>I—01,J:—z1,K:010,L:001,M:021,
00 0 0 00 0 00 0 00 0
. . 1000 159 4 15 -5 4
. 010 0 2.6 0 5 2 6 —6 4
N__leg “loooo| " 37069 |37 74
000 0 4807 48 -8 4

Bases et espaces vectoriels

Exercice 8. Les familles de fonctions suivantes sont-elles libres ?
(a) {R = R,z — exp(kz)}r=1, , pour n € N*;
(b) {(R—=>R,z— xk}k:(),mn pour n € N*;

Exercice 9. On considére I'ensemble Ms(C) des matrices 2 x 2 a coefficients dans C.
(a) Rappelez pourquoi Ms(C) est un C-espace vectoriel. Quelle est sa dimension 7
(b) Montrer que Ms(C) est un R-espace vectoriel. Quelle est sa dimension ?

(c¢) Réciproquement, est-ce que Ma(R) est un C-espace vectoriel ?

1 2 =«
Exercice 10. (a) Pour z,y,z € R calculer le déterminant {2 3 y|.
3 4 =z

(b) En déduire une équation cartésienne du sous-espace vectoriel H de R3 engendré par les vecteurs
de coordonnées (1,2,3) et (2,3,4).

(c) Montrer que H est le noyau d'une forme linéaire f € L(R3,R) et donner sa matrice dans les bases
canoniques de R? et R.

Exercice 11. (%) Soit {v1,v2,...vp—1} une famille libre de vecteurs d'un espace vectoriel E de dimen-
sion n. Montrer qu'un vecteur v de E appartient au sous-espace vectoriel engendré par ces vecteurs si et
seulement si det(vy, v, ... vp—1,u) = 0.

Exercice 12. Soit E un espace vectoriel de dimension n. On désigne par E* = L(E,R) 'ensemble des
formes linéaires sur E. Remarquer que E* est un espace vectoriel, préciser sa dimension et donner une
base.

Exercice 13. (x) Montrer qu'un sous-espace vectoriel est un hyperplan si et seulement si il est le noyau
d’une forme linéaire non nulle.

Algébre

Exercice 14. Montrer que la relation “ A est équivalente a B” est une relation d’équivalence sur ’ensemble
des matrices M, ,(R)

Exercice 15.
(a) Montrer qu’une matrice de M, (R) est une matrice de passage si et seulement si elle est inversible.
(b) Montrer que GL,(R) est un groupe multiplicatif. Est-il commutatif ?

Exercice 16. (x) L’ensemble M, ,(R) est-il un groupe multiplicatif ?
Exercice 17. (%)
. . 10 ¢ 0 0 -1
(a) Montrer que la famille de matrices de M3(C) , I = , J o= , K =

01 0 —1
0 —i .
(—i 0 > est libre.
(b) Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par cette famille forme une algébre.

(c) Montrer qu’il forme un corps.

Exercice 18. Soit P € K[X] un polynéme sur un corps K et A € K. Montrer que P(A) = 0 si et
seulement si (X — A) divise le polynéme P.



