Agrégation interne 2022-2023 Analyse

Lecon 227 : Fonctions de plusieurs variables, dérivées partielles,

différentiabilité, fonctions de classe C'. Notes.

Prérequis

Connaissances préalables :

> Equivalence des normes en dimension finie.

> Dérivée d’une fonction réelle d'une variable réelle.

> Intégrales et primitives.
Dans ce qui suit, on se donne :

> p, ¢ > 1 deux entiers.

> U CRP et V C R? deux ouverts non vides.

> (€1,...,€p) et ( fiyens f:]) les bases canoniques de R? et R respectivement.

> f:U—=V.
Exceptionnellement, comme en géométrie affine, nous utiliserons la notation v afin de mieux dis-
tinguer les points et les vecteurs tangents. Cette notion n’est pas & connaitre, et en particulier les
fleches peuvent étre ignorées.

Fonctions d’une variable réelle
Soit f: R — R une fonction continue. La dérivée en un point a de f est la limite, si elle existe,

Fa) i L@ I Fath) = f(0)

r—a r—a h—0 h

Cette définition s’étend sans peine a des fonctions a valeurs vectorielle, disons dans RY. Ainsi, la
dérivée en un point d’une fonction f : R — R? est un vecteur (dont nous noterons les coordonnées
en colonne), et la fonction dérivée une nouvelle fonction f’ : R — RY. La question se pose alors de
définir la dérivée d’une fonction de plusieurs variables réelles.

0.1 Droite tangente

Remarquons au passage que la notion de dérivée permet de calculer les équations paramétriques de

droites tangentes. Soit f € C(R,R?), dérivable en un point a, et telle que f’(a) # 0. Alors la courbe
représentative I' de f admet une droite tangente T, en a, d’équation paramétrique

-

Ty :={f(a) +tf'(a), t € R}.

On peut voir cette équation comme une verstion linéarisée de la représentation paramétrique de I'.
En effet,

I'={f(t), teR},

et linéariser f en a, c’est remplacer f par son approximation au premier ordre f(a)+ (t —a)f/(a) en
a. Cette idée se retrouve a de nombreuses reprises en calcul différentiel, par exemple dans le calcul
d’équations de plans tangent.

Exemple : Soit f € C(R,R). Le graphe de f est la courbe I" = {(
courbe représentative de la fonction g : t — (¢, f(t)). Or ¢'(t) =
graphe de f en (a, f(a)) a pour équation paramétrique

To = {(a, f(a)) + t(1, f(a), t € R} ={(t, f(a) + (t — a) f'(a)), t €R}.

t,f(t)), t € R}, c’est-a-dire la
(1, f'(t)), donc la tangente au



Si f’(a) = 0, la situation est nettement plus compliquée ; la courbe représentative peut par exemple
exhiber des points de rebroussement. On pourra dessiner en exercice la courbe représentative de la
fonction ¢ +— (£2,13).

Dérivées directionnelles
Une premiere tentative consiste a faire apparaitre des fonctions d’une seule variable réelle en prenant
des “tranches” de I'espace de départ. Cela mene aux notions de dérivée directionnelle et de dérivée
partielle.

Définition : Soit a € U et & € RP. La dérivée directionnelle de f en a dans la direction u est la
dérivée en 0 de la fonction t — f(a + ti), c’est-a-~dire la limite, si elle existe,

o flat) -~ fla)
t—0 t

On note alors cette quantité D, f (7).

Attention : D’autres notations pour la dérivée directionnelle, en particulier les notations Dz f(a)
et d, f(V), existent. La notation précédente me semble 'une des plus cohérentes avec ce qui suit.
Définition : Soit 1 < i < p. La i-eme dérivée partielle de f est la dérivée directionnelle de f
dans la direction €;. On la note

o te)) —
al’i t—0 t
Autrement dit, pour calculer % en un point, on fixe les coordonnées (), et on dérive la fonction

d’une variable réelle x; — f(x1,...,2p).

Attention : La encore, d’autres notations existent, comme par exemple 0, f. On prendra garde
aussi a ce que, dans une expression du type

of
%(ﬂjl, . ,:En),
(2
le symbole x; joue deux roles distincts : direction dans laquelle on dérive au dénominateur, et une

des coordonnées en laquelle on évalue la fonction % au numérateur.
K2

Exemple : La fonction f définie sur R?\ {(0,0)} par f(z,y) = % et telle que f(0,0) = 0 admet
des dérivées partielles en tout point :
2

> Si (2,y) # (0,0), alors I (x,y) = W2) et U (2,y) = 22 ¥)

(x2+y2)27 ] (x2+y2) .
> f(x,0) = 0 pour tout x, donc %(0,0) = 0. De méme, 3—5(0,0) =0.
, . , . _ sin(26)
Cependant, f n’est pas continue. En effet, en coordonnées polaires (r, ), on calcule f(z,y) = Sm2 ,

donc 'ensemble des valeurs d’adhérence de f en (0,0) est [—1/2,1/2].

Exemple : La fonction f définie sur R?\ {0} x R par f(z,y) = %2 et telle que f(0,y) = 0 pour tout
y admet des dérivées directionnelle en toute direction en (0,0), mais n’est pas continue en (0,0). En
effet, pour tout vecteur non nul @ = («, B) et tout t € R*, on a f(ti) = tB%/a si a # 0, et f(tid) =0
si @ = 0. Dans tous les cas, Dz f(0,0) = 0.

On peut trouver des exemples un peu plus sophistiqués de fonctions admettant des dérivées di-
rectionnelles en tout point et toute direction sans étre continues; la simple existence de dérivées
directionnelle est donc trop faible pour contréler une fonction.

Différentielle
Une seconde approche consiste a linéariser la définition de la différentielle. Soit f € C(R,R?). Re-

marquons que
a+h)— a




si et seulement si
fla+h) = f(a) + f'(a)h+ o(|h]),

autrement dit si f admet un développement limité a 'ordre 1 en a. Cette seconde version a I’avantage
de ne pas diviser par un vecteur, et donc de pouvoir se généraliser a des fonctions de plusieurs
variables réelles. Un développement limité a ’ordre 1 admet alors une partie constante et une partie
linéaire (polynomiale homogene de degré 1).
Définition : Soit a € U. On dit que f est différentiable en a s’il existe une application linéaire
D, f : RP — R1 telle que

f (a+ﬁ) — f(a) + Daf (ﬁ) +0(HEH) .
Attention : N’essayez pas d’affaiblir cette définition, cela ne marchera pas! Méme si f admet des

dérivées directionnelles dans toute direction et si ces dérivées directionnelles dépendent linéairement
de la direction, il se peut encore que f ne soit pas différentiable !
Lemme : Si f est différentiable en a, alors ’application D, f est unique.

Démonstration : En prenant /2 = &, on montre que D, fi(€)) = %(a). Par conséquent, la matrice

de D, f dans les bases canoniques de RP et RY sont déterminées par f. Voir aussi ce qui suit sur la
notion de matrice jacobienne.

Lemme : Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.
Démonstration : En effet, D, f est de norme d’opérateur finie, donc f (a + ﬁ) =f(a)O (HEH)

Exemple : La fonction f : 2 — |z||* de RP dans R est différentiable en tout point. En effet, pour
tous x et ﬁ,

f<w+ﬁ>=<x+ﬁx )
= (z,2) + 2(z, h) + (h,

= sta) + L) +0 ([

ot Ly(h) = 2(x, k). Par conséquent, f est différentiable en z, de différentielle h — 2(x, ).

Exemple : La fonction g : M — (MT)M de M, (R) dans M,,(R) est différentiable en tout point.
En effet, par un calcul similaire au précédent, pour tous M et H,

L =

=

gM+H)= MM+ HHM +(M"H + (H')H
= g(M) + (H)M + (M) H + 0 (|[H]) |

Par conséquent, f est différentiable en M, de différentielle H — (HT)M + (MT)H.

Définition : Supposons que f admette des dérivées partielles en un point a. La matrice jaco-

bienne de f en a et la matrice
Ofi
Jac, f = <(9:Bj) lcicq”

1<5<p

Lemme : Si f est différentiable en a, alors Jac, f est la matrice de D, f dans les bases canoniques
de RP et RY. Autrement dit,

fa+h =f@+3 L) g

Remarque : Il faut éviter de confondre les lignes et les colonnes! Pour s’en souvenir :



> Si f : R — R% alors la différentielle est un vecteur colonne, comme vu dans le cadre de
fonctions d’une variable réelle. Il n’y a qu’une seule variable, donc Jac, f a bien une colonne
par variable.
> Si f: RP — R, alors la différentielle est un vecteur ligne. Donc Jac, f a bien une ligne par
dimension de ’espace d’arrivée.
Définition : Soit f : U — R différentiable en a. Dans ce cas, D, f est une forme linéaire sur RP,
dont la matrice dans la base canonique est un vecteur ligne. Le gradient de f en a est le vecteur
Vf € RP tel que, pour tout i € RP, o .
(Vf,h) = Dqaf(h)
En coordonnées, il s’agit du transposé de D, f, autrement dit,
of
o0z
Vi=| :
of
0xp
Exemple : Reprenons le cas de la fonction f : z — ||z]|*. Sa différentielle en z est la forme linéaire
z + 2(x, h). Par identification, V f(z) = 2z. Ce résultat se retrouve aussi en calculant les dérivées
partielles, méme s’il faut alors admettre — pour l'instant — que f est effectivemment dérivable. En
effet, f(xz) = >_F_, z%, donc, pour tout k, on a 887]; — 22, On retrouve alors lidentité V f(z) = 2z.

Fonctions de classe C!
Définition : On dit que f est de classe C' si f est différentiable en tout point, et si la fonction

U — L(RP,R?)
a +— Dgf

est continue. On peut définir récursivement les fonctions de classe C*.

Théoréme : Une fonction f est de classe C! si et seulement si ses dérivées partielles existent et
sont continues.

Remarque : Il s’agit du principal résultat de cette lecon, dont la démonstration est un développement
incoutournable. Grace a ce théoreme, on peut montrer facilement que des fonctions sont de classe
ch.

Remarque : Récursivement, une fonction est de classe C* si et seulement si toutes ses dérivées
partielles d’ordre < k existent et sont continues, ou une dérivée partielle d’ordre ¢ est de la forme

oL f 0 . of

Comme nous le verrons dans une legon ultérieure, ’ordre des opérateurs de différentiation partielle
n’a alors pas d’importance (lemme de Schwartz).

Démonstration : Le sens direct est facile : si f est de calse C', alors D,f existe et dépend
continument de a, donc les matrices de D, f dans la base canonique Jac, f existent et dépendent
continiiment de a, donc les dérivées partielles existent et dépendent contintiment de a.

Démontrons le sens indirect. Il faut réussir a controler f (a—i—ﬁ) pour tous les vecteurs A suffisamment
petits. Cependant, les dérivées partielles ne permettent de controler f que le long de droites paralleles
a un des axes de RP. Nous allons donc utiliser la décomposition h = Zizl hiey. Pour tous 1 <i < g,



tout a € U et tout h suffisamment petit,

f(a—l—h)

k k—1
!fz a+ > hig | = fila+ > hiE
j=1 j=1

M- T

hy 8fz k-1
/0 B a+j;hjej+tek dt.

>
Il

1

Soit L, f Popérateur linéaire dont la matrice dans la base canonique est Jac, f. Alors

p hy, )
fila+n) — fi(a) — Z/O 0fi +Zh6]+tek dt—hkaf’()

— ﬁxk - ox T

IN

~ [ of; ~, e | Of
;/0 i a+;h]~6j+tek —axk(a) dt.

Soit ¢ > 0. Par continuité des dérivées partielles, il existe § > 0 tel que, si ||b—all,, < d, alors
9 (p) — g—ﬁ(a)’ < e pour toux 7 et k. Alors, si Hl_i‘ <4,

oxy,
. p [h p .
1) gZ/ edt=eY | gnghH
k=170 k=1 o

fila+h) = fi(a) -

Autrement dit, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, si

fLH < 6, alors

Jil...:

|#(a+ ) = (e = Zat @] = o (], )
Ainsi, f est différentiable en a, de différentielle L,(f).

Exemple : Grace a ce théoréme, on peut par exemple montrer que la fonction = — H:zc||2 est de
classe C! seulement & partir de ses dérivées partielles.

fila+h) = fi(a) = (Laf(h))i] <

ou, en résumé,

Exemple : La fonction
RE x (—m,m) — R\ (R-x{0})
Moo= (i)
a pour matrice jacobienne :

wcns = () 7227

Cette derniere est une fonction continue de r et #, donc f est de classe C'. De plus, det(J ac(pg) f) =1
ne s’annule pas.

Propriétés de la différentielle
Propriété (somme) : Soient f, g : U — R%. Soit a € U. Si f et g sont différentiables en a, alors
f + g aussi, et
Do(f +9) = Daf + Dag.



En particulier, une somme de fonctions de classe C! est de classe C'.

Démonstration : Pour tout vecteur h suffisamment petit,

(f+9) <a+71) = f(a) + D, f (ﬁ) —i—o(HHH) + g(a) + Dag (ﬁ) +o(
= (F+9)(@) + (Daf + Dag)(B) + 0 (|[7]])

h

)

donc f + g est différentiable en a et Dy(f + g) = Dof + Dag.

Propriété (composition) : Soient p, ¢, r trois entiers strictement positifs. Soient U, V', W trois
ouverts non vides de RP, RY, R" respectivement. Soient f : U — Vet g : V — W. Si f est
différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors g o f est différentiable en a, et

Da(g © f) = (Df(a)g)<Daf)'

En particulier, la composée de fonctions de classe C' est de classe C!.

Démonstration : Pour tout vecteur h suffisamment petit,

fog <a+ﬁ> =f (g(a) + Dag (5) +0<HEH>>
= f(9(a)) + Dy(a) f (Dag (ﬁ> to (HEH» to (Dag (E) +O(

= (9(a)) + Dy(a)f - Dag @ to (HH‘D ’

donc f o g est différentiable en a et Dy(f o g) = Dya)f - Dag-

Remarque : Il est ici important de ne pas inverser les lignes et les colonnes de la matrice jacobienne !

h

)

Exemple : Soit f: U — R et 7 : [a,b] — U un chemin. Supposons f et v de classe C'. Alors

En coordonnées,

Souvent, le chemin vy est noté v = (x(t))1<k<p, de telle sorte que fo~(t) = f(x1(t),...,xp(t)).
Alors, en notation plus “physicienne”, on retrouve la formule de dérivation en chaine :

zp: of dxk

Lk

Propriété (produit) : Soient f, g : U — R. Soit a € U. Si f et g sont différentiables en a, alors
fg aussi, et

Dy(fg) = f(a) - Dag + g(a) - Do f.

En particulier, un produit de fonctions de classe C! est de classe C'.



Démonstration : Nous fournissons deux démonstrations, une directe, et une utilisant les outils
précédents. Pour la premiere,

(f9) (a+7) = (F)@) + [£ (a+ ) 1(@)] 9@) + f(@) [g (a+ 1) - g(a)]
[f(a+h> @) o (e« %) ~o)
= (F9)(@) +g(a) [Daf () +o
+[P ()+o(HhH)H o (7)
= (£9)(@) + 9(@)Daf (F) + Dag (k) + 0

donc fg est dérivable en a et D,(fg) = f(a) - Dag + g(a) - Do f.

La seconde démonstration utilise le théoréme de dérivation en chaine. Soit P : R2 — R la fonction
définie par P(x,y) = zy. Alors P est C' et sa dérivée en (x,%y) est I'application linéaire Dy P -

v

)

(h,k) — yh + 2k (la technique de calcul est la méme que pour la dérivée de z — |z|*). Soit
Q : R? — R? la fonction définie par = + (f(z),g(z)). Alors @ est dérivable en a et sa dérivée est
(Dof, Dag). Par la formule de dérivation des fonctions composées, fg = P o est différentiable en
a, et sa différentielle vaut

Da(f9) (F) = DowP - Du@ (%)

= D ganP + (Daf () Dag (B))
— g(a)Daf (h) + f(a)Dag (h) .

Exemple : La fonction det : M,,(R) — R est polynémiale en les coefficients de la matrice, donc
ses dérivées partielles le sont aussi, donc cette fonction est de classe C! par ce qui précede. Elle est
donc différentiable en I.

Une base de M, (R) est (Ajj)i1<ij<n, OU Aj; est la matrice dont le coefficient (7,7) vaut 1 et les
autres coefficients 0. Alors det(I 4+ tA;;) = 1 si i # j, car la matrice I 4 tA;; est alors triangulaire
supérieure ou inférieure avec seulement des 1 sur la diagonale. De plus, det(I + tA4;;) = 1 + ¢ pour
tout . Par conséquent, en dérivant ces fonctions de t,

O det
8xij

(1) = dsj,

et donc

Drdet(H)= Y gdet = 67]HZ]_ZHZ_Tr H).

o0x;
1<i,j<n ” 1<i,j<n

Exemple : Sur R”\ {(0,0)}, la fonction = — ||z|| est la composée de g : z — |z||* (de R\ {(0,0)}
dans R%) et de f:y — /y (de R} dans R% ), qui sont toutes les deux de classe C!. Sa différentielle
vaut donc

Dyfog (ﬁ) = Dyia) - Dag (ﬁ)




En particulier, le gradient de la fonction ||-|| vaut ﬁ, c’est-a-dire que le gradient de la norme en x

est le vecteur unitaire de direction .

La fonction norme n’est pas dérivable en 0; cela peut se voir en prenant une fonction partielle, ou
I'on retrouve la fonction valeur absolue, qui n’est pas dérivable en 0.

Une autre stratégie consiste a calculer explicitement les dérivées partielles de la fonction f(z) =

P 2
\ Zek=1 Tk
Autour du théoréme des accroissements finis

Le théoreme des accroissements finis est faux si la dimension de ’espace d’arrivée ¢ est supérieure
ou égale & 2; considérer par exemple une fonction de R dans R® qui parametre une spirale, ou
une fonction de R dans R? qui parameétre la lettre ~. Il existe des variantes plus techniques, que
nous n’aborderons pas; nous ne mentionnerons que 'inégalité des accroissements finis. De plus, la
géométrie du domaine est importante.

Théoréme : Supposons U convexe. Supposons de plus que f est de classe C'. Alors, pour tous
a,beU,

150) = F(a)ll < ma |1Defll - b

c€la

Ici, les normes sont toutes les normes euclidiennes standards .

Démonstration : Choisissons y(t) := a + tab. Alors v(0) = a et (1) = b, donc

1 1 .
£0) = fla) = [ (roay@yat= [ Dao)s-ab

Par conséquent,

170) = sl < [ Py -a ar< / s -] d < max 101 - o]

c€la,b]

Corollaire : Si U est convexe, f est de classe C! et a — D, f est bornée, alors f est lipschitzienne,
de semi-norme lipschitzienne au plus sup,cy || Do f]|-

Corollaire : Si f est de classe C!, alors f est localement lipschitzienne.

Références
Dans les références, ce contenu est parfois traité trop vite sur le chemin de théoremes plus difficiles
(inversion locale, fonctions implicites...). Je conseille par exemple le livre de Skandalis, ou [AC] :
Topologie et analyse. Auliac, Caby, méme si d’autres références peuvent convenir.

Un des obstacles a cette legon est le manque d’uniformité des notations dans les références. Choisissez
une référence, et utilisez les notations de cette référence.

1. La norme appliquée a la matrice D.f peut étre remplacée par la norme subordonnée aux normes euclidiennes
standards de R? et RY.



