PCSO résumé du cours de géométrie S1

I. Trigonométrie

1 Rappels dans un triangle rectangle

On considere un triangle ABC rectangle en B, et 'angle A (aussi noté BAC si on veut préciser le triangle
considéré).

A
Définition 1.
. cos(fl) B A73 _ coté adjacent
- AC  hypoténuse A
. sin(/l) B BfC’ __ coté opposé
- AC hypoténuse
. BC  sin(A)
tan(A) = — = -
* tan(4) AB  cos(A) B ¢

Remarque. cos(A),sin(A),tan(A) sont des valeurs sans unité car ce sont les quotients de 2 longueurs.

Théoréme 2 (Pythagore). Un triangle ABC est rectangle en B si et seulement si AC? = AB? + BC?.

2 Cercle trigonométrique

On trace un axe horizontal orienté vers la droite et un axe vertical orienté vers le haut, se croisant en une
origine O. On trace le cercle de centre O de rayon 1 (pour une certaine unité). Ce cercle, muni du sens
indiqué sur la figure 1 est appelé cercle trigonométrique; le sens trigonométrique est le sens inverse
des aiguilles d’une montre.

On place le point I de coordonnées (1,0) (c’est-a-dire le point & intersection du cercle et de 'axe
horizontal, & droite de O). Un point M sur le cercle représente angle orienté allant du segment [O]]
vers le segment [OM]. Le point M est également déterminé par la longueur « de I'arc de cercle allant de
I a M. Cette longueur est la mesure en radians de cet angle.

sens trigo.
g %

FIGURE 1 — Le cercle trigonométrique, un point M sur le cercle et « la longueur de I’arc de cercle entre
I et M ; « est aussi la mesure en radians de ’angle orienté représenté par M.

Degrés et radians

Le périmetre du cercle trigonométrique vaut 2w R = 27 car le rayon est R = 1. Ceci équivaut a un tour
complet, donc 27 radians = 360 degrés. Les mesures en degrés et en radians étant proportionnelles, ceci
conduit au tableau de correspondance suivant entre degrés et radians. Les principaux angles en radians
sont représentés sur la figure 2.

Dans la suite du cours, les angles seront toujours en radians, et on ne précisera plus 'unité “radians”.



Remarque. Sur un cercle quelconque, la mesure d’un angle en radians est la longueur de l’arc de cercle
correspondant a cet angle, divisée par le rayon du cercle. C’est un quotient de longueurs, donc une valeur
sans unité. C’est ce qui explique qu’on omet de préciser “radians” quand on parle d’angle.

angle en degrés | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 360° ,T
angle en radians | 0 | 7/6 | 7/4 [ x/3 [ 7/2 | = | 2nm Dxm
/2 /2
/3
/4 /4
/2 /6
77;[ \75/4

T 5 0 (angle nul) T 0 0

FIGURE 2 — Les principaux angles (en radians) représentés sur le cercle trigonométrique.

Enroulement de la droite réelle sur le cercle trigonométrique

On représente R verticalement avec le zéro au point 1. A chaque réel positif «, on associe un point M,
sur le cercle trigonométrique, obtenu en enroulant sur le cercle un segment de longueur «, en partant
du point I et en tournant dans le sens trigonométrique. A chaque réel négatif o, on associe de méme un
point M,, en enroulant sur le cercle trigonométrique un segment de longueur ||, en partant du point I
et en tournant dans le sens inverse du sens trigonométrique. Voir la figure 3.

FIGURE 3 — Enroulement de la droite réelle sur le cercle trigonométrique. A gauche : représentation des
points M, pour o = 1,2, —1. A droite : représentation de M, avec a > 27 (I’arc de cercle de longueur
« fait plus d’un tour de cercle).

Définition 3. On dit que des réels a et S sont congrus modulo 27 s’il existe un entier k € Z tel que
8 = a+k x 2n (autrement dit, 8 — « est un multiple de 27). On note o« = B [27].

Plus généralement, on peut définir la congruence de deux réels x,y modulo T, avec T' > 0 :

x =y [T] si et seulement s'il existe k € Z tel que y = « + kT.



Propriété 4. Cette relation est symétrique : z =y [T] <= y =« [T].

Propriété 5. Soit a, 8 des réels. Si 8 = « [27], alors « et 8 sont représentés par le méme point sur le
cercle trigonométrique, c’est-a-dire M, = Mpz. Réciproquement, si M, = Mg, alors § = «a [27].

3 Cosinus et sinus sur le cercle trigonométrique

3.1 Définitions

On repeére la position d’'un point M par ses coordonnées (z,y) : = est 'abscisse de M (c’est-a-dire sa
coordonnée sur I’axe horizontal) et y est I'ordonnée de M (c’est-a-dire sa coordonnée sur I’axe vertical).

Définition 6. Soit a un réel. On place le point M, sur le cercle trigonométrique.
e cos(«) est 'abscisse du point M, ¢’est-a-dire sa coordonnée sur 1’axe horizontal (voir la figure 4).
e sin(«) est Pordonnée du point M, c’est-a~dire sa coordonnée sur I’axe vertical (voir la figure 4).

e tan(a) = (S:;I;EZ)) si cos(ar) # 0 (tan(or) n’est pas définie si cos(a) = 0).
1
Sin((x)' ______ MOL
|
@ |
-1 0] cos(&) 1
-1

FIGURE 4 — Définition géométrique de cos(a) et sin(a), qui sont les coordonnées de M,

Propriété 7. Pour tout a € R, cos(a) € [—1,1] et sin(a) € [—1, 1].

Propriété 8. Pour tout o € R et tout entier k € Z, cos(a+k x 2m) = cos(a) et sin(a+k x 27) = sin(«).
On dit que les fonctions o — cos(a) et a — sin(a) sont périodiques de période 2.

« (radians) | 0| #/6 | n/4 | «/3 |7/2| =«

Tableau des valeurs remarquables :  cos(«) 11V3/2]1v2/2] 1/2 0 | -1
sin(a) 0 1/2 [v2/2[v3/2] 1 | 0

3.2 Symétries sur le cercle trigonométrique

Les symétries sur le cercle trigonométrique permettent de retrouver des relations pour le cosinus et le
sinus. Voir la figure 5.



sin(QY) |=sin (T—0
Sin@) ¢ - — - — — M, Mo/ SIN@=SIn0N gy
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FIGURE 5 — De gauche a droite : la symétrie par rapport a I’axe horizontal, la symétrie par rapport a
I’axe vertical et la symétrie centrale par rapport a O.

La symétrie par rapport & ’axe horizontal transforme M, en M_,. On voit que ces deux points ont la
méme abscisse et que leurs ordonnées sont opposées, ce qui donne la propriété suivante.

Propriété 9. cos(—a) = cos(a) et sin(—a) = — sin(a).

La symétrie par rapport a ’axe vertical transforme M, en M,_,. On voit que ces deux points ont la
méme ordonnée et que leurs abscisses sont opposées, ce qui donne la propriété suivante.

Propriété 10. cos(m — a) = — cos(a) et sin(m — a) = sin(a).

La symétrie centrale par rapport a l'origine O transforme M, en M, ... On voit que ces deux points ont
4des abscisses opposées et des ordonnées opposées, ce qui donne la propriété suivante.

Propriété 11. cos(m + a) = — cos(a) et sin(m + o) = —sin(a).

4 Equations trigonométriques

4.1 Résolution de cos(a) = ¢ ou sin(a) = ¢, avec ¢ donné, a inconnu

Etape 1 :

Dessiner les points donnant les solutions sur le cercle trigonométrique et identifier un angle correspondant
a chaque point (c’est-a-dire, pour chaque point, trouver un réel « tel que le point soit égal a M, ). Si
c€]—1,1], il y a 2 points correspondant aux solutions (voir la figure 6). Sisic=1ouc=—1,iily a
un seul point. Si ¢ € [—1,1], il n’y a pas de solution.

sin(or)

1 2 _—— - - - - 1

FIGURE 6 — A gauche : les 2 points solutions de cos(a) = ¢. A droite : les 2 points solutions de sin(a) = c.

Etape 2:
Si M,, et M,, sont les 2 points trouvés a I’étape 1, ’ensemble des solutions dans R est I’ensemble des
a € R tels que

a =g [27] ou o = g [27]

autrement dit, 'ensemble des o € R pour lesquels il existe k € Z tel que o = a1 +kXx 2w ou a = ap+k X 27.

De méme, s’il n’y a qu'un seul point M,, & I’étape 1, a € R est solution si et seulement si a = ag [27].



Remarques.

e Chercher les solutions dans R revient a chercher les solutions sur la droite réelle non enroulée. On
commence par chercher les solutions sur le cercle (¢’est-a-dire la droite réelle enroulée) a U'étape 1, puis
on “déroule” la droite réelle pour trouver toutes les solutions a l’étape 2.

o Il y a towjours une infinité de solutions dans R dés que ¢ € [—1,1].

o Si on se restreint auzx solutions dans [0,27w] ou dans | — m,w|, alors chaque point du cercle trigo-
nométrique trouvé a l’étape 1 correspond a une unique solution. Si un angle trouvé o l’étape 1 n’est pas
dans Uintervalle cherché, il faut trouver un autre réel dans l’intervalle et donnant le méme point.

4.2 Résolution de cos(na) = c ou sin(na) = ¢, avec n et ¢ donnés, a inconnu

On pose o/ = na, et on résout I’équation cos(a’) = ¢ ou sin(a’) = ¢ comme dans le paragraphe 4.1.

Une fois qu'on a toutes les solutions o € R, on en déduit les solutions o € R car a = +o/.

n

5 Formules trigonométriques

La notation cos?(a) signifie (cos(a))?. De méme, sin?(a) = (sin(a))?.
On a les formules suivantes pour tous réels a, b.

cos?(a) +sin’*(a) = 1

’ cos(a + b) = cos(a) - cos(b) — sin(a) - sin(b) ‘

’ sin(a + b) = sin(a) - cos(b) + cos(a) - sin(b) ‘

Ces trois formules permettent de retrouver les formules suivantes.
cos(a — b) = cos(a) - cos(b) + sin(a) - sin(b)
sin(a — b) = sin(a) - cos(b) — cos(a) - sin(b)
cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — 2sin?(a)
sin(2a) = 2sin(a) - cos(a)



II. Points et vecteurs du plan

1 Définition

Définition 1. Un vecteur représente un déplacement. Un vecteur @ est défini par sa direction, son
sens et sa longueur. Si A et B sont 2 points distincts, le vecteur @ = AB est le vecteur tel que :

— sa direction est la droite (AB),

— son sens est de A vers B,

— sa longueur est la longueur AB.

Représentation graphique d’un vecteur. On représente le vecteur 4 = zﬁ par une fleche allant de
A vers B. On peut dessiner @ avec un point d’origine quelconque.

B
u_' /
A< ; u
D
C

o
FIGURE 7 — Représentation du vecteur u = zﬁ De plus, CD = ﬁ et ABDC' est un parallélogramme.

Propriété 2. Soit A, B,C, D 4 points du plan. Les vecteurs zﬁ et C_D> sont égaux (zﬁ = C—D>) si
— les droites (AB) et (C'D) sont paralléles (éventuellement confondues),
— les longueurs AB et C'D sont égales,
— la fleche allant de A vers B et la fleche allant de C' vers D sont dans le méme sens.

— N
Cas particulier : pour tout point A, le vecteur AA est le vecteur nul, noté 0. Il n’a ni direction ni sens,
sa longueur est nulle.

Définition 3. La translation de vecteur  est la transformation qui envoie un point M sur un point

M’ tel que MM’ =14. Sid = E, la translation de vecteur i envoie A sur B et envoie M sur le point
M’ tel que ABM’M est un parallélogramme (éventuellement aplati).

Interprétation graphique d’une translation. La translation de vecteur ﬁ est un “glissement” de
tous les points du plan :

— dans la direction de la droite (AB),

— dans le sens de A vers B,

— de longueur AB.

<
&
s

FIGURE 8 — La translation de vecteur @ = zﬁ envoie le point A sur le point B, le point M sur le point
M’ et la figure du milieu sur la figure de droite.

Propriété 4. Soit A, B,C, D 4 points formant un quadrilatere (c’est-a-dire qu’ils ne sont pas alignés).

ABCD est un parallélogramme <= AB =D
s BC =A4D



2 Coordonnées dans un repere

Un repére du plan est donné par 3 points non alignés (O, I, J), dans Pordre.
— Le point O est l'origine.
— La droite (OI) est axe des abscisses, orienté par le vecteur 07 . L’axe représente R avec zéro a
I’origine et 1 au point 1.
— La droite (OJ) est 'axe des ordonnées, orienté par le vecteur W . L’axe représente R avec zéro
a lorigine et 1 au point J.
De fagon équivalente, le repere peut étre donné par (O, ;, 5) avec § = 07 et f: 07 .
Le repere est orthonormé si les deux axes sont perpendiculaires et si les longueurs OI et OJ valent 1
(pour une certaine unité).

Sauf indication contraire, tout ce qui suit est valable pour les coordonnées dans un repere quelconque.
Néanmoins, pour simplifier, on peut se contenter de considérer un repére orthonormé avec 'axe des
abscisses horizontal orienté vers la droite et 'axe des ordonnées vertical orienté vers le haut (repere
canonique), qui est la situation standard. Les figures sont dessinées dans ce repére. Nous définirons
précisément les coordonnées dans un repere quelconque en section 6 de ce chapitre.

Coordonnées d’un point dans un repére. Un point A est repéré dans par ses coordonnées

Dans le repere canonique, z est le déplacement sur I’axe horizontal entre O et A, et y est le déplacement

vertical entre O et A.

Définition-propriété 5. Soit A, B,C, D quatre points de coordonnées (mA>, <m3 >, <$C>, <mD )
YA YB Yc YD
dans un repere fixé.

, ? I — T
e Les coordonnées du vecteur AB sont <yB A>.

H — J—
e De plus, CD = ﬁ si et seulement si (?/D a?c> = (zB ;A) Autrement dit, un vecteur o est
B — YA

BN . e ’ X . ’ .
entierement déterminé par ses coordonnées y) indépendamment des points.

Notation. Pour indiquer de fagon résumée que le point A a pour coordonnées 5)7 on note A ;: . De

. . - , T L(x
méme, pour indiquer que le vecteur 4 a pour coordonnées (y)’ on note U (y)

Cas particulier. Le vecteur nul 0a pour coordonnées <8)

3
2 l/_t'/ T B
1
A
0 v
o0 U/
-1

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

FIGURE 9 — Représentation des points A (?), B (g

), et du vecteur 4 = ;4.5 de coordonnées (?)



3 Opérations

Définition 6. Soit u et v deux vecteurs du plan. On choisit un point A quelconque, puis on définit
le point B tel que ﬁ = i et le point C tel que BC' = v. Alors la somme de @ et ¥, notée o + ¥,
est le vecteur AC'. De fagon équivalente, 4 + ¥/, est le vecteur associé a la translation correspondant &
I’enchainement de la translation de vecteur # et de la translation de vecteur .

e sy s . N [T (T J i
Propriété 7. Si on se place dans un repere avec 4 <y1) et v (;), U + U est le vecteur de coordonnées
1 2

xr1 + Zo L, . . [x o xr1 + X2
. On écrit aussi + = .
Y1+ 2 1 Y2 Y1+ Y2
Propriété 8 (relation de Chasles). Si A, B, C sont trois points, AE + BC = AC.

Représentation graphique de la somme i + ¥. On dessine le vecteur @ en partant d’un point
quelconque, puis on dessine ¢ en mettant la fleche ¥ au bout de la fleche 4. Voir la figure 10 a gauche.

3 3
2 2 —
2u

I B 1 B —
—_— u A -
v L

0 = — g 0 Ol

u —1 ~ .
-1 —T |u+v » i
A
-2 -2
-1 0 1 2 3 4 5 6 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-1
A droite : représentation de la multiplication d’un vecteur par un réel (% en pointillé, 2@ et — en traits
plus épais), les trois vecteurs partant du point O.

p . . il . L
F1GURE 10 — A gauche : représentation graphique des vecteurs 4 (2> et U < > ) et de la somme 4 + .

Définition 9. Soit @ un vecteur du plan et A un nombre réel. La multiplication de 4 par A, noté \i, est
le vecteur :

— de méme direction que ,

— de méme sens que @ si A > 0 et de sens opposé a @ si A < 0,

— de longueur |A|L si L est la longueur de @ (ou [A| est la valeur absolue de \).
Cas particulier : si @ = 0 ou A = 0, A@ est le vecteur nul.

Propriété 10. Si on se place dans un repere avec 4 (;), A est le vecteur de coordonnées (i;) On

écrit aussi A (m) = (/\x>
Yy Ay

Représentation graphique de la multiplication par un réel. Pour dessiner A\, on multiplie la
longueur de la fleche du vecteur @ par A : M a la méme direction que @ (donc @ et A sont sur la méme
droite si on les dessine en partant du méme point), le méme sens que 4 si A > 0, le sens opposé si A < 0.
Voir la figure 10 a droite.

Définition 11. Le vecteur opposé a @ est le vecteur (—1), on le note —.

Propriété 12. Si @ a pour coordonnées (5), —i a pour coordonnées (:z)

Propriété 13. Soit A, B deux points. Alors EZ = —ﬁ.



Notation. @ — ¥ est une notation qui signifie @ + (—7).

’

Propriété 14. Soit u, ¥, W trois vecteurs et A un nombre réel.

=4+ (U+ W),
o M@+ 7) = AT + A7,
o i — =0,
ei+0=0+a=1,
e 07 = 0.
4 Milieu

Propriété 15. Soit A et B deux points de coordonnées <xA) et <z3>. Si I est le milieu du segment
B

zatap
[AB], alors les coordonnées de I sont (yAin )
2

Propriété 16. I est le milieu de [AB] <= @ =
<~ 1IB =

=l

NI po|=

5 Vecteurs colinéaires, base, déterminant

Définition 17. On dit que deux vecteurs @ et v sont colinéaires s’il existe un nombre réel A tel que
U= Al ou 4 = A¥.

Propriété 18. Si @ est différent du vecteur nul, on a I’équivalence suivante :
i et ¥ sont colinéaires <= il existe A € R tel que v = A\u.

Les vecteurs @ et ¥ sont colinéaires s’ils ont la méme direction. Autrement dit, si on dessine @ et ¢ en
partant du méme point, les deux fleches les représentant sont sur une méme droite.

Cas particulier. Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur « car 0 = A avec A = 0.

Définition 19. On dit que deux vecteurs du plan @ et ¢ forment une base du plan si # et ¥ ne sont pas
colinéaires. On dit aussi que la famille (i, ¥) est une base du plan (l'ordre des vecteurs compte).

Définition 20. On se place dans un repere. On considere deux vecteurs (;1) et ¥ (52) . Le déterminant
1 2
de 4 et ¥, noté det(u, v), est défini par det (i, ¥) = x1y2 — x2y1. On écrit aussi det(, v) = zl iz
1 Y2

Remarque. Le déterminant est un produit en croix : on fait le produit sur chaque diagonale, puis on

calcule (diagonale \ ) — (diagonale /).

Théoreme 21. Soit @ et ¥ deux vecteurs du plan. On a les équivalences suivantes :
e i et ¥ sont colinéaires <= det(u, ¥) = 0,
e i et ¥ forment une base du plan <= det(u, ¥) # 0.

6 Coordonnées dans une base

6.1 Définition et existence des coordonnées

Théoreme-définition 22. Soit (i, ¥) une base du plan. Pour tout vecteur , il existe des nombres réels
x et y tels que W = zu + yv. De plus, x et y sont uniques.

x et y sont appelés les coordonnées de w dans la base (i, ¥).

Définition 23. Les coordonnées d’un point A dans le repeére (O, @, ) sont les coordonnées du vecteur
— oL

OA dans la base (4, 7).

Ceci donne la définition des coordonnées dans un repére quelconque (pas nécessairement orthonormé),
qui est illustrée par la figure 11.



—

FIGURE 11 — Dans la base (@, U), le vecteur @ a pour coordonnées , ce qui signifie que W = 3u + 17.

3
1

3 S , . .
L Cela revient a repérer le point en utilisant
le quadrillage de la figure, les cases étant des parallélogrammes de cotés @ et v.

Dans le repere (O, @, ¥), le point A a pour coordonnées

Quand on s’est fixé un repere (O, 4, j) (par exemple le repére canonique), on peut souhaiter exprimer les
coordonnées des vecteurs ou des points dans un autre repere (O, i, ¥) (autrement dit, on change les axes
des coordonnées en gardant la méme origine). Voici une méthode pour trouver les coordonnées dans la

-,

base (#,¥) si on connait les coordonnées dans la base (7, 7).

Méthode pour trouver les coordonnées dans une nouvelle base.

On part d’une base (;, 7). Dans la suite, les coordonnées écrites en colonne (telles que (;)) sont les

coordonnées dans la base (7, ). Soit @ (Z) et U (2) deux vecteurs formant une base. On calcule @ + yv

xa + yc

. . . L (A .
avec x,y inconnues, on trouve un vecteur de coordonnées (xb +y d)' Soit w ( B) Les coordonnées de

- - L . (ratyc\ (A

w dans la base (@, ¥) sont les nombres x,y tels que zi + yo = W, autrement dit (a:b n yd> = <B>
. , N ar +cy =

Pour trouver x et y, il faut résoudre le systeme { brt+dy = B

Remarque. Quand on s’est fizé au début un repére (O,1,j) et qu’on parle de coordonnées d’un vecteur

. ) . . 2 N , ,
sans préciser la base, il s’agit des coordonnées dans la base (i,j). La notation (y) est réservée aux

coordonnées (j) dans la base (Z, ;), il ne faut pas Uutiliser pour une autre base (sinon on ne sait plus

de quelle base on parle).

6.2 Systemes de 2 équations a 2 inconnues

ar+cy = A (L1)

br+dy = B (L2)

ou z,y sont les inconnues et a,b, c,d, A, B sont des réels connus.

On numérote les lignes comme ci-dessus pour pouvoir indiquer les opérations qu’on effectue.

On veut résoudre un systeme de la forme {

On va présenter deux méthodes de résolution, qu’on va illustrer par le méme systeme

) x + = 1 (L1)
() {335 Ly o= 2 (12

10



a) Méthode de résolution par substitution

A Taide de la ligne (L1), on exprime x en fonction de y. Puis on remplace dans (L2) = par la valeur
trouvée, de sorte qu'on n’a plus de x dans cette ligne, ce qui permet de trouver y. Une fois y trouvé, on
utilise I’expression de x en fonction de y pour trouver x.

Exemple 24.

Dans le systeme (S) ci-dessus, (L1) donne . On remplace x par 1 —y dans (L2), ce qui donne :
l—y)+y=2<=3-3y+y=2<=3-2y=2<= —2y=2-3 —1<:>y=:—%:
Pour trouver z, on utilise z = 1 — y (encadré ci-dessus) : z =1 — % =

1

La solution du systeme est z = %, y=3.

N

1
5-

Dans la méthode de résolution par substitution, on peut aussi exprimer = en fonction de y a partir de
(L2), puis remplacer dans (L1). Inversement, on peut exprimer y en fonction de x.

b) Méthode de résolution par combinaison

Une combinaison de lignes a(L1) 4 b(L2) consiste & :

— multiplier le membre de gauche et le membre de droite de (L1) par a,

— multiplier le membre de gauche et le membre de droite de (L2) par b,

— additionner les membres de gauche entre eux et les membres de droite entre eux.

Dans le systéme (S) ci-dessus, la combinaison 5(L1) + 4(L2) donne :
Sx(x+y)+4xBrx+y)=5x1+4x2

ce qui donne, apres calcul, la nouvelle équation 17x + 9y = 13.

Dans la méthode de résolution par combinaison, on garde la ligne (L1) sans la changer. On remplace
la ligne (L2) par une combinaison (L2) + a(L1), ol a est une constante. On choisit a pour que cette
combinaison donne un coefficient 0 devant 2. On peut aussi remplacer la ligne (L2) par une combinaison
b(L2) + a(L1) avec b # 0.

Ceci donne une nouvelle ligne (L2') qui ne contient plus x, ce qui permet de trouver y. Une fois qu’on a
trouvé y, on remplace y par sa valeur dans la ligne (L1), ce qui permet de trouver z.

Exemple 25. On reprend le systéme (S), qu’on peut écrire ainsi (pour faire apparaitre les coefficients) :

Iz + 1y = 1 (L)
3rz + ly = 2 (L2)

On fait la combinaison (L2) — 3(L1), ce qui donne le coefficient 3 —3 x 1 = 0 devant x, le coefficient
1—3x1=—-2devant y, et le terme 2 —3 x 1 = —1 a droite.

{ r + y = 1 (L1)
“oy = —1 (L2) = (L2)—3(L1)

A partir de la ligne (L2'), on trouve y =
x+%=l<:)x:1—%:

= % Puis on remplace dans la ligne (L1), qui devient :

-1
-2
La solution du systéme est z = 2,y = 1

1
2 2 2

Remarque. Quand on résout un systéme, on peut aussi échanger (L1) et (L2), ou multiplier une ligne
par une constante non nulle (par exemple, multiplier 3z 4+ 3y = 6 par % pour simplifier les coefficients).

7 Norme, produit scalaire, orthogonalité, base orthonormée

Dans toute la section 7, on se place dans un repére orthonormé (voir la définition section 2 page 7).

7.1 Norme d’un vecteur, distance

Définition 26. La norme du vecteur o (fj), notée |||, est définie par ||@]| = /22 + y2.
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Propriété 27.
e Soit @ un vecteur. Alors ||@]| est la longueur du vecteur @ (en particulier, c’est un réel positif).
e Soit A, B deux points. La distance entre A et B, notée AB, est égale & HEH

Propriété 28. Soit ¥ un vecteur et A un nombre réel. On a :
[IA@]| = |Al-||€]] (ot |A| est la valeur absolue de ).

7.2 Produit scalaire de deux vecteurs, vecteurs orthogonaux

Définition 29. Le produit scalaire de deux vecteurs u <§1> et U (52), noté (i, U), est le nombre réel
1 2

défini par (@, V) = x122 + y1Y2-

Propriété 30.

o (d, ) = ||i]|.

o (i, 7) = (U,4).

o (] + Uy, V) = (U1, T) + (U, V) et (€, U1 + V2) = (€, 01) + (U, Ua).

o (MU, 0) = Nu,¥) et (€, \¥) = A\, T) (ou A est un nombre réel).

Définition 31. Soit @ et ¥ deux vecteurs différents du vecteur nul. Soit A, B, C des points tels que
/ﬁ =1 et m = ¥ (de sorte que @ et ¥ sont représentés avec le méme point de départ). L’angle entre
i et ¥ est I'angle entre les segments [AB] et [AC]. Selon les cas, on consideére angle non orienté BAC
ou 'angle orienté allant de [AB] vers [AC] (voir les figures 12 et 13, avec A = O).

Définition 32. Si I'angle entre les vecteurs u et ¢’ est un angle droit, on dit que @ et ' sont orthogonaux.
On note 41 9. Par convention, on dit que le vecteur nul 0 est orthogonal & tout vecteur .

Théoréme 33. Deux vecteurs @ et et ¥ sont orthogonaux si et seulement si (i, ) = 0.

Y

Exemple important. Soit @ (Zj) Alors le vecteur ¢/ (_1: est orthogonal a .

L’ensemble des vecteurs orthogonaux &  est ’ensemble des vecteurs colinéaires a .

7.3 Interprétation graphique du produit scalaire et du déterminant

Propriété 34. Soit @ et ¥ deux vecteurs différents du vecteur nul. Soit « 'angle (orienté ou non) entre
i et U. Alors (@, ¥) = ||d||.||0]]. cos(e).

Propriété 35. Soit @ et ¥ deux vecteurs différents du vecteur nul. Soit B, C' les points tels que O? =4
et OC = 7. Soit D la projection orthogonale de C' sur la droite (OB) et & = OD . Alors (@, V) = ||@]|. |||
si @ et W sont dans le méme sens (autrement dit si 'angle entre @ et ¥ est aigu), et (@, ¥) = —||||.|| ]| si
@ et W sont en sens opposé (autrement dit si 'angle entre @ et ¥ est obtus).

c .C
s 14
12 . — c —
o u’ uO Ta lt’
B D B X9 B
0 o| w Do |©

FIGURE 12 — Illustration des propriétés 34 et 35. A gauche : angle non orienté entre @ et ¥. Au milieu :
w est la projection orthogonale de ¥ sur (OB) avec @ et @ de méme sens (angle aigu entre @ et ¥). A
droite : @ est la projection orthogonale de ¥ sur (OB) avec @ et @ de sens opposé (angle obtus entre @
et 7).

Les deux propriétés suivantes sont valables dans le repére canonique (axe des abscisses orienté vers la

droite, axe des ordonnées orienté vers le haut) ou plus generalement dans un repere orthonormé (O7 i, ])
dans lequel on tourne dans le sens trigonométrique pour aller de ¢ vers ]
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Propriété 36. Soit @ et ¢ deux vecteurs différents du vecteur nul. Soit « I’angle orienté allant de u
vers ¢. Alors det(u, ¥) = ||@.||¥]]. sin(e) .

Propriété 37. Soit ¥ et ¥ deux vecteurs Eijférents du vecteur nul et « ’angle orienté allant de u vers v.
Soit B, C les points tels que O§ =u et OC = v, et D le point tel que OBDC' est un parallélogramme.

Soit A l'aire du parallélogramme OBDC. Alors det(u,?) = A si sin(a) > 0 et det(ud,v) = —A si
sin(a) < 0.

¢ C b

14
v .
o u s B u s B B
5 u
o 0| <& o
v C

FI1GURE 13 — Hlustration des propriétés 36 et 37. A gauche : angle orienté entre i et ¥ avec sin(«) > 0.
Au milieu : angle orienté entre @ et ¥ avec sin(a) < 0. A droite : aire du parallélogramme déterminé par
U et U.

7.4 Base orthonormée

On se place dans un repere orthonormé (O, i 7)

—

Définition 38. Soit 4 et ' deux vecteurs du plan. On dit que (u, ¥) est une base orthonormée si :
e (i, 7) est une base du plan,

o (4,7) =0,

o il = 1 et 7] = 1 N

(le produit scalaire et les normes sont calculés avec les coordonnées dans la base (i, 7))

Remarque. La base (;, ;) est une base orthonormée.

Pour construire une base orthonormée différente de la base de départ :

e on part d'un vecteur 4 (Z) différent de 0;

. S < S L= _(—=b
e on construit un vecteur ¥ orthogonal & @ (avec ¥ # 0), par exemple ¥ ( 0 )’

e on définit @' = ﬁﬁ et ¥ = ﬁﬁ. On peut vérifier que (@, 7’) est une base orthonormée.
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II1. Droites du plan

Dans tout ce chapitre, on se place dans un repere orthonormé du plan.

1 Equation cartésienne d’une droite
Définition 1. Soit A un point du plan et @ un vecteur différent de 0. La droite passant par A et de
vecteur directeur # est I’ensemble des points M tels que AM et @ sont colinéaires.

Propriété 2. Soit A, B deux points avec A # B. La droite (AB) est la droite passant par A et de
vecteur directeur ﬁ .

3 3
2 — 2
u B —
1 1 BC
A
0 0 C
0] o

-1 -1

-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

1 1
vecteur @ avec A comme point de départ de la fleche de «; la droite est obtenue en prolongeant la fleche.

) —
A droite : la droite (BC') a pour vecteur directeur BC'.

5 . . 1 . (2 .
FIGURE 14 — A gauche : droite passant par le point A ( > de vecteur directeur u ( ) : on dessine le

Définition 3. Une équation cartésienne de la droite D est une équation de la forme ax + by + ¢ = 0,
ou a, b, ¢ sont des réels fixés. Cette équation décrit la droite D dans le sens ot un point M de coordonnées

(i appartient a la droite si et seulement si x,y vérifient ax + by + ¢ = 0.

Méthode pour trouver I’équation cartésienne d’une droite. Soit D la droite passant par le point

. - c s . . x . .
A et de vecteur directeur 4. On considere un point M de coordonnées <y>’ avec x,y non fixés. Le point

M appartient & D si et seulement si AM et @ sont colinéaires <= det(AM ,@) = 0. Le calcul de ce
déterminant permet de trouver une équation cartésienne de D, comme illustré dans I’exemple suivant.

N . 4 (2 . . .
Exemple 4. On considere le point A <1) et le vecteur u (3> Soit Dy la droite passant par le point A
. S s , T W , z—4
et de vecteur directeur . Si M a pour coordonnées y) le vecteur AM a pour coordonnées .
r—4 2

y—1
det(AM | @) = y—1 3

‘(z4) x3—2x(y—1)=3z—12 -2y + 2 =3z — 2y — 10. Donc
det(AM, @) = 0 <= 3z — 2y — 10 = 0. Conclusion : 3z — 2y — 10 = 0 est une équation cartésienne de Dy.

Pour trouver 1’équation cartésienne de la droite (AB), on utilise la méme méthode en utilisant le fait
que cette droite est la droite passant par A de vecteur directeur o = zﬁ (propriété 2).

Propriété 5.

e Toute droite a une équation cartésienne.

e Toute équation ax + by + ¢ = 0 est une équation cartésienne d’une droite & condition que a et b ne
soient pas nuls tous les deux.

Remarque. Une droite a toujours une infinité d’équations cartésiennes : il suffit de multiplier une équation
par une constante non nulle pour trouver une autre équation cartésienne de la méme droite.
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2 Equation réduite d’une droite

Définition 6. Une équation réduite (ou équation cartésienne réduite) d’une droite D est une équation

de la forme y = px + k.
p est appelé la pente (ou le coefficient directeur) de D et k est appelé Pordonnée a ’origine.

Remarque. Une équation réduite est le graphe d’une fonction affine.

3

2

1

0 14

o
k=—
-1 011 2 3 4

FIGURE 15 — Droite d’équation réduite y = 2z — 1. L’ordonnée & 'origine est & = —1, donc la droite passe
par le point de coordonnées _01 . La pente est p = 2, ce qui signifie qu'un déplacement horizontal de

1 donne un déplacement vertical de p.

Propriété 7. Si D est une droite qui n’est pas verticale, alors D a une équation réduite, et cette équation
est unique.

Pour passer d’une équation cartésienne ax 4 by + ¢ = 0 a une équation réduite, on isole y d’un coté et
on divise par b (si b # 0).

Exemple 8. Suite de I'’exemple 4. On a vu que 3z — 2y — 10 = 0 est une équation cartésienne de la
droite Dy passant par le point A (?) et de vecteur directeur 4 (;)

30 —-2y—10=0+<=32-10=2y <= 3z -5=y.
Conclusion : y = %z — 5 est 'équation réduite de la droite Dy. La pente de Dy vaut %

Cas particuliers. On considére une droite D d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.

e Sia=0etb#0, "équation devient by +c =0 <=y = —7 (ce qui peut s’écrire y = k avec k = —7).
La droite D est horizontale, sa pente est nulle. Une droite horizontale admet toujours une équation de
la forme y = k (voir la figure 16).

e Sib=0eta##0, 'équation devient ax +c =0 <= = = —£ (ce qui peut s’écrire z = d avec d = —£).
La droite D est verticale. Dans ce cas, D n’a pas d’équation réduite. Par convention, on dit que la pente
de D est infinie. Une droite verticale admet toujours une équation de la forme xz = d (voir la figure 16).

e Si ¢ =0, la droite D passe par 'origine. En effet, le point O (8) vérifie I’équation ax + by = 0.

x=d
k y=k
14 1T
ol 1 ol 1 d

FIGURE 16 — A gauche : droite horizontale; elle a une équation réduite de la forme y = k, sa pente
est p = 0. A droite : droite verticale; elle a une équation cartésienne de la forme x = d; elle n’a pas
d’équation réduite, sa pente est infinie.
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3 Intersection de droites

Deux droites non paralleéles se coupent en un unique point. Si on a une équation cartésienne de chacune
des deux droites, le point d’intersection est le point dont les coordonnées vérifient les deux équations.

Exemple 9. Soit D; et Dy les droites d’équations cartésiennes x — 3y —4 =0 et x — 2y — 1 = 0. Soit [

le point d’intersection de D; et Dy. Si les coordonnées de I sont <;>, alors z,y vérifient :

{x—3y—4 = 0 (L1)
r—2y—1 = 0 (L2

Il faut résoudre ce systeme d’équations. A partir de (L1), on peut écrire x = 3y + 4. On remplace
dans (L2), qui devient : 3y +4) — 2y —1 =0 <= y+3 = 0 < y = —3. On en déduit que

z=3y+4=3x(-3)+4=—5. Donc le point d’intersection I a pour coordonnées <:g>

4 Liens entre équation cartésienne, vecteur directeur, pente,
parallélisme

Propriété 10. Soit A, B,C, D 4 points avec A # B et C' # D. Les droites (AB) et (C'D) sont paralleles
si et seulement si les vecteurs AB et CD sont colinéaires (ce qui est équivalent & det(AB,CD) = 0).

On a vu a la section 1 comment trouver une équation cartésienne d’une droite passant par un point
et de vecteur directeur #. On peut voir qu’avec cette méthode les coordonnées de @ apparaissent dans
Péquation cartésienne trouvée (voir ’exemple 4), ce qui donne le résultat suivant.

Propriété 11 (lien entre équation cartésienne et vecteur directeur).

Ty

e Soit D une droite de vecteur directeur @ de coordonnées <
u

). Alors il existe une constante ¢ € R tel
que ax + by + ¢ = 0 est une équation cartésienne de D avec @ = ygz et b = —x 3.

. . , . ‘s . . -b
e Soit D la droite d’équation cartésienne ax + by + ¢ = 0. Alors le vecteur u de coordonnées ( a ) est

un vecteur directeur de D.

Corollaire 12 (lien entre équation cartésienne et parallélisme).

Soit D; la droite d’équation cartésienne ax + by + ¢; = 0.

e Si D, est la droite d’équation cartésienne ax + by 4+ co = 0, alors les droites D; et Dy sont paralleles.
e Si Dy est une droite parallele a Dy, alors il existe une constante co € R telle que ax + by + ¢ = 0 soit
une équation cartésienne de Ds.

Remarque. Dans le corollaire précédent, le premier point n’est pas une équivalence car une droite n’a pas
une unique équation cartésienne. Par exemple, les droites d’équations x +y+1=0 et 2z 4+2y+3 =0
sont paralléles bien que leurs équations ne commencent pas par les mémes termes.

Exemple 13. Soit Dy la droite d’équation cartésienne 3z — 2y — 10 = 0 (droite de I’exemple 4). On
cherche la droite D parallele & Dy passant par le point B de coordonnées (_45>

Par le corollaire 12, on sait qu’il existe une constante c telle que 3z — 2y + ¢ = 0 soit une équation
cartésienne de D. Comme le point B appartient a D, il faut que ses coordonnées <:§> = <_45> vérifient
léquation, c’est-a-dire 3 x4 -2 X (=5)+¢=0<=12+10+¢c=0<=22+c=0 <= c= —22.

Conclusion : 3z — 2y — 22 = 0 est une équation cartésienne de D.
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Propriété 14 (lien entre pente et vecteur directeur).

. . . , 1 .
e Soit D une droite de pente p. Alors le vecteur ¥ de coordonnées (p) est un vecteur directeur de D.

e Soit # un vecteur directeur de la droite D. On note <xqf) les coordonnées de 4. Si zz # 0, alors la

u
pente de D est p = Y£. Si 2; = 0, la droite D est verticale et a une pente infinie.

Corollaire 15. Deux droites sont paralleles si et seulement si elles ont la méme pente.

4.1 Droites orthogonales

Propriété 16. Soit D; une droite de vecteur directeur u; et Dy une droite de vecteur directeur us. Les
droites D; et Dy sont orthogonales si et seulement si les vecteurs u; et i sont orthogonaux, ce qui est
équivalent a (7, ds) = 0.

Méthode pour trouver une équation cartésienne d’une droite orthogonale. On considére une
droite Dy (déja connue) de vecteur directeur @ (if), et on fixe un point A. On cherche la droite Dy
u

passant par A et orthogonale & D;. On commence par chercher un vecteur (non nul) orthogonal & @ ; par
—Ya
T

point A et de vecteur directeur ¢'; on est ramené & un cas déja vu.

exemple ¥ convient car (&, ¥) = 0 (voir le chapitre II). La droite Dy est la droite passant par le

5 Rappels sur les triangles

Dans la suite, on considére trois points A, B, C formant un triangle (c’est-a-dire qu’ils ne sont pas alignés).

5.1 Triangles isoceles, équilatéraux, rectangles

Définition 17. Le triangle ABC est isocele en A si AB = AC.
Le triangle ABC est équilatéral si AB = AC = BC.

—
Pour montrer que ABC' est isoceéle en A, il faut calculer AB et AC en utilisant AB = ||AB|| et AC =

—
|AC'|| (voir la section 4 dans le chapitre II). Pour éviter les racines carrées, on calcule plutot AB? et
AC? et on montre que AB? = AC?. De méme, un triangle est équilatéral si AB? = AC? = BC?.

Définition 18. Le triangle ABC est rectangle en A si les droites (AB) et (AC) sont orthogonales, ce
qui est équivalent & <ﬁ , zﬁ y=0.

Par le théoreme de Pythagore, le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si BC? = AB? 4+ AC?.
Ceci fournit deux méthodes pour montrer qu'un triangle est rectangle (calcul d’un produit scalaire ou
calcul de longueurs).

5.2 Droites particulieres
La médiane issue de A dans le triangle ABC est la droite passant par A et par le milieu du segment [BC].

La hauteur issue de A dans le triangle ABC est la droite passant par le point A perpendiculaire a la
droite (BC).

La médiatrice du segment [BC] est la droite passant par le milieu de [BC] et qui est orthogonale a la
droite (BC).

Propriété 19. Un point M appartient & la médiatrice de [BC] si et seulement si MB = MC.

On a vu comment calculer les coordonnées du milieu d’un segment, comment calculer I’équation d’une
droite passant par deux points donnés et comment calculer ’équation d’une droite passant par un point
donné et orthogonale & une autre droite. Ceci permet de calculer les équations cartésiennes des médianes,
médiatrices et hauteurs.
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IV. Equation cartésienne d’un cercle

On se place dans un repére orthonormé du plan.

Définition 20. Soit A un point du plan et r un réel positif. Le cercle de centre A de rayon r est
I’ensemble de points M tels que AM = r.

Soit C le cercle de centre A <2A) de rayon r > 0. Le point M <z) appartient a C si AM = r <
A
AM? = r? (car AM et r sont positifs), avec AM?2 = ||AM ||2.
Le vecteur AM a pour coordonnées <z B §A>, donc AM? = (z —24)? + (y — ya)?.
—ya

On en déduit que Le point M 5 appartient a C si et seulement si (z — 24)% + (y — ya)? = r2. Cette

équation est une équation cartésienne de C.
) 1 s .
Exemple 21. Soit C le cercle de centre A (2) et de rayon r = 3. On considére un point M (;) Le
7 , z—1 9 P , , . ..
vecteur A a pour coordonnées y—2) et r* = 9. On en déduit qu'une équation cartésienne de C est

(z -1+ (y—2)?=09.

Remarque. On peut développer l’équation, ¢a reste une équation cartésienne de cercle, mais on préfere
en général garder l’équation sous cette forme car on voit les coordonnées du centre.

Réciproquement, 1’équation cartésienne (z — a)? + (y — b)? = ¢ est I'équation du cercle de centre A (z)

de rayon r = y/c si ¢ > 0. Si ¢ < 0, I’équation n’a pas de solution car (x —a)? + (y — b)2 > 0 pour tous
z,y.
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