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Devoir numéro 2 : Autour de SO(3,R)

Dans ce qui suit, I'indice de régularité k¥ € (N \ {0}) U {oo} est fixé. Commengons par démontrer quelques résultats généraux. On
admettra le lemme suivant :

Lemma 1. Soient M, N, P trois variétés différentielles de classe C*. Soit = € C*(M, N) un difféomorphisme local qui est un revéte-
ment. Soit f € C*(M, P). Supposons que f est constante sur les ensembles (171 (z)) e n-

Alors il existe une unique fonction f € CF(N, P) telle que f = f o 7. De plus, f est une immersion (respectivement submersion,
difféomorphisme local) si et seulement si f est une immersion (respectivement submersion, difféomorphisme local).

1. Soit X une variété différentielle de classe C*, et I' un groupe discret. On se donne une action de I" sur X vérifiant les propriétés

suivantes :

— D’action est libre ;

— T’action est propre ;

— T’action est par difféomorphismes C* : pour tout g € T, 'application  — ¢ - « est un difféomorphisme C* de X dans X.
Munir ! ’espace quotient X T d’une structure de variété C k telle que la projection canonique 7 : X — X /T soit un difféomor-
phisme local C*.

2. En utilisant le lemme, montrer que la structure de variété construite a la premiére question est unique : si V et V' sont deux
atlas sur X p tels que 7 : X — X soit un difféomorphisme local pour ces deux atlas, alors id : (X,V) — (X,V’) est un
difféomorphisme C*.

3. Soit H un sous-groupe fini de SO(3,RR). Montrer qu’il existe une unique structure de variété C> sur SO(3,R),y telle que la
projection de SO(3,R) sur SO(3,R) /g soit un difféomorphisme local C*°.

Soit H le groupe des quaternions, définie de la fagon suivante. On note (1,4, 7, k) la base canonique de R*, et définit une multiplication
m : R* x R* — R* qui est R-bilinéaire, et telle que :

lL,z)=x VreR?

On note alors H := (R*, m), et on admettra que 1’objet obtenu est un groupe non commutatif. On écrira indifféremment m (u, v), uv et
u - v. Pour u = 21 + yi + 2j + tk € H, on définit de plus :

=zl —yi— zj — tk,
lu| := /22 + y2 4 22 + 12,

eton note de plus R(z1 +yi+zj+tk) := v et S(u) := u—R(u)l. Enfin,onpose U :={u e H : u=—u} ={uecH : R(u) =0},
que I’on munit de la norme euclidienne | - |.

4. Montrer que T - ¥ = ¥ - U, puis v = utl = |u|? et |uv| = |u||v| pour tous u, v € H. En déduire que (S3,m) est un sous-groupe
de H stable par la conjugaison u > .

5. Soit g € S3. Montrer que 1,Ss = Ug.

6. Pour g € S3, soit :

(9) v —- U
pg'u»—)gu§

Montrer que I’on a bien p(g)U = U, que p(g) préserve la norme euclidienne, et que det(p(g)) > 0 pour tout g € S3. En déduire
que p est un morphisme de groupes de Sz dans SO(U).

7. Montrer que p : S5 — SO(U) est un difféomorphisme local C*°.

Quel est le noyau de p ? Quelle est son image ? On pourra admettre le fait que SO(3, R) est connexe.

9. Montrer que SO(3, R) est difféomorphe a I’espace projectif P3(R) et que w1 (SO(3,R)) ~ Z /o7.
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1. C’est-a-dire définir un atlas, et vérifier que les applications de changement de cartes sont des difféomorphismes C*.



