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TD 01 : Ergodicité

1. MESURES INVARIANTES

Soit 2 := [0, 1]. On considere les mesures invariantes pour trois transformations de (2.

(a) Montrer que la transformation T : 2 — 2z [1] préserve la mesure de Lebesgue.
(b) Classifier les mesures de probabilité invariantes pour:

Ty :z— 22

(c) Faire de méme pour :

Tz 1 si z=0;
20t 5 si xe(0,1].

(d) Trouver une mesure sur €2 qui soit o-finie, de support total et 77 -invariante.

2. UNE VERSION QUANTITATIVE DU LEMME DE RECURRENCE DE POINCARE

Soit (€2, T, 1) une transformation qui préserve la mesure de probabilité. Soit f € L?((2, u). Pour tout n > 1, on pose A, (f) :
n SN fo Tk

(a) Soit (ay,)n>0 une suite de réels bornée et (p,, ) >0 une suite de mesures de probabilité sur N. Supposons que lim,,_, 4 o pr ([0, N])
0 pour tout N > 0. Montrer que :

lim sup

Pn(k)ar < limsup a,.
n—-+o0o keN n—-+o0o

(b) Montrer que :

1imsup/ (An(f))?* du < limsup
n—+oo JQ n—+oo JQ

[ foT™dpu.

(c) En utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwartz (ou de Jensen), en déduire que :
2
(/ fdu) < limsup/ fefoT™dpu.
[9) n—+oo J
(d) En déduire le lemme de récurrence de Poincaré.
(e) Trouver des exemples d’ensembles non triviaux et non récurrents si 1(€2)

= +o00.
(f) Faire de méme si 1I’on suppose uniquement que 7,y < .

3. PETITES QUESTIONS SUR L’ERGODICITE

Soit (Q, T, 1) un systeme dynamique préservant la mesure de probabilité.

(a) Montrer que (2, T, i) est ergodique si et seulement si, pour tout p € [1, 0o, toute fonction f € LP(£2, ) qui est T-invariante
est constante.

On suppose maintenant que (€2, T, 1) est aussi ergodique.
(b) Soit n > 2 un entier. Le systeme (2, 7", u) est-il nécessairement ergodique ?
(c) Supposons de plus que p est mélangeante. Que peut-on alors dire de (Q, 7", u) ?

(d) Soit (£, S,v) un autre systéme dynamique préservant la mesure de probabilité et ergodique. Le systeme (2 x Q' T x
S, u ® v) est-il ergodique ?

(e) Soit v une mesure de probabilité sur €2 qui est T-invariante. Supposons que v < p. Montrer que v = .
4. PETITES QUESTIONS SUR LES THEOREMES ERGODIQUES

invariante et ergodique p. Décrire LP (2, 11) et retrouver le théoreme de Birkhoff.

(a) Soit (2, T") un systtme dynamique. Montrer qu’a toute orbite périodique on peut associer une unique mesure de probabilité
(b) Soit (2, T, 1) un systtme dynamique préservant la mesure de probabilité. On dit qu’une fonction f : Q — C est un cobord

lim -

s’il existe une fonction mesurable u telle que f = u o T' — w presque stirement. Montrer que, pour tout cobord f,
n—1
Z foT*=0 1 — presque slirement.
n—4+oco n o
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(c) Soit (2,7, ) un systéme dynamique préservant la mesure de probabilité. Montrer que y est ergodique si et seulement si,
pour toute fonction f mesurable, positive et non nulle presque stirement,

n—1
lim Z foT* = +oo pu— presque sirement.
n—-+o0o o

(d) Soit (2, T, ) un systtme dynamique préservant la mesure de probabilité. Montrer que p est ergodique si et seulement si,
pour tous sous-ensembles mesurables A et B,

n—1

1
lim — ~*B) = :
Jim =S u(ANT T B) = p(A)u(B)
k=0
(e) Soit (2,7, 1) un systtme dynamique préservant la mesure de probabilité et ergodique. Soit f une fonction mesurable,
positive et non intégrable. Montrer que :
n—1

lim — Z foT* =400 pu— presque siirement.
k=0

n——+oo n

5. DECALAGES

Soit X un espace polonais (c’est-a-dire un espace topologique séparable, et completement métrisable), et soit 4 € P(X). On
pose Q := XN et T((21)n>0) = (Tnt1)n>0 pour tout (z,,)n>0 € . On appelle cylindre une partie A de 2 telle qu’il existe

n > 1 et des parties mesurables Ay, ..., A,_1 de X, telle que :
n—1
A= {(xn)nZO): To € AO7 sy Tp—1 € An—l} = ﬂ Tﬁk(Ak X XN\{O})
k=0
Un tel cylindre est noté [Ao, . .., A,,_1]. On admettra que 2 est un espace polonais, et qu’il existe une unique mesure' ™ € P(Q)

telle que, pour tout cylindre,

n—1

p ([Ao, o Ana]) = T w(Ar).

k=0

(a) Montrer que T est continue et préserve p'\.

(b) Soient A, B deux cylindres. Montrer que, pour tout n suffisament grand, (A NT~"(B)) = u(A)u(B).

(c) On admet que les cylindres engendrent les boréliens de 2. Montrer que (€2, T, ") est ergodique et mélangeante.
(d) Retrouver la loi forte des grands nombres a partir du théoreme de Birkhoff.

6. ERGODICITE ET TRANSFORMEE DE FOURIER

Soit d > 1 un entier. On va utiliser la tranformée de Fourier pour étudier les propriétés de certaines transformations du tore T¢.
On commence par les translations. Soit o € T, Soit T}, : & + 2 + « sur T%.

(a) Montrer que T, préseve la mesure de Lebesgue sur T¢.
(b) Montrer que (Td, T., Leb) est ergodique si et seulement si (c;)1<1<4 est une famille de nombre irrationels et linéairement
indépendants sur Q.
(c) Montrer que (T%, T,,, Leb) n’est jamais mélangeante.
On continue avec les endomorphismes de T<. Soit A € M(Z). On rappelle que A agit sur T¢ par multiplication modulo 1.

(d) Montrer que A préserve la mesure de Lebesgue si et seulement si det(A) # 0. On supposera dans la suite que cette condition
est satisfaite.

(e) Montrer que A est ergodique si et seulement s’il n’existe pas d’entier n > 1 et de vecteur v € Z¢ \ {0} tels que A"v = v.
En déduire que si A est ergodique, alors elle est mélangeante.

(f) En déduire que A est ergodique (et donc mélangeante) si et seulement si le spectre de A ne contient pas de racine de 1’unité.

On termine cet exercice avec des transvections. Soit t € Z \ {0}, et soit A; := ((1J ¢ )

(2) Montrer que A, préserve la mesure de Lebesgue sur T2, mais qu’elle n’est pas ergodique.
(h) Montrer que, pour tout f € L2(T?, Leb),

n—+oo

lim fo A}(x,y) :/ f(z,y) da faiblement.
T1

1C’est une application du théoréme d’extension de Kolmogorov.
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7. ORBITES DES 3-TRANSFORMATIONS

Soit 8 > 0 un réel. Considérons la transformation :

_J0,1) — [0,1)
Tﬁ'{ T — Bz (1]

(a) Quels points sont périodiques pour la transformation 75 ? Quels points sont pré-périodiques ?
(b) Pour toutn > 0, on note P, (T) := {x € [0,1) : Tg(z) = x}|. Calculer:

L I(Pa(Th)
n—4+oo n

(c) Trouver un point z € [0, 1) tel que T5'(x) # 0 pour tout n, et, pour toute fonction continue f,

n—1
lim " foT§(x) = f(0).
k=0

n—-+oo

(d) Trouver un point & € [0, 1) tel que, pour toute fonction continue bornée f générique, les sommes de Birkhoff de f en z
n’aient pas de limite.

(e) Trouver une mesure de probabilité T5-invariante et ergodique qui ne soit ni atomique, ni absolument continue par rapport a
la mesure de Lebesgue.

(f) Soit ¢ le nombre d’or. Trouver une mesure de probabilité T-invariante et absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue.

8. TOURS

Soit (A, T, i) un systéme dynamique ergodique préservant la mesure de probabilité. Soit : A — N\ {0} une fonction mesurable,
telle que [, r dy < 400. Onpose . := {(z,t) € AXN : t <r(x)},et:

A, — A,
. (r,t4+1) sit<r(x)—1
(2,8) = { (T(x),0) sit=r(z)—1

(a) En abusant des notations, on voit ;4 comme une mesure sur A x {0} C A,. Construire une mesure de probabilité ., telle
que pu K ., et T, préserve L.
(b) Montrer que (A, T, ) est ergodique.
(c) Supposons que (A, T, u) soit mélangeant. (A,., T, u,-) ’est-il nécessairement ?
(d) Soit n > 0 un entier. Trouver une partiec B C A, mesurable, telle que les (T%(B))o<k<n soient deux a deux disjoints et
pe(URZg TH(B)) > 1= (n— 1) (B x {0}).
Soit (2, f,v) un systtme dynamique préservant la mesure de probabilité. Soit A C ) mesurable, avec v(A) > 0. Pour tout
x € Q, onpose p(x) := inf{n > 1 : T"(z) € A}. De plus, si p(z) est fini, on pose T4 (z) := T¥*)(x). Enfin, on pose
v = v(|A).
(e) Montrer que (A, T4, ™) préserve la mesure, et est ergodique si A est ergodique.

(f) On suppose A ergodique. Montrer que (X, f,v) et (A, T;‘, 1/:;‘) sont isomorphes.
(g) En déduire le lemme de Kakutani-Rokhlin :

Lemme 1 (Lemme de Kakutani-Rokhlin).

Soit (2, T, 1) un systéeme dynamique préservant la mesure de probabilité et ergodique. Supposons que y est sans atome.
Alors pour tout € > 0 et tout n > 1, il existe A C ) mesurable tel que telle que les (T*(AB))o<k<n soient deux a deux
disjoints et p(UJp—y TF(A)) > 1 — <.

(h) Soit (Q, T, u) un systtme dynamique préservant la mesure de probabilité et ergodique. Supposons que p est sans atome.
Montrer qu’il existe, pour toute racine de I'unité A et tout € > 0, un fonction f € L2(A4, ) telle que | f|;2 Q) = Let
[foT = AfllLau <&

(i) En déduire que, sous les conditions de la question précédente, le spectre de 1’opérateur de Koopman agissant sur L2 (€2, )
est Sy.

9. THEOREME ERGODIQUE SOUS-ADDITIF DE KINGMAN

Dans la suite, pour toute fonction f, on notera f* := max{0, f}. On cherchera a employer (mais pas & démontrer) le théoréme
suivant :
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Théoreme 2 (Théoreme sous-additif de Kingman).
Soit (Q, T, 1) un systéme dynamique préservant la mesure de probabilité. Soit ( f,,)n>0 une suite de variables aléatoires a valeurs
dans [—o00, +00) presque siirement, et telles que :

o fif €LY p);
® fuim < fon + fn o T™ presque siirement, pour tous n,m > 0.

Alors n=1 f,, converge presque siirement vers une fonction f : @ — [—00, +00). De plus, f est T-invariante, f* est intégrable,

et.
/fd li 1/fd 'fl/fde[ +00)
= lim -— n = inf — n —00, +00).
Q K n~>+oonQ H nZl’nQ H

Nous allons en déduire quelques résultats de théorie ergodique. Dans la suite, (2, T, 1) est un systtme dynamique ergodique
préservant une mesure de probabilité.

(a) Retrouver le théoréme de Birkhoff.
(b) Soit f une variable aléatoire telle que f € L' (Q, uu) et P, (f > —oc) > 0. Montrer que :

lim 1 max foT" =0 presque siirement.
n—+o00 1 0<k<n
On pourra éventuellement remplacer f par f + K, ou K est une constante bien choisie, pour montrer que la limite est
négative.
(c) Soit d > 1 un entier. Soit A : Q — My(R) une variable aléatoire, telle que In™ || A|| € L'(€2, ;1). Définissons une marche
aléatoire sur My(R) par Xg = Iget X,, 11 = AoT™ - X, pour tout n > 0. Montrer qu’il existe r € [—o0, +00) tel que :

In || X,
L Xl

= r presque slirement.
n—-+oo n

On cherche une caractérisation plus précise? de la croissance de (X,,),,>0. Pour tout = € Q et tout v € R?\ {0}, on pose :

In|[X,, () -
Az, v) := limsup M
n——+4o00 n
(d) On suppose de plus que A € GL4(R) presque sGirement. Montrer qu’il existe k < det Ay > ... > X\ > —o0, et, en
presque tout z, un drapeau 0 = V11 (z) C Vi(x) C ... C Vi = R? tels que, pour presque tout z, pour tout 1 < i < k,

A(z,v) := lim sup =\ e veVi(x)\ Vi (o).

n—-+oo

In || X, (2) - o]
n

On pourra poser V(x,t) := {A(x,v) < ¢} U {0} pour tout réel ¢.

211 existe un résultat plus précis que celui que I’on va démontrer, le théoréme d’Oseledets. Il est cependant beaucoup plus difficile & démontrer.



