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D5
Inégalités probabilistes et indépendance

Inégalité de Markov
1. Rappelez I’inégalité de Bienaymé-Tchebychev et redémontrez-la & partir de I’'inégalité de Markov.

2. UNE FORMULE ALTERNATIVE POUR L’ESPERANCE
Dans ce qui suit, X : {2 — R est une variable aléatoire a valeurs réelles.

(a) Soitp € [1,00). Supposons que X € LP. Trouvez une constante C' telle que P(| X| > t) < Ct~? pour tout ¢ > 0.
(b) Pour tout (w,?) € @ x Ry, onpose f(w,t) = 1si|X|(w) > t, et 0 sinon. En intégrant la fonction f sur 2 x Ry de deux
manieres différentes (théoréeme de Fubini), montrez que :

+o0
BX) = [ POX] =0
(c) On cherche a généraliser cette identité. Montrez que, pour tout p € [1, c0),
E(|1X|") = /Mptp_lPUXI > ) dt.
0
(d) Déduisez-en que s’il existe des constantes C, e > 0 telle que P(| X| > t) < Ct~P~¢ pour tout ¢ > 0, alors X € LP.

3. BORNES DE CHERNOFF
Soit X une variable aléatoire réelle. On définit une fonction 1 par ¥(y) := In(E(e¥X)) pour tout y € R. On admettra que cette
fonction est bien définie et a valeurs dans R U {4o00}.

(a) Soitt € R. Remarquez que P(X > t) = P(e¥X > e¥*) pour tout y > 0. Déduisez-en que, pour tout y > 0,
P(X >t) < VW) -yt

(b) Supposons que X suit une loi normale N (m, o2). Que vaut la fonction 9 (voir le TD 3) ? Pour quelle valeur de y la fonction
¥ (y) — yt est-elle minimale ? Montrez que, si t > m,

t—m)2

P(X >t)<e 305

(c) Supposons que X suit une loi de Poisson de parametre A. Que vaut la fonction v (voir le TD 3) ? Pour quelle valeur de y la
fonction ¥ (y) — yt est-elle minimale ? Déduisez-en que, sit > A,

P(X > t) < e ME-1HEI(X)),

Inégalité de Jensen

On admettra dans cette partie le résultat suivant :

Theoreme (Inégalité de Jensen).

Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. Soit ¢ une fonction convexe bornée inférieurement (i.e. telle que ¢ > a pour un certain
réel a). Alors p(E(X)) < E(p(X)).

4. Retrouvez le fait que la variance E(X?) — E(X)? est toujours positive.

5. Montrez que, pour tous p, ¢ € [1,00), sip < galors || X||;, < || X]|..- Indication : appliquez I’inégalité de Jensen avec la fonction
$y) = [y|*/P.

6. ENTROPIE D’UNE VARIABLE ALEATOIRE
Soit © un ensemble dénombrable. Soit 1 une loi de probabilité sur £2. On suppose que p(w) > 0 pour tout w € Q. Soit X une
variable aléatoire a valeurs dans €2 et de loi 1. On appelle entropie de Shannon ' de i la quantité :

H(p) =B~ In(u(X)) = = 3 pw) In (),
weN

ou I’on pose que la fonction h : x — x In(z) vaut 0 en 0.

1. Cette quantité est souvent définie avec un logarithme en base 2, ce qui est plus utile en informatique.
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(a) Montrez que la fonction A est continue, convexe sur R, et négative sur [0, 1].

(b) Supposons que £ est fini et de cardinal M. Montrez que 0 < H(u) < In(M). Indication : considérez X : w — pu(w)
comme une variable aléatoire sur {2 muni de la loi uniforme, et travaillez sur la quantité E(h(X)).

(c) Calculez I’entropie d’une loi géométrique de parametre p.

(d) Soit £’ un ensemble dénombrable, et soit v une loi de probabilité sur 2’. On définit une loi de probabilité u @ v sur  x Q'
par 41 @ v(w,w') = p(w)r(w’). Montrez que H(p @ v) = H(u) + H(v).

Indépendance

7. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. Dans les trois cas suivants, décrivez la loi du couple (X,Y) :

(a) X suit une loi géométrique de parametre p, et Y suit une loi binomiale de paramétres (n, q) ;
(b) X suit une loi de Poisson de paramétre A, et Y suit une loi exponentielle de parametre 1 ;
(c) X etY suivent une loi normale de parametres (0,1) et (1, 1) respectivement.

8. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme dans [0, 1]. Quelle est 1a loi du couple de variables aléatoires
(min{X,Y}, max{X,Y})?

9. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes chacune de loi normale de paramétres (0, 1). Montrez que les variables
aléatoires (X +Y)/v/2 et (X — Y))/+/2 sont indépendantes, et suivent chacune une loi normale de paramétres (0, 1).

10. SELECTION ALEATOIRE
Soit N une variable aléatoire & valeurs entieres positives, et soit p € [0, 1]. On tire IV objets, puis I’on garde chaque objet avec
probabilité p indépendamment des autres objets et du tirage initial 2. On cherche a connaitre la loi du nombre M d’objets restants
apres cette opération. Pour cela, on se donne une suite (Xj)r>o de variables aléatoires indépendantes, indépendantes de N, et
suivant une loi de Bernoulli de parametre p.

(a) Expliquez brievement pourquoi M = Z]k\]:_ol X} en loi, ou cette somme vaut 0 si N = 0 par convention.

(b) Montrez que E(M) = pE(N). Indication : utiliser le fait que E(M) = E(E(M|N)).

(c) Soientn > 0, et (Yk)kzo une suite de variable aléatoires réelles, indépendantes et identiquement distribuées. Exprimez la
fonction caractéristique de ZZ;& Y}, a partir de la fonction caractéristique de Yj.

(d) Déduisez-en E(e’*M|N).

(e) Déduisez-en une formule donnant (),

(f) Quelle est la loi de M si N suit une loi géométrique de parametre ¢ ? Et si IV suit une loi de Poisson de parametre A ?

Lemme de Borel-Cantelli

11. Soit o > 0. Soit (X,,),,>1 une suite de variables aléatoires telles que X, suit une loi de Bernoulli de paramétre n~ .

(a) Montrez que si « > 1, alors presque sirement toutes les X, sont nulles a partir d’un certain rang ;
(b) Montrez que si o < 1 et si les (X,,),>1 sont indépendantes, alors presque slirement une infinité de X, sont non nulles.

12. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, et de loi uniforme sur [0, 1].

(a) Montrez que, pour tout C' > 0, presque siirement, il existe une infinité d’entiers n > 1 tels que X,, < C/n.
(b) Déduisez-en que, presque siirement, pour tout C' > 0, il existe une infinité d’entiers n > 1 tels que X,, < C/n.
(c) Déduisez-en que, presque sirement, lim inf,, o n.X,, = 0.

13. On dit qu’un nombre rationnel p/q > 0 est sous forme réduite si p et ¢ sont des entiers positifs et si PGCD(p,q) = 1, ou si
(p,q) = (0,1). Remarquons que pour tout ¢ > 0, il existe au plus ¢ + 1 rationnels dans [0, 1] dont le dénominateur sous forme
réduite vaut q.

Soient C, e > 0. On tire un nombre un nombre au hasard X dans [0, 1] suivant un loi uniforme. Montrez que, presque sirement,
il n’existe qu’un nombre fini de rationnels p/q € [0, 1] tels que :

C
q2+€ :

-1
q

2. On peut penser, par exemple, que chaque objet a une probabilité 1 — p d’étre défectueux.
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Sommes de variables aléatoires indépendantes

14. Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, et soient p € (0,2] et C > 0. On
suppose que la fonction caractéristique de X, vérifie E(e?*0) = 1 — C|t|P + o(|t|?) en 0.
Pour tout n > 0, on note S,, := Z;é X}, Calculez la limite de la fonction caractéristique de n=1/p S, quand n tend vers +oco 3,

15. UNE RECIPROQUE A LA LOI DES GRANDS NOMBRES
Soit (X}, ), >0 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. On suppose que X est positif presque

stirement, et que E(X() = 4o0.
(a) Soit C' > 0. Montrez que pour toute variable aléatoire X presque slirement positive :

+o0 foo
/ P(X >t)dt <C> P(X >Cn).
0

n=0
(b) On admettra les résultats de ’exercice 2. Déduisez-en que, pour tout C' > 0, on a :

+oo
ZP(Xn > Cn) = +0o0.

n=0

(c) Montrez que, presque siirement, pour tout C' > 0, il existe une infinité d’entiers n > 0 tels que X,, > Cn.
(d) Montrez que, presque sirement,

n—1

1
lim sup — ZXk = +o00.

n
n—-4o0o k=0

16. MARCHE ALEATOIRE ARRETEE
Soient a < b des entiers. Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, et telle que

P(Xo=1)=P(Xo=—1) = 1/2. Pour tout n > 0, on note .S,, := Z;é X, Pour tout = € [a, b] entier, on note :
T(x) :=inf{n >0:2+ S, € {a,b}},

et:
f(@) =P@+ Srz) =b).

On admettra que 7(x) est presque siirement fini, et donc que la fonction f est bien définie *.

(a) Calculez 7(a), 7(b), f(a) et f(b).

(b) Supposons que € (a,b). Que valent P(x + S, () = b|Xo = —1) et P(z + S, ;) = b[Xo =1)?

(c) Montrez que, pour tout x € (a,b) entier, ona f(z) = (f(z — 1) + f(z + 1))/2.

(d) Calculez la fonction f.

(e) Application : on dispose au départ d’'une somme d’un euro. A chaque étape, s’il nous reste de 1’argent, on mise un euro sur
un jeu de pile ou face : cet euro est doublé si on gagne, et perdu sinon. On s’arréte si on est ruiné (on a alors perdu), ou si on
arrive a dix euros (on a alors gagné). Quelle est la probabilité de gagner ?

(f) Pour aller plus loin : que se passe-t-il si la piece avec laquelle on joue a pile ou face est biaisée, de telle sorte que I’on a une

probabilité p € (0, 1) de gagner a chaque coup ?

3. Laloi limite est un cas particulier de loi stable de Lévy.
4. On appelle 7 le temps d’atteinte de {a, b} en partant de z



