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Volumes mixtes

Mesures intrinséques et théoréme de Steiner

Introduction

Le sujet de ce mémoire porte sur la géométrie convexe, un sujet dont 'ori-
gine remonte au XVIII® siécle et au célébre probléme de 'aiguille de Buffon
qui consistait & calculer une approximation de 7 & I’aide uniquement d’une
aiguille et d’un plan quadrillé. Si la méthode proposée par le mathémati-
cien italien pour le calcul des décimales de m n’a guére rencontré le succés
escompté, elle a néanmoins ouvert un vaste champ de recherche sur un do-
maine aujourd’hui riche et foisonnant.

La géométrie convexe a cela d’intéressant qu’elle permet de formaliser des
notions telles le volume, le périmétre qui, si la plupart du temps nous appa-
raissent comme complétement naturelles, se révélent a posteriori étre assez
délicates & étudier, voire parfois contre-intuitives. Le terme convexe est par
ailleurs fondamental puisque, sortir de ce cadre c’est s’exposer bon gré mal
gré a un certain nombre de pathologies auxquelles il est impossible de re-
médier. Sortir de ce cadre, c’est faire le choix de rentrer dans un monde ou
Iintuition géométrique a rarement raison et dans lequel aucun résultat n’est
gratuit.

Si la géométrie convexe s’est aujourd’hui quelque peu émancipée des idées
et intuitions géométriques de ses débuts, il est cependant indéniable qu’une
bonne compréhension de ces derniéres est fondamentale pour bien appréhen-
der le sujet. Ainsi, au-dela des démonstrations du théoréme de Steiner dans
le plan et de la formule de Crofton, le lecteur est surtout invité a se forger sa
propre intuition et & remarquer qu’un certain nombre des arguments utilisés
peuvent étre généralisés a des dimensions autres que le plan, méme si cela
nécessite un travail plus approfondi.
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Notation

Mesure et valuation
B(A) désigne la tribu borélienne de A
f«(v) désigne la mesure image de v par f
v X p désigne la mesure produit de p et v
A désigne la mesure de Lebesgue
Vol désigne la mesure de Lebesgue 2-dimensionnelle
Per désigne le périmeétre

||7]|L., désigne la norme infinie de v : R — R ou v est supposée
mesurable.

Topologie
K désigne l'intérieur de K
K désigne I'adhérence de K
0K désigne la frontiére de K
B, désigne la boule ouverte de R? centrée en I'origine et de rayon r

AK pour A > 0 désigne 'ensemble {A\z : = € K} ou K est un sous-
ensemble d’un espace vectoriel

||z|| désigne la norme euclidienne dans R"™

[|7]|co désigne la norme infinie de v : R™ — R ou v est supposée
continue.

Conv(K) désigne I'enveloppe convexe de K
Algébre

Van(z;) désigne la matrice de Vandermonde associée a la famille (x;)



1 Pré-requis

Ce premier chapitre fait office principalement de rappels et a pour but de
définir mathématiquement la notion de longueur d’une courbe et de péri-
métre d’un convexe. Ces notions de nature géométrique sont en fait plus
subtiles qu’elles n’y paraissent au premier abord et un certain nombre de
résultats deviennent invalides si ’hypothése de convexité n’est plus vérifiée.
La notion de convexité seule n’est d’ailleurs pas suffisante pour espérer ob-
tenir de bonnes propriétés de régularité, il faudra dans de nombreux cas se
restreindre & la classe des convexes compacts d’intérieur non vide, ensemble
que 'on notera KC dans la suite de ce mémoire.

Enfin, la derniére partie de ce chapitre s’attachera & développer succintement
la notion de valuation. Cette notion revét d’une importance particuliére en
géométrie convexe puisqu’elle est & la base du théoréme d’Hadwiger, théo-
réme qui, s’il ne sera pas démontré dans ce mémoire, n’en constitue pas moins
le fil directeur.

1.1 Longueur d’une courbe

L’idée intuitive pour définir la longueur d’une courbe consiste & découper
cette derniére en petites lignes polygonales, ce qui est appelé subdiviser la
courbe et & sommer les longueurs de chaque segment en faisant tendre le
pas de la subdivision vers 0. Cette idée se formalise mathématiquement de
la maniére suivante.

Dans la suite, 0 = (z;)1<i<n est dite une subdivision de [0,1] si les deux
propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) La suite (z;) est strictement croissante ;

(ii) o =0et z, = 1.
Enfin, 7 = (y;) est dite subdivision plus fine de 0 = (z;) si 7 est elle-méme

une subdivision de [0, 1] et {y;} C {x;}. On notera alors 7 < o.

On est alors en mesure de définir la notion de variation, un premier pas vers
la notion de longueur :

Définition 1.1.1
Soit 0 = (7;)1<i<n une subdivision de [0,1] et 7 : [0, 1] — R™. La variation
de o sur «y est définie par :

V(v,0) =Y llv(t:) = (). (1.1)
=1



Cette notion vérifie des propriétés intéressantes, notamment vis-a-vis des
subdivisions plus fines comme le montre la propriété suivante :

Propriété 1.1.2
Soit v : [0,1] — R™ et 7 < o deux subdivisions. Alors :
V(y,0) < V(7,7). (1.2)

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence de I'inégalité triangulaire.

On note (x;)o<i<n (resp. (yi)o<i<m) les points associés a la subdivision o
(resp. 7). Comme 7 < 0, il existe une suite strictement croissante (k;)o<i<n
telle que z; = yg, pour tout ¢ dans [0,n]. D’ou :

ki
i —ziall < > lys— i1l (inégalité triangulaire).
Jj=ki—1+1
La fin de la preuve s’obtient en sommant les inégalités précédentes. O

Cette derniére propriété traduit en fait une idée de zoom. Le fait de choisir
une subdivsion plus fine va permettre de mieux appréhender les variations de
la courbe localement. Il est donc naturel de définir la longueur d’une courbe
comme :

Définition 1.1.3
Soit v : [0,1] — R™. On note ¥ I’ensemble des subdivisions de [0, 1].
v est dite & variation bornée si :

sup V(vy,0) < +o0. (1.3)
oeY

Si v est & variation bornée, on définit alors la longueur de ~y, notée Long(7)
comme la borne supérieure précédente.

Il apparait alors censé de restreindre 1’étude de cette notion a des courbes
qui sont a minima continues, le cas discontinu n’entrant pas dans le cadre
de ce mémoire. Il est de plus légitime de se demander s’il existe des courbes
qui sont & variation bornée et des courbes qui ne le sont pas. La réponse est
positive dans les deux cas comme le montre les résultats suivants :

Définition 1.1.4
v : [0,1] — R™ est dite Cj,, 8'il existe (t;)o<i<n croissante dans [0, 1] telle
que :

(i) 7 est continue sur [0, 1];
(i) pour tout i € [1,n], v est C* sur Jt;_1,4][;

(iii) v admet des dérivée a droite et a gauche finies en tout point ¢;.



Propriété 1.1.5

Sivy:[0,1] = R™ est Cy,,, alors v est & variation bornée et :

1
Long(7) = /0 Iy (&) dt. (1.4)

Démonstration. Par définition, on a :

n t; )
I (6)]] dt = / I (6] dt,
/[0,1] Zz; ti—1

ol les t; sont les points de discontinuité de la dérivée.

’y/ est continue sauf en ses points de discontinuité o elle admet alors des
limites finies a droite et & gauche donc 7 est bornée par M > 0. On vérifie
alors que «y est M-lipschitzienne par I'inégalité des acroissements finis, ce qui
prouve en particulier qu’elle est & variation bornée.

On montre maintenant la seconde partie du théoréme. Dans un premier
temps, on considére v de classe C'. On se donne alors o = (ti)o<i<n une
subdivision de [0,1]. On a alors :
t; ,
Zlh (i)l = / ~ (t) dt
=1 ti—1

n t ,
>/ I @l
=1 1=

1 1
=/ I (0)]] dt
0

Réciproquement, soit € > 0. Comme 7 est de classe C', on sait qu'il existe § >
0 tel que ||y (t) =~ (s)|| < e si |t — s| < 6. On se donne alors une subdivision
o = (ti)o<i<n dont le pas est inférieur a 6. L’inégalité des accroissements
finis fournit alors pour ¢;_1 <t <t; :

[P

—ti1

n

ol <.
En intégrant la relation précédente :

Enfin, en sommant :

AT SRS

E(ti — ti—l)-




ce qui termine la preuve dans le cas C!.

Dans le cas général, il suffit de remarquer que si on se donne une subdivision
o de [0, 1], on peut alors sans perte de généralité considérer une subdivision
plus fine contenant les points de discontinuité de - et on se raméne au cas
précédent en se restreignant aux intervalles sur lesquels v est de classe C1.[]

Remarque 1.1.6
Il est possible de généraliser le résultat précédent a des courbes n’étant plus
Cpm- Le lecteur pourra a ce loisir consulter [RUDIN, chapitre 7).

La notion de longueur telle qu’elle est définie jusqu’a présent n’est a priori
pas invariante par reparamétrisation de ~y. La propriété précédente permet
de remédier a cet oubli :

Propriété 1.1.7
Soit h : [0,1] — [0, 1] un homéomorphisme et v a variation bornée. Alors :

Long(v) = Long(y o h). (1.5)

Démonstration. h étant un homéomorphisme, h est strictement monotone
sur [0, 1]. On est donc amené¢ a distinguer deux cas, le cas ot h est strictement
croissante et le cas ou h est strictement décroissante. Dans la suite, seul
le cas h strictement croissante sera démontré, la démonstation dans le cas
décroissant étant similaire.

Comme h est bijective croissante, on a nécessairement h(0) =0 et h(1) = 1.
On en déduit alors que (z;) est une subdivision de [0, 1] si et seulement si
(h(z;)) est une subdivision de [0, 1], ce qui par passage a la borne supérieure
prouve la propriété demandée. O

Jusqu’a présent, I’ensemble des courbes étudiées étaient a variation bornée.
Cependant, la notion de continuité seule ne permet pas de garantir I’existence
d’une longueur finie, I’exemple le plus classique étant I’exemple de la fonction
f:x— 2%sin ;—2 sur [0, 1] prolongée en 0 par 0 qui est bien continue mais

dont la variation bornée est +oo.

1

Démonstration. On considére x,, = . On a alors :

1 1
n7r+§+(n—1)7r+g
2

~ —

+oo nm’

[f(@n) = f(@n1)| =

terme général d’une série divergente, ce qui conclut la preuve. ]



Cet exemple est d’autant plus problématique que le graphe de f est compact.
Il existe donc des parties compactes dans le plan qui sont paramétrables par
une courbe continue mais qui n’ont pas de longueur finie. C’est en partie pour
remédier & ces pathologies que la notion de convexité va étre introduite.



1.2 Convexes compacts et leur bord

Cette partie est consacrée & la définition du périmeétre, notion fondamentale
en géométrie convexe du plan puisqu’elle intervient tout aussi bien dans le
théoréme de Steiner que dans la formule de Crofton. A priori, il ne parait
pas aberrant de définir le périmétre d’un ensemble comme la longueur d’une
courbe qui paramétrerait la frontiére de cet ensemble. Cependant, afin d’ob-
tenir une notion qui jouit de bonnes propriétés de régularité, le périmétre ne
pourra étre défini que pour une certaine classe de convexes.

Définition 1.2.1
Un lacet 7 : [0, 1] — R™ est une application continue vérifiant :

(i) 7(0) =~(1);
(i1) v(s) = y(t) si et seulement si {s,t} = {0, 1}.

Définition 1.2.2
Un lacet v est dit convexe s’il existe un convexe compact K de R™ dont 0K
est paramétrée par 7.

Il est maintenant temps d’aborder la notion de périmétre d’un convexe en
s’appuyant sur la notion de longueur introduite précédemment.

Définition 1.2.3
Soit K un convexe compact de R? d’intérieur non vide dont le bord est
paramétrable par un lacet « & variation bornée. Alors, le périmeétre de K est
défini par :

Per(K) = Long(7). (1.6)

Démonstration. 11 s’agit de vérifier que la définition précédente ne dépend
pas de la paramétrisation choisie, résultat qui découle de la Propriété 1.1.7.0]

Remarque 1.2.4

Le choix de définir le périmétre uniquement sur les ensembles compacts
convexes d’intérieur non vide peut a priori poser question. Cependant, un
convexe compact d’intérieur vide dans le plan est alors nécessairement un
segment. Fn particulier, il n’existe aucune paramétrisation de sa frontiére
par un lacet convexe. Dans ce cas-1a et afin d’éviter tout malentendu, le
terme périmeétre sera proscrit.

Le périmétre défini précédemment dispose d’un certain nombre de propriétés
intéressantes et conformes a I'intuition géométrique. Ainsi, le périmétre d’un
polygone convexe est égal a la somme des longueurs de ses cotés, un résultat
qui est conforme & l'intuition. Afin de prouver cette derniére affirmation, il
suffit de remarquer que le contour d’un polygone convexe d’intérieur non vide
est paramétrable par une fonction C;m qui est localement la paramétrisation
d’un segment et de conclure en appliquant la Propriété 1.1.5.



Un dernier exemple fondamental qui servira dans la suite de ce mémoire est
I’exemple des boules de rayon r > 0 dont on peut vérifier que :

Proposition 1.2.5
B, est convexe bornée et :

Per(B,) = 2. (1.7)

Démonstration. Une paramétrisation du cercle de rayon r est donnée par :

[ 0,1] —»R?
T { t — 1(cos(27t), sin(27t))

qui est C'. De plus :
Vt € R,~ (t) = 27r(— sin(2xt), cos(2nt)).

On en déduit a l'aide de la Propriété 1.1.5 :

Per(B,) = / I (6)]] dt
[0,1] ]

= 27r.

Cet exemple illustre aussi une propriété fort intéressante du périmétre. En
effet, il fait apparaitre le périmétre d’'un convexe comme une fonction homo-
géne de degré 1. Plus précisément, pour r € R et B; la boule unité :

Per(rBy) = |r| Per(B;).

Il est alors légitime de se demander si une telle propriété n’est vérifiée que
dans le cas des boules fermées de R?, ou si au contraire elle peut étre étendue
& tout compact convexe d’intérieur non vide. La réponse a cette derniére
interrogation est en fait positive comme va le montrer le paragraphe suivant.
Plus précisément, le périmétre appartient & une famille de fonctions : les
valuations.



1.3 Valuation sur un convexe

Cette partie est donc consacrée a I'introduction des valuations dans le plan.
Une valuation peut étre vue comme 'analogue d’une mesure a laquelle 1'hy-
pothése de sommabilité dénombrable aurait été remplacée par une hypothése
de sommabilité finie. D’autre part, contrairement & une mesure, une valua-
tion n’est pas définie sur une tribu mais sur 'ensemble X des compacts
convexes d’intérieur non vide. Cette restriction offre certains avantages puis-
qu’il est possible de munir  d’une métrique (la distance de Hausdorff) et
donc de considérer la continuité d’une valuation.

Dans un premier temps sont rappelées les définitions et propriétés relatives a
la distance de Hausdorff. Cette partie de I'exposé est librement inspirée des
notes du cours de Magistére dispensé par Dominique Hulin [2].

Dans la suite, la notation H désignera I’ensemble des compacts non vides du
plan.

Définition 1.3.1

Soit K1, K € H.

La distance de Hausdorff dy est définie par :
dy(Kq, Ko) = max< sup dist(k1, K2), sup dist(Kl,k2)> . (1.8)
kieKy kac K2
dp est une distance sur H.

Démonstration. 11 suffit de vérifier, que définie comme précédemment, la
distance de Hausdorff vérifie bien les axiomes d’une distance.

Soient K7 et Ko a distance nulle. K7 et Ko étant fermés, il s’en suit que
K; C Ky et Ko C Ki, ce qui montre que K; = Ks. La réciproque est
immédiate.

dy est symétrique en ses variables.

Enfin, il reste & montrer I'inégalité triangulaire. Cette derniére est en fait
une conséquence de I'inégalité triangulaire vérifiée par la distance dist. [

Présentée comme cela, la distance de Hausdorff ne semble guére posséder
d’une interprétration géométrique simple. Cependant, le lemme suivant, qui
est équivalent & la définition précédente, va permettre de remédier & cet
inconvénient. Avant d’introduire ce lemme, la définition de r-voisinage de
K € K est rappelée :

Vo(K) ={x e R" : dist(z,K) <r}
={z+u:2xeK,uc B}
— K+ B,



Lemme 1.3.2
Soit K1, Ko € K. La distance de Hausdorff vérifie :

dH(Kl,Kg) = inf{’r >0: K, C VT(K2) , Ko C VT(Kl)} (1.9)

Démonstration. On note d = inf{r > 0: K; C V,.(K2),Ks C V.(K1)}.

Soit d' > d. Alors, K1 C Vg (K2) et Koy C Vg (K1) et les deux inéquations
suivantes sont donc vérifiées :

sup dist(kl, KQ) < d/
k1€Ky
sup dist(K1, ko) < d’
ko€ Ko

d’ou par passage a la limite, dy (K1, K2) < d.
Soit maintenant d’ < d. Alors, il existe x € K; tel que dist(z, K;) > d' on
{i,7} = {0,1}. Donc, par passage a la limite :

du (K1, K2) > d,

ce qui conclut la preuve du lemme. O

Un corollaire immédiat et non sans importance de ce lemme est le suivant :

Corollaire 1.3.3
Sidpg (K1, Ke) <, alors K1 C (Ko + By) et Ko C (K1 + By).

Ce travail préliminaire étant réalisé, il est maintenant possible de définir ce
qu’est une valuation :

Définition 1.3.4
Une valuation p sur K est une fonction p : K — R4 satisfaisant les 3
propriétés suivantes :
(i) p est continue par rapport a la distance de Hausdorff;
(i) p(K1UK2)+ u(KiNKy) = p(Ky) 4+ p(Ks2) pour tout Kq, Ko € K tels
que K1UKy e Ket K1NKy €K
(i) w(TK) = p(K) pour toute isométrie directe T et K € K.

Le point (ii) est aussi appelé formule du crible. Enfin, parmi I'ensemble
des valuations du plan, certaines disposent de propriétés particuliéres. Plus
précisément :

Définition 1.3.5
Une valuation est dite de degré d € IN si elle vérifie la propriété suivante :

(i) u(rK) = |r|?u(K) pour tout r € R, K € K.

10



La premiére valuation qu’il est possible de construire explicitement et sans
grande difficulté est la caractéristique d’Euler po, valuation de degré 0,
définie par :

VK € ICHUQ,O(K) =1

A priori, la caractéristique d’Euler ne présente guére d’intérét. La suite de
ce mémoire, et plus particuliérement le théoréme d’Hadwiger, prouvera le
contraire.

La caractéristique d’Euler construite, il apparait maintenant pertinent de se
demander s’il existe des valuations non constantes dans le plan. Comme une
valuation se comporte & peu prés comme une mesure, on peut espérer que
certaines mesures possédant de bonnes propriétés de régularité sont aussi des
valuations. Sur R?, la mesure de Lebesgue 2-dimensionnelle, qui sera notée
Vol est invariante par isométrie, homogéne de degré 2 et vérifie la formule du
crible. Pour qu’elle devienne une valuation dans le plan, il ne manque plus
qu’a vérifier qu’elle est continue sur /C, ce qui fera 'objet de la Proposition
2.3.1. On en déduit la proposition suivante :

Proposition 1.3.6
La mesure de Lebesque 2-dimensionnelle est une valuation sur IKC de degré 2.
On note cette valuation pio .

Remarque 1.3.7

On peut alors se demander si la continuité de la mesure de Lebesgue est aussi
vérifiée sur H. La réponse & cette question est malheureusement négative
et en 'abscence de convexité, de nombreux contre-exemples peuvent étre
trouvés. En voici un :

On définit les compacts K, = {(k i) :0<i,k<n}.

n’n
Alors, dy (K, [0,1)?) < % (o la constante C' dépend de la norme initiale
choisie) donc K, = [0,1]%. Cependant, Vol(K,) = 0 et Vol([0,1]?) =1, ce
[e.e]
qui prouve que la mesure de Lebesgue n’est en général pas continue sur les
compacts par rapport a la distance de Hausdorff.

Enfin, il existe une derniére valuation d’intérét dans le plan : le périmétre.

Proposition 1.3.8

Il existe une valuation positive de degré 1, notée a1 coincidant avec le péri-
metre sur l’ensemble des compacts convexes d’intérieur non vide admettant
un périmeétre fini.

A priori, on pourrait imaginer qu’il puisse exister des compacts convexes
d’intérieur non vide n’admettant pas de périmétre fini. Cela sera toutefois
démenti dans la suite de ce mémoire. Il en résulte alors directement que p2 1
est en fait exactement égale au périmétre.

11



Démonstration. Comme les isométries directes du plan conservent les dis-
tances, elles conservent la variation d’une fonction et donc a fortiori le péri-
metre.

D’autre part, si v est & variation bornée et est une paramétrisation de la
frontiére d’un convexe compact d’intérieur non vide K, alors pour tout r € R,
rv est une paramétrisation de r K. Cela montre directement que le périmétre
est homogéne de degré 1.

Il reste deux propriétés & démontrer. La continuité du périmeétre est montrée
dans la proposition 7.

Enfin, la formule du crible est admise pour le moment. En effet, la démons-
tration avec les outils dont nous disposons est assez technique. Cependant,
une trés belle preuve de ce résultat peut étre obtenue en construisant le pé-
rimétre de maniére différente. Le lecteur intéressé pourra consulter la partie
sur la formule de Crofton et plus particuliérement la Proposition 3.2.1.

Enfin, avant de conclure cette partie, présentons un théoréme fondamental
de géométrie convexe : le théoréme d’Hadwiger, dont on admettra la démons-
tration.

Théoréme 1.3.9 (Hadwiger)
L’ensemble des valuations du plan forme un espace vectoriel de dimension 3.

Ce théoréme posséde deux conséquences inattendues qui s’avéreront trés
utiles dans la suite de ce mémoire.

Corollaire 1.3.10
Les valuations poo, p2,1 et poo sont une base échelonnée par le degré des
valuations du plan.

Démonstration. En admettant le théoréme d’Hadwiger, il suffit de montrer
que ces trois valuations forment une famille libre. On considére A € R3 tel
que :

Aoft2,0 + A2 + Aape2 =0

En évaluant cette expression en B, et en utilisant I’homogénéité, on obtient :
Nopa,0(B1) + rapg(Br) + r*Aepe2(B1) =0,

soit :
Ao + 27 + 7T’I“2)\2 = 0.

On conclut alors par la liberté de la famille de fonctions (1,7,72) sur R,

Une seconde conséquence, tout aussi intéressante est la suivante :
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Corollaire 1.3.11
Toute valuation du plan de degré d a un degré inférieur ou égal a 2 et est
proportionnelle & 12 q.

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence directe du corollaire précédent
associé a la liberté de la famille (r');en sur Ry. O

Ce paragraphe se conclut par quelques remarques d’ordre général.

Les valuations tellles que présentées dans ce mémoire ont été définies sur I’en-
semble /C des compacts convexes d’intérieur non vide. Cependant, ce choix
entraine plusieurs restrictions ou inconvénients et n’est généralement pas le
cadre privilégié pour développer cette théorie. Plus généralement, une valua-
tion peut étre construite sur 'ensemble des compacts convexes du plan et il
est possible de généraliser le théoréme d’Hadwiger & cette nouvelle définition.
En particulier, cette derniére autorise maintenant a parler du périmétre d’un
segment puisque ce dernier est compact convexe.

A priori, la notion de périmétre d’un segment serait confondue avec la lon-
gueur de ce dernier. Cependant, il apparait en fin de compte plus naturel
de définir le périmétre d’un segment par le double de sa longueur. En effet,
la valuation pg 1, plus généralement définie sur les convexes compacts, est
continue et coincide avec le périmétre sur KC. Il est d’autre part possible d’ap-
procher le segment considéré par une suite de compacts convexes d’intérieur
non vide convergeant au sens de la distance de Hausdorff comme le montre
la figure ci-aprés.

K.

ke

FIGURE 1 — Périmétre vs longueur d’un segment
Puis, avec les notations de la figure et en utilisant la continuité de p 1 :

p2 (K) = lim po 1 (Ke)
e—0
= lim Per(K,)

e—0

= 2Long(K)

Le lecteur qui souhaiterait se familiariser un peu plus avec le sujet pourra
consulter [KLAIN et ROTA| qui fournit un excellent développement de la
théorie des valuations.
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1.4 Paramétrage du bord d’un convexe

Le but de cette partie est de démontrer 'existence d’un paramétrage continu
du bord d’un convexe compact d’intérieur non vide. Cette partie ne reprend
pas les outils précédemment développés mais s’avera trés utile pour la suite
de ce mémoire.

Quelques résulats intermédiaires sont démontrés dans un premier temps.

Propriété 1.4.1
Si v est un lacet conveze et A une droite de R?, alors v et A s’intersectent
soit :

(i) en au plus deuz points ;

(ii) en une infinité de points. Dans ce cas, A et~y coincident sur un inter-
valle fermé.

Démonstration. On considére v un lacet convexe et K le convexe fermé as-
socié. On suppose qu’il existe une droite A intersectant v en plus de trois
points. On souhaite alors montrer que v coincide avec A sur un petit inter-
valle. On note g, x1, 22 trois points d’intersection.

Le probléme admet des symétries et sans perte de généralité, on peut suppo-
ser que A est horizontale. On se raméne donc & une suite de points g, 21, T2
classés par abscisse strictement croissante. Par I’absurde, supposons que A
ne coincide pas avec 0K entre zg et xs.

Comme le segment [zg, z2] appartient par convexité a K et que par hypo-
thése, il ne coincide pas avec 0K, il existe y dans |xg, x| tel que y € K.
Il existe donc B une boule au voisinage de y incluse dans K. On en dé-
duit Pexistence de deux points y; et yo dans K tels que y; (resp. y2) soit
d’ordonnée positive (resp. négative).

B
Y1
e
zo 1 y T2
[ ]
2

FIGURE 2 — Intersection d’une droite A et d’un convexe K

Puis, on remarque que z; appartient & l'intérieur du quadrilatére P =
Conv(zg, y1,z2,y2). Or P est inclus dans K par convexité, ce qui contre-
dit le fait que 1 € OK. Le résultat demandé est donc prouvé. O
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Il est maintenant possible de démontrer le résultat mentionné dans I’intro-
duction :

Théoréme 1.4.2
Tout compact conveze d’intérieur non vide admet une frontiére paramétrable
par une fonction continue.

Démonstration. On considére zg un point intérieur de K compact convexe
d’intérieur non vide. Quitte a translater K, on peut supposer que g est
centré en l'origine.

On note 6 un angle entre 0 et 27 et up = (cos(f),sin(f)) le vecteur unitaire
porté par 6. La demi-droite positive A € Ry +— Auyp intersecte alors 0K en au
moins un point différent de I'origine. Supposons que ce point d’intersection ne
soit pas unique et notons yy = Agup et y1 = Ajup deux points d’intersection
avec 0K. Comme x( est un point intérieur, on en déduit que Ag, A1 sont
tous deux strictement positifs. De méme, en adoptant le méme raisonnement
a la demi-droite négative portée par ug, on en déduit I'existence de yo =
Aoty dans OK ou Ay < 0. La famille (yo,y1,y2) forme alors une famille de
trois points alignés sur la frontiére de K. Donc d’aprés la propriété 1.4.1, le
segment [yo, yo] est contenu dans la frontiére de K. Or, 2 € [yo, y2], donc a
fortiori g € 0K, ce qui est absurde. Le point d’intersection est donc unique
et dans la suite, il sera noté v(0) = \(0)up.

L’unicité de () prouve en particulier que si v > A(0), alors vuy ¢ K.
On montre maintenant que 7 restreinte a [0, 27[ est bijective.

L’injectivité de « se déduit du fait que z¢p = (0,0) est intérieur & K et que
deux demi-droites issues de ’origine et ayant des vecteurs directeurs distincts
ne peuvent se croiser qu’en xg qui n’appartient pas a la frontiére.

Quant a la surjectivité, si on se donne x € 0K, alors la demi-droite partant
de xg et passant par x est portée par un vecteur ugy. Or, cette demi-droite
s’intersecte en un unique point avec 0K, donc y(6) = x.

Ceci prouve donc que vy est un lacet convexe.

Il reste donc & prouver la continuité de ~. Par ’absurde, considérons un
point 6 en lequel v ne serait pas continue. Alors, il existe une suite de points
(0;)ien tendant vers 6 telle que :

[Iy(6:) = (O] = & (1.10)

Comme (ug,) converge vers 1p, on en déduit que (A(6;)) ne converge pas vers
A(0). Il existe alors § > 0 et une sous-suite 7 de (\(6;)) telle que :

Ay ) — AO)| > 5.
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La suite (A(6(;))) est bornée car K est lui-méme borné. On considére alors
une valeur d’adhérence A. Par passage a la limite, |A(6) — A| > 4. D’autre
part, comme 0K est fermé, Miy € K, ce qui contredit I'unicité de A\(6). La
fonction « est donc continue, ce qui conclut la preuve. ]

La preuve du théoréme précédent montre plus généralement que :

Corollaire 1.4.3
La frontiére d’un convexe compact d’intérieur non vide de R? est homéo-
morphe ¢ 0B;.

Enfin, dans la suite, on notera vx (0) = Ax (0)up la paramétrisation angulaire
construite dans le théoréme précédent.
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2 Projection sur un convexe

Cette partie du mémoire vise & rappeler un théoréme fondamental en géo-
métrie convexe, le théoréme de projection sur un convexe fermé. Ce résultat
s’avérera particulierement utile dans la démonstration du théoréme de Stei-
ner, le premier résultat de géométrie convexe pure qui sera obtenu dans ce
mémoire. Au-dela du théoréme de Steiner, le théoréme de projection sur un
convexe servira & prouver que tout compact convexe d’intérieur non vide
posséde un périmétre fini.

2.1 Théoréme de projection

La partie suivante fait office de rappel sur le théoréme de projection sur un
convexe et est inspirée des notes du cours d’analyse hilbertienne dispensé
par M. Duval [4].

Proposition 2.1.1
Soit C' un convezxe fermé non vide de R"™ et x € R™. Alors, il existe un unique
point pc(x) € C tel que :

dist(C, x) = dist(pc(x), ). (2.1)

Démonstration. La démonstration de cette proposition repose sur 'identité
du parallélogramme valable dans un espace euclidien quelconque :

o,y € R", ||z +ylI” + [lo = yl* = 2(||=[* + [lylI*)-

On fixe maintenant = dans R™. On considére une suite (x,)nen de C telle
que :
dist(xyn,z) — dist(C,z).

n—-+o0o

R™ étant complet et C' étant fermé, la convergence de la suite (x,) équivaut
a ce qu’elle soit de Cauchy. Soit p,q > 0 :

l2p — q|* = 2l|2p — 2|* + 2l|2g — 2|* = ||2p + 24 — 22||?
Tp + X4 B 2
2

< 2||zp — 2|)? + 2||wy — z||* — 4dist(C, x)* (par convexité).

= 2llap — al|* + 2llzg — 2l|* — 4

Donc, comme ||z, — z|| — dist(C, x), on en déduit que (x,,) est de Cauchy
et converge donc vers une valeur que 'on note po(z).

Il reste & montrer que cette valeur est unique.
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Soit yp, y1 deux valeurs vérifiant la propriété demandée. Alors, z = %(yg—l—yl)
appartient par convexité a C' et vérifie :

1
1z =2l < 5 (lz = yoll + llz = 1ll)
= dist(C, z).

Donc :
||z — z|| = dist(C, x)

Enfin, en appliquant l'identité du parallélogramme :

llyr = voll* < 2(/z = yol* + llz — y1|*) — 4ljz — 2[”
=0

ce qui prouve l'unicité.

L’existence et I'unicté de cette projection permettent d’obtenir des résultats
géométriques particuliérement intéressants qui sont présentés ci-apreés :

Lemme 2.1.2
Soit C' un conveze du plan.

Alors, pour tout x € R2, il existe un unique z € C tel que :
Vy e C,(x — zly — z) <0. (2.2)
De plus, on a l’égalité suivante :
z = pc (). (2.3)

Démonstration. On fixe fixe z dans R™ et on montre dans un premier temps
que pc(x) vérifie la conclusion du lemme . Pour y € C et pour A € [0, 1], on
définit ) = (1 — A)pc(x) + Ay. Par convexité, z) € C. D’ou :

|z — 251> > ||z = pe(a)|.
D’autre part, en développant ’expression précédente, on obtient :

| —2x|1* = ||z = pe(@)[]” + 2 {z — pe(@)pc(x) —y) + N lpe(z) -yl

soit, finalement :

0 < 2X (& — pe(x)lpe() — y) + N[lpc(z) - yI[*.

Donc, en calculant un équivalent au voisinage de A = 0,
(z —pe(@)ly — pe(z)) < 0.
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On montre maintenant 'unicté. Soit z1 et 25 vérifiant la conclusion du lemme.

Alors :
(x — 21|22 —21) <0
(z9 — x|z —21) <0
d’otl en sommant les deux inégalités :
|21 = 2|* <0,
ce qui conclut la preuve. ]

Enfin, un corollaire fondamental & cette propostion est le suivant :

Corollaire 2.1.3
L’application pco est 1-lipschitzienne.

Démonstration. Soit z,y dans R™. Alors :

IAINA
o o

{ (. —pc(z)lpc(y) — pc(x))
(y — pc(y)lpc(z) — pc(y))

Donc en sommant les deux inégalités :

(x —ylpc(z) — po(y)) > llpc(x) — pe(y)|]® = 0.

Puis, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(z —ylpc(z) — pc(y)) < llpc(x) —pe)| ||z — yll.

En combinant les deux précédentes inégalités, on obtient la condition de
Lipschitz. ]

Hormis ces propriétés démontrées précédemment, le théoréme de projection
sur un convexe dispose d’une interprétation géométrique qu’il serait dom-
mage de ne pas mentionner. La fin de ce chapitre est donc dédiée a cette
interprétation, qui s’avérera particuliérement utile au moment de démontrer
le théoréme de Steiner. Le lecteur doit cependant étre averti que la partie qui
suit est au demeurant plutét informelle et qu’aucune affirmation présentée
ne sera prouvée.

Avant toute chose, rappelons la définition d’un hyperplan tangent :

Définition 2.1.4
Une droite affine H est tangente au convexe C' en x € 0C si :

(i) z € H;
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(i) CcHYouC CH™,
ot HT et H~ désignent les deux demi-plans fermés situés de part et d’autre
de la droite H.

Soit z un point de la frontiére de C. On s’intéresse a ’ensemble des points
du plan dont la projection sur C' est z, c’est-a-dire I’ensemble pal({z}). Le
Lemme 2.1.2 montre que pour tout y € C et x € p5'({z}) :

(x — zly — 2z) <0.

Cette derniére inéquation n’est ni plus ni moins qu’une inéquation affine et
s’'interpréte alors en termes d’hyperplan tangent. Ainsi, si H est un hyperplan
tangent & C' en z (¢f Figure 3), alors la demi-droite A perpendiculaire & H,
d’origine z et incluse dans le demi-plan ne contenant pas C' (la demi-droite
bleue sur la figure) vérifie 'inéquation précédente et est donc en particulier
incluse dans p;'(2).

A

FIGURE 3 — Plan tangent et projection sur un convexe

Cette idée est fondamentale dans la démonstration du théoréme de Steiner.
En effet, la preuve dudit théoréme se raméne a étudier un e-épaississement
d’un polygone convexe P, c’est-a-dire ’ensemble P + B-.

En notant £ = (P + B.) \ P, E peut étre partitionné selon la projection
de ses éléments sur OP. Plus précisément, on va distinguer les éléments de
FE qui se projettent sur un sommet du polygone des éléments de E qui se
projettent sur un point régulier de OP.

Dans le cas d’'un sommet s de 0P, la situation peut étre représentée par la
Figure 4. En reprenant les notations de la figure, le céne D engendré par les
demi-droites Aj et Ay (en bleu sur la figure) correspond a ’ensemble des
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points du plan qui ont pour projeté sur P le sommet s. En intersectant D
avec la boule de rayon € centrée en s, on obtient alors un secteur angulaire
qui correspond exactement aux points de E dont le projeté est s.

De méme, au voisinage d’un point p € P régulier, la situation est semblable
a celle décrite par la Figure 5. L’ensemble des points du plan se projetant
sur p est exactement égal a la demi-droite Az (en bleue sur la figure). Les
points de F qui se projettent sur p correspondent alors & l'intersection de
Aj avec la boule de rayon € centrée en p, c’est-a-dire I’ensemble des points
de la demi-droite ‘Ag situés a une distance inférieure 4 € de p .

Ay

FIGURE 4 — Plan tangent et projection au voisnage d’un sommet

Aj

FIGURE 5 — Plan tangent et projection au voisinage d’un point régulier
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2.2 Existence du périmétre

On peut déduire de l'interprétation géométrique de la projection sur un
convexe une trés belle conséquence qui concerne 'existence d’un périmétre
fini pour tout compact convexe d’intérieur non vide, théoréme qui est 'objet
de la partie suivante. Afin de démontrer ce théoréme, il est nécéssaire dans
un premier temps de prouver quelques résultats préliminaires :

Lemme 2.2.1 )
Soit C un conveze fermé de R"™. Soit x € R™\ C. Alors, pc(z) € 9C.

Démonstration. Distinguons deux cas.
Six € 9C, alors le résultat est immédiat.

Sinon, considérons z € R \ C et supposons que po(z) soit atteint dans C.
Il existe donc une boule B centrée en pc(x) et contenue dans C. Le segment
joignant x & po(x) intersecte 9B en un unique point y et on vérifie alors que
y € C (car C est fermé) et que la distance de y & = est strictement inférieure
a celle de = a po(z), ce qui est absurde. O

Le lemme précédent montre plus généralement que si Ko C K; sont deux
convexes compacts d’intérieur non vide, alors px,(0K1) C 0Kjy. La frontiére
de K est donc projetée sur celle de K.

Ce résultat, a ’allure quelque peu anodine, est en fait a la base de la démons-
tration de 'existence d’un périmétre fini. En effet, I’application projection
sur un convexe est 1-lipschitzienne et rétracte donc les distances dans le plan.
Le périmétre étant homogéne & une longueur, il est tout naturel de penser
que lui-aussi va se rétracter sous ’action d’une projection, ce qui permettrait
en particulier de montrer que Per(Ky) < Per(K). La suite de cette partie
est donc consacrée a la démonstration de cette proposition dont il découlera
alors immédiatement le théoréme énoncé en introduction.

Lemme 2.2.2
Soient P un polygone convexe d’intérieur non vide dont les sommets sont
notés (z;) et K € K. On suppose que P C K.

Alors, quitte a réordonner les sommets (x;), il existe une famille croissante
(t;) de [0,2m] telle que pour tout i € [1,n] :

pp(Vk (ti)) = ;. (2.4)

Remarque 2.2.3

Le lemme précédent a une interprétation géométrique simple (¢f Figure 6).
Si P est un polygone convexe non dégénéré de sommets (x;), inclus dans
un convexe K, il est possible de choisir de maniére ordonnée une suite de
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points (y;) sur la frontiére de K de telle sorte que ces points se projettent
sur chaque sommet dudit polygone.

FIGURE 6 — Projection d’un disque sur la frontiére d’un convexe

Démonstration. Le lemme précédent est en fait une simple reformulation
de linterprétation géométrique de la projection sur un convexe. En effet,
I’ensemble des points du plan se projettant sur le sommet x; est définie par
I’enveloppe conique de deux demi-droites issues de ce méme sommet.

Il reste alors & remarquer que ce cone rencontre la frontiére du convexe K et
qu’en un tel point de rencontre, les conditions de I’énoncé sont vérifiés.

Quant & la monotonie de cette suite de points, elle est admise. ]

Il est maintenant possible de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.2.4
Soient Ko, K1 € K vérifant :

(’i) Ko C Ky ;
(i) K est de périmétre fini.

Alors, Ky est de périmétre fini et :

PGI‘(K(]) < PGI‘(Kl).

Démonstration. On considére o = (t;) une subdivision de [0, 27| et on note P
le polygone convexe de sommets vg, (t;). Alors, d’aprés le lemme précédent,
il existe une suite croissante (s;) de [0, 27] telle que :

PV, (i) = VK, (i)
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D’aprés le Corollaire 2.1.3, pp est 1-lipschitzienne, d’ot :

Per(P) = |7y (t:) — o (tim) 1] <D iy (56) = s (si-1) .
=1

i=1
Soit, par passage a la borne supérieure :

Per(P) < Per(Kj).

On en déduit finalement en passant a la borne supérieure sur les polygones
convexes inscrits dans Ky que :

Per(Ky) < Per(K;) O

La proposition précédente permet de démontrer le théoréme énoncé en début
de partie :

Théoréme 2.2.5
Soit K € K. Alors, K a un périmétre fini.

Démonstration. Il suffit de remarquer que tout compact convexe d’intérieur
non vide est inclus dans une boule suffisamment grande. Le théoréme pré-
cédent permet de conclure en remarquant que toute boule a un périmétre

fini. O

De méme, le résultat suivant est vérifié :

Corollaire 2.2.6
St Ko C K7 sont deux compacts convexes d’intérieur non vide, alors :

Per(Ky) < Per(K) (2.5)
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2.3 Continuité du périmétre

Cette partie est consacrée a la démonstration de la continuité du périmétre
sur I, une démonstration qui avait été laissée en suspens au moment de
prouver que le périmétre était une valuation.

Théoréme 2.3.1
L’application périmeétre est continue sur K.

Par translation, il suffit de montrer le théoréme pour un compact convexe K
contenant le point (0,0) dans son intérieur.

On rappelle alors qu’il existe une paramétrisation angulaire de JK ayant
pour point de référence le point (0, 0). On note cette paramétrisation v (0) =

Le premier point de la démonstration consiste & montrer que si H € IC est
suffisamment proche de K au sens de la distance de Hausdorff, alors (0,0) €
H. 1l sera alors légitime de considérer la paramétrisation angulaire de 0H par
rapport a 'origine puisque H possédera (0,0) comme point intérieur. Cette
paramétrisation sera notée dans la suite de cette partie g (0) = A (0)up.

Lemme 2.3.2
Soit K € K tel que (0,0) € K. Alors, il existe r > 0 et § > 0 tels que B, C K
et pour tout H € K :

dy(K,H) <6 = B, C H. (2.6)

Démonstration. Il existe un rayon r > 0 tel que B, est incluse dans K. Quitte
& diminuer 7, on peut supposer qu’il existe un carré C' contenant strictement
B, et contenu dans K. On peut alors s’aider de la Figure 7 :

T3

Z2

FIGURE 7 — Point intérieur et distance de Hausdorff

Soit ¢ suffisamment petit et H tel que dy(K,H) < . Alors K C H + Bs,
donc H contient nécessairement un point dans chaque carré grisé et on note
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X, T1, T2, x3 de tels points. Par convexité de H, Conv(x;) C H. Or, B, est
incluse dans Conv(z;) donc a fortiori dans H, ce qui conclut la preuve. [

Dans la suite, K € K est fixé et contient (0,0) comme point intérieur. Soit
alors r et ¢ tels que donnés par le lemme précédent et U/ le J-voisinage de K.
Il est alors 1égitime, en vertu du lemme précédent de considérer 'application :

H—>/\H

Cette application est en fait continue en H. Plus précisément :

Proposition 2.3.3
L’application

H — /\H (27)

{ U, dm) — ([0,27] = R, |[.||400)
est continue en H. Elle est de plus localement lipschitzienne.
Démonstration. La proposition se démontre en plusieurs étapes.

e Etape 1 : Il existe C' > 0 tel que :
dp(H,K) <6 = || \gll+e0 < C.

Démonstration. L’application A est bornée car K est borné.

Alors, M = max Ag vérifie :
K C Byy.

Or, H C K + By, donc a fortiori :
H C By + Bs = Byis.
On en déduit donc que :
dg(H,K) <6 = |[Af|l4+00 < M+,

ce qui conclut I'étape 1. O

Soit H € U tel que dy(K,H) <ecolue <.

On fixe un angle § € [0,27] et on suppose dans un premier temps que
A (0) > Ak (). On considére alors la Figure 8.

La demi-droite A issue de l'origine et de vecteur directeur up intersecte 0K
en un unique point yx(0) = Ax(6)up ot Ax(0) > r. On considére alors la
droite perpendiculaire & A passant par l'origine. Cette droite intersecte B,
en deux points zg et x1. On trace alors la demi-droite Ag (resp. Aq) issue
de zo ( resp. x1) passant par yi (6). L’intersection de ces demi-droites forme
deux cones Cy et C.
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Vk (0)
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B, B,
FIGURE 8 — FIGURE 9 —

e Etape 2 : L’intérieur du céne C'1 ne rencontre pas K.

Démonstration. On suppose qu’il existe z € K N Cy. Alors, Conv(zg, x1,x)
est inclus par convexité dans K. La Figure 9 permet alors de se convaincre
que Yi(0) est strictement inclus dans lintérieur du triangle de sommets
Tg,T1,T, qui par convexité est contenu dans K. Cela contredit le fait que
vk (8) appartienne a la frontiére de K. Absurde. On en déduit donc :

Co'l NOK =,
ce qui termine la démonstration de I'étape 2. O

e Ftape 3 : L’application H — Apg est continue.

Démonstration. Appuyons une fois encore notre raisonnement sur une figure
(cf Figure 10).

On cherche a démontrer sous 'hypothése A\ (0) > Mg (6) le résultat suivant :

Ar(0) — Ak (0) < do.
Par construction, le cone D vérifie :

D+ B.CcCy
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FiGUurE 10 —

Par I’absurde, si A (0) — A (0) > dy, alors v (0)up est situé sur le segment
bleu dans D.

D’autre part, H C K + B, donc il existe un point x € K tel que vy (0)uy €
B(z,€). On en déduit alors :

T € {VH(Q)U_'G} + Bsa

ce qui en particulier implique que x € D + B, C Ci.Or KNGy = 0, ce qui
contredit le résultat précédent.

Donc :
it (6) = Ak (8) < d.

Il reste maintenant a estimer la distance dy, en espérant que cette derniére
soit petite.

On note oy 'angle Zxgvi (0)upx:. L'angle oy est donc compris entre 0 et 7.
De plus, dy est reliée & ay par la relation suivante :

€
sin(%2)

dyg =

dp reste donc petit si ay ne se rapproche pas trop de 0.

Or, d’apreés 'étape 1, Ag est majoré par une constante C'. On en déduit donc
qu’il existe un angle o > 0 ne dépendant que de C' et r vérifiant ay > « pour
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tout 6. Donc, en particulier :

9

S11
£

)
ik

qui fournit alors une majoration indépendante de 6. O

ol

<
~ sin(

NS

Enfin, dans le cas ot Ag(0) > Ag(@), l'idée est de réappliquer la méme
démonstration que précédemment en échangeant les roles de K et H pour
obtenir la méme majoration. Le point essentiel de cette démonstration est
alors de remarquer que a ne dépend pas de H, mais seulement de r, K et §.

On a donc finalement montré que pour tout € < r :

£
sin(§)’

ce qui prouve la continuité demandée. O

du(K,H) <e = ||[Ak — AH||+00 <

Il est maintenant temps de démontrer le théoréme énoncé dans I'introduction.

Proposition 2.3.4
L’application périmeétre est continue en K.

Démonstration. On considére € > 0. D’aprés la proposition précédente, il
existe un voisinage V de K tel que pour tout H € V :

| A = AH||l4+00 < €
B.CH

On pose :

et on montre que :
(1-s)HC K C(1+s)H

Soit 6 € [0, 27].
Comme B, C H, on en déduit que Ay (6) > r. Donc
(1=8)Au(0) = (Au(0) — Ax(0)) — sAu(0) + Ak (0)
<IAK = Anll4oo — 57+ Ak (0)
< Ax(9)
ce qui montre que (1 —s)H C K.

Il est possible de montrer de maniére similaire que K C (1 + s)H.
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Finalement, on en déduit par croissance du périmétre que :

(1 —s)Per(H) < Per(K) < (1+ s)Per(H), (2.8)
soit :

| Per(K) — Per(H)| < s <

)

=M

ce qui conclut la preuve. ]

Le lecteur pourra remarquer que cette démonstration s’adapte sans difficulté
a la continuité de la mesure de Lebesgue. En effet on a une propriété de
croissance : si Ko C Kj alors Vol(Kp) < Vol(K;). Donc, en remplagant
I’équation (2.8) par

(1 —5)*Vol(H) < Vol(K) < (1 + s)*> Vol(H),

on montre :

Proposition 2.3.5
L’application Vol : I — R est continue.
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2.4 Théoréme de Steiner

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme de Steiner, un des théo-
rémes fondamentaux de la géométrie convexe. On notera Vol la mesure de Le-
besgue 2-dimensionelle. Avant de démontrer ce résultat, rappelons quelques
définitions :

Définition 2.4.1

Soit E un R espace vectoriel et A, B C E. La somme de Minkowski de A et
B est définie par :

A+B={a+b:ac Abe B}. (2.9)
Dans l'espace vectoriel R?, le r-épaississement de A est défini :
A+rBy={a+rb:ac Abc B}

={zeR?:d(z,A) <71} (2.10)

Avant de présenter le théoréme de Steiner, qui permet de relier les différentes

valuations présentées ci-avant, étudions un exemple. Soit un r-épaississement

de la boule unité. On se convainc a l'aide d’'un dessin que By + rB; =

(1 + r)B;. Puis, le volume étant une valuation d’ordre 2, il en résulte que :
Vol(By + rBy) = (1 + )% Vol(B))

=ar 4+ 2nmr + 7

Le volume d’un r-épaississement est donc dans le cas de la boule unité un
polynome en r. Cet exemple n’est en fait qu'un cas particulier du théoréme
de Steiner qui s’énonce ainsi :

Théoréme 2.4.2 (Steiner)
Pour tout convere K dans IC, lapplication

r — Vol(K + B,)
est un polynome de degré 2 a coefficients positifs.

Démonstration. On prouve dans un premier temps le théoréme pour un po-
lygone convexe.

Soit P un polygone convexe a n cotés (¢;) de longueurs respectives (I;) et de
sommets (s;).

On note E = (P + B,)\P la contribution du r-épaississement & P. Le théo-
réme de projection sur un convexe nous permet alors de séparer les contri-
butions & F en distinguant les éléments qui se projettent sur les sommets du
polygone des éléments qui se projettent sur les cétés de P, hors sommet :

E = (U pl_al(si) N E) U (U p}l(ci) N E)

i=1 i=1
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FIGURE 11 — Découpage de I'épaississement E (en grisé) du convexe P

Comme 'union est disjointe :

Vol(P + B,) = Vol(P) + Vol <Lnj ppt(si) N E) + Vol (0 ppi(ci) N E) :

=1 =1

Or:

Vol (O ppi(ci) N E> = Zn:Vol (pl_;l(ci) NE)
i=1 i=1
= iﬂi
i=1
=T Z ll
i=1

De plus, en notant 8; ’angle formé par la portion de disque pl_gl(si) N E pour
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tout i € {1,...,n},

en remarquant que la somme des 6; vaut 2.
Le résultat est donc démontré pour un polygone convexe.
Soit maintenant K un convexe de K.

Pour tout € > 0, il existe un polygone K. inscrit dans K tel que K C K.+ B-.
Pour tout € > 0 et pour tout r > 0 :

Vol(K. + By) < Vol(K + B,) < Vol(K. + Beyr).

Or, par continuité du volume :

linéVol(Ke + B,) = Vol(K + B,).
E—

Considérons maintenant ry < r; < 7o des réels.
L’application
. { ]RQ[X] — R?’
P — (P(ro), P(r1), P(r2))

est une application linéaire, qui exprimée dans la base canonique a pour
matrice de représentation :

2

1 ro 7§

Van(rg,r1,m2) = |1 r1 72
2

1 ro 73

On reconnait alors une matrice de Vandermonde dont les coefficients r; sont
deux & deux distincts. On en déduit que ¢ est inversible. Donc 'application
réciproque est elle aussi continue car linéaire dans un espace de dimension
finie.

Pour tout € > 0, on note P. = Z?:o po—i(£)X* le polynome de degré 2 qui
évalué en r > 0 donne Vol(K. + B,).

En se servant du résultat admis précedemment, on obtient de plus :

Vi € {0,1,2}, P2(r;) — Vol(K + B,).
155
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En tant que combinaison linéaire des (P:(r;)), les coefficients p;(e) de P
convergent lorsque ¢ tend vers 0. On note u; leurs limites, telles que

Vi e {07 1, 2}7 Ml(s) — M.
e—0
Par passage a la limite, les p; sont positifs. De plus, pour tout r > 0,

Vol(K + B;) = lim Vol(K. + B;)

2

i 3 (o)
0

2

i

= E H2—4T
i=0

Donc 7 +— Vol(K + B,) est un polynome de degré 2 a coefficients positifs.[]

Le théoréme de Steiner est donc prouvé.

Pour tout convexe K dans K, on note alors ps_;(K) le coefficient de r* dans
la fonction polynomiale 7 +— Vol(K + B,). On peut compléter le théoréme
en montrant que les applications

K =R
POV K oK)

sont des valuations du plan :

Théoréme 2.4.3
Pour tout i € {0,1,2} Uapplication p; : K — R est une valuation de degré i.

Pour démontrer ce théoréme on aura besoin du lemme suivant :

Lemme 2.4.4
Soient K1, Ko des convezes de K tels que K1 U Ky € K et K1 N Ko # ().
Six € K1 et g € Ky alors

[l‘l,l‘g] N (Kl n KQ) 75 0.

Démonstration. Soient K1, Ko des convexes de K vérifiant les hypothéses et
T1 € Ky et 9 € K.

Comme K U K» est convexe, [z1, z2] est inclus dans K; U K.

Notons F} := [z1,22] N K7 et Fy := [x1,x2] N K.

1 et Fy sont fermés, car K7 et Ko le sont, et non vides, car x1 € F; et
Ty € Fy.

Fy U Fy = [x1, 9] car [z1,22] C K1 U K.

Si Fy N Fy = (), alors on a une partition de [z1, 23] en deux fermés non vides.
Cela contredit la connexité de [x1, z2].

Donc Fy N Fy # () O
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Démontrons maintenant le Théoréme 2.4.3.

Démonstration. Soit K un convexe. On note :
2
D (KX
=0

le polynome qui évalué en r > 0 donne Vol(K + B,).

e Le théoréme de Steiner a permis de montrer les coefficients p;(K) sont
positifs.

e Par continuité du volume et l'inversibilité de ¢, en appliquant le raison-
nement utilisé dans la démonstration du théoréme de Steiner pour montrer
que Vol(K + B,) est approché par Vol(K. + B, ) lorsque K. approche K, on
a la continuité de K — p;(K) pour tout i € {0,1,2}.

e Soient K7 et Ky des convexes de K tels que K1 U Ky € K et K1 N Ky # 0.
Pour tout » > 0

VOI((Kl U KQ) + T'Bo) = VO]((Kl + B,«) U (K2 + BT>)
= Vol(K1 + B;) + Vol(K2 + B,) — Vol((K1 + B,) N (K2 + By))
= Vol(K1 + B;) + Vol(K2 + B;) — Vol((K1 N K2) + By).

Justifions 1'égalité Vol((K1 + B,) N (K2 + By)) = Vol((K1 N K2) + By) :

D’une part on a l'inclusion (K1 N K3) + B, C (Ky 4+ B,) N (K2 + B,). En
effet si un point de R? est a distance inferieure a r d’un point de K; N Ko
alors il est a distance inférieure a r d’'un point de Ki et d’un point de Ko.

D’autre part si xg € (K1 + B,)N(K2+ B,) alors il existe 1 € K et x93 € Ko
tels que d(xg, 1) < r et d(xg, x2) < 7.

Or, pour tout z dans le segment [z1, 23] on a d(zg,x) < r. De plus, d’aprés
le Lemme 6, il existe un x € [z1,22] N (K7 N K3). Donc il existe un élément
de K1 N Ky a distance inferieure a r de xg. Donc zg € (K1 N K2) + B,.

Finalement, comme K7, Ko, K1 U K9 et K1 N K5 sont des convexes de I, le
théoréme de Steiner donne ’égalité des polyndémes suivants :

2

2 2 2
ZMQ—i(Kl UKy X' = Z,uz—z‘(KﬂXi + ZMQ—i(KQ)Xi - ZHQ—@'(KI NKy) X'
i=0 i=0 i=0 =0

2

= (ua—i(K1) + po—i(K2) — po—i( K1 N K3)) X
=0
Donc :

Vi € {0,1,2}, (K1 U Ko) = pi (K1) + pi(K2) — pi(K1 N K»).

35



e Par invariance par isométrie directe du volume, on a l'invariance par iso-
métrie directe de p;(K) pour tout i € {0,1,2}.

On a ainsi montré que p; est une valuation pour tout ¢ € {0, 1, 2}.

Il reste finalement & montrer que pour tout ¢ € {0, 1,2}, p; est de degré 1.
Soit K un convexe. Soit A > 0.

Pour tout » > 0

Vol(AK + 7 By) = A2 Vol (K n %BO)
2 .
=2 i) ()
1=0
2
= Z )\2_i[1,27¢ (I()’I”Z
1=0

Donc '

Remarque 2.4.5

Le théoreme d’Hadwiger évoqué dans la premiére partie de cet ouvrage per-
met de définir avec exactitude les valuations p;. Notons par ailleurs que
cela a déja été fait au cours de la démonstration du théoréme de Steiner
pour les polygones convexes uniquement. Le Corollaire 1.3.11 montre qu’il
existe une relation de proportionnalité entre u; et g2 ; pour tout ¢ € {0, 1, 2}.
L’exemple traité au début de ce paragraphe va nous permettre d’expliciter
les coefficients de proportionnalité ¢; tels que c;po; = p;.

e 1o(B1) =7 or

po(B1) = copa,0(B1)
= Cp-

Donc ¢y = 7w et pour tout K convexe de IC,

,LL()(K) = T.

e 11 (B1) =2 or

p1(Br) = crpuz,1(Bi)
= C1 PGI'(Bl)

= ¢127.
Donc ¢; = 1 et pour tout K convexe de K,

w1 (K) = Per(K).
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e (9(B1) =7 or

p2(B1) = cap2(B1)
Co VOl(Bl)

= C9Tr.

Donc ¢3 = 1 et pour tout K convexe de IC,

p2(K) = Vol(K).

Ajoutons pour finir que le raisonnement suivi dans ce paragraphe se généra-
lise sans peine pour démontrer le théoréme dans le cas des convexes non-vides
de R™ avec n € IN*.
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3 Grassmanniennes affines

Ce chapitre propose de construire explicitement une valuation dans le plan
de degré 1. Le lecteur attentif pourra alors légitimement questionner I'intérét
d’une telle construction puisque le théoréeme d’Hadwiger montre que si une
telle valuation existe, alors elle est nécessairement proportionnelle au péri-
métre dont la construction a été présentée précédemment. Trois arguments
peuvent étre opposés. Primo, le théoréme d’Hadwiger n’est pas démontré
dans le corps de ce mémoire, et est seulement admis. Secondo, la construc-
tion suivante permet de donner une trés belle interprétation géométrique et
quelque peu probabiliste du périmétre d’un convexe compact d’intérieur non
vide. Enfin, alors qu’il est difficile d’étendre la construction du périmétre a
R", la construction suivante est généralisable & des dimensions supérieures
et permet de construire de nouvelles valuations. C’est donc un outil de choix
dans ’étude de la géométrie convexe.

3.1 Mesure homogéne sur les grassmaniennes affines

La partie suivante propose donc de construire une valuation et de montrer,
sans utiliser le théroéme d’Hadwiger, qu’elle est proportionnellle au péri-
métre. Afin de la construire, il est nécessaire de développer quelques résultats
qui sont présentés ci-apres.

3.1.1 Mesure de Lebesgue sur le demi-cercle

Dans cette partie est construite une mesure de probabilité sur le demi-cercle
R/7Z, invariante par rotation. On pourra par la suite identifier cette mesure
a la mesure de Lebesgue renormalisée sur [0, 7].

On considére dans la suite 'espace mesuré ([0, [, B([0, 7[), A).

Soit 'application :

T { ;[vom[ : IxR/F(flod ) (3.1)

On note A = T(B([0, x[)).
Définition 3.1.1
On définit la rotation d’angle o € R/7Z par :

R { R/7nZ — R/nZ

x — x4+ a (mod ) (3:2)
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Il est temps de définir une mesure invariante. La construction de cette mesure
est précisée par la proposition suivante :

Proposition 3.1.2
v =T.(\) est l'unique mesure sur A vérifiant les deuz propriétés suivantes :

(i) Ya <b e [0,x,v(T(a,b]) = (b—a)

(ii) v est invariante par rotation

Démonstration. (i) est une conséquence directe de la définition de la mesure
image.

Soit maintenant R, une rotation. On définit v, = Ra4 (V).

La famille T'(]a, b[) a<peo,+| €5t une classe monotone engendrant A sur laquelle
v et v, coincident. Donc, par le lemme de classe monotone, on en déduit que
v = v, sur A, ce qui prouve (7).

Plus généralement, (i) combiné au lemme de classe monotone fournit 1'unicité

de v. O

Dans la suite de ce mémoire, on confondra v avec la mesure de Lebesgue
sur [0, 7[. De plus, quitte & renormaliser par 7, on supposera que v est une
mesure de probabilité.
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3.1.2 Grassmannienne affine

La partie suivante a pour but de définir la grassmannienne affine Grass(2, 1),
c’est-a-dire I'ensemble des droites affines du plan de R? et de munir cet
ensemble d’une mesure qui est invariante par isométrie directe.

Une droite A de Grass(2,1) est identifiée par un unique couple (0,7) dans
[0, 7[xR vérifiant :

A ={7eR?: Det(up,7) =r} ouuy = (cos(d),sin(f)) (3.3)
Dans la suite, on sera amené a étudier ’application suivante :

A [0,7[xR — Grass(2,1)
1 6,r) — {7 € R? : Det(up, §) = 7}

Cette application identifie Grass(2,1) a Pensemble [0, 7[xR.

Remarque 3.1.3

On identifie ici [0, 7[ avec R/7Z. Tous les calculs par la suite seront donc
réalisés modulo 7. On munit de plus [0, 7[ de la mesure v construite précé-
demment. On notera dorénavant dv = %d@.

Remarque 3.1.4
Une droite A € Grass(2, 1) se décompose en une partie affine linéaire portée
par le vecteur unitaire iy et une translation dépendant du paramétre r.

T2

A

FIGURE 12 — Interprétation géométrique de la Grassmannienne

Le travail réalisé jusqu’a présent a permis de construire une paramétrisation
des droites du plan. Cette derniére posséde en fait de nombreux attributs.
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En effet, des transformations géométriques usuelles telles que les isométries
vont pouvoir s’exprimer de maniére naturelle dans ce nouveau cadre. Les
résultats qui suivent sont donnés pour les isométries directes seulement.

Avant d’énoncer ces résulats, il est rappellé que les isométries directes du
plan sont engendrées par les translations et les rotations, une propriété qui
servira abondamment dans la suite de ce mémoire.

Proposition 3.1.5
On considére A = A(0,r) une droite affine du plan.

La rotation d’angle o € [0, ], notée Ro(A) vérifie :
Ra(A) = A0+ a,r). (3.5)
La translation de vecteur @ € R?, notée Tz(A) vérifie :
Tz(A) = A(6, Det(ug, @) + r). (3.6)

Démonstration. La propriété sur les rotations est une conséquence directe
de la définition de A. On montre maintenant le résultat pour une translation
de vecteur a :

Ta(A) = {§+a € R? : Det(up, ) =r}
= {7 € R? : Det(up,§ — @) =7}
= {2 € R? : Det(up,7) = Det(up, @) +r}
= A(0, Det(up, @) + r),

ce qui conclutla preuve. O

Il est maintenant temps de définir une mesure sur Grass(2,1). Les mesures
A et v étant o-finies, il est légitime de considérer la mesure produit dv x dA.
On définit alors Ap 1 comme la mesure image de dv x dA par A, c’est-a-dire :

/\271 = A*(dl/ X d)\) (37)

A2,1 est alors une mesure sur Grass(2, 1) munit de sa tribu image.

La suite de cette partie va maintenant consister a montrer que la mesure Ao 1
est bien invariante par isométrie directe. Cette propriété va en fait découler
tout naturellement de I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue
et de la mesure v construite précédemment.

Théoréme 3.1.6
A2.1 est une mesure invariante par isométrie directe.
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Démonstration. Il suffit de montrer le résultat pour les rotations et les trans-
lations car ces derniéres engendrent I’ensemble des isométries directes.

On montre dans un premier temps l'invariance par rotation. Soit « dans
[0, 7[. Alors, en notant f(A) = F(A(r,0)), on a pour f intégrable :

/ foRa(A)dN21(A) = / F(0+ a,r)dv(0)d\(r)
Grass(2,1) [0,7[xR

1

:// F0+a,r)dfdr
T JR J[0,n]

= 1/ / F(0,r)dfdr (d’aprés la Proposition 3.1.2)
T JR J[0,n]

— [ @)
Grass(2,1)

On montre le résultat pour les translations.

/ foTa(A)dar(A) = / F(0, Det (i), @) + r) dv(0)dA(r)
Grass(2,1) T J{0o,x[xR

:1/ /F(G,Det(u},&)—l—r}drd@
™ Jo,x[ /R

1
=— / / F(0,r)drdf (par invariance de la mesure de Lebesgue)
TJon /R

— [ @)
Grass(2,1)

ce qui prouve le théoréme. ]
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3.1.3 Face affine d’un convexe

Ce paragraphe est un court interméde sur les convexes et présente une notion
qui nous sera utile dans la partie suivante :

Définition 3.1.7

Soit v un lacet convexe et K le convexe associé. On dit que I intervalle non
vide ouvert de [0, 1] est un coté affine de K si vy est affine sur 1. On peut alors
considérer l'intervalle ouvert maximal contenant I sur lequel v est affine.

Proposition 3.1.8
Soit v une courbe convexe. Alors v admet un nombre au plus dénombrable
de cotés affines mazrimauc.

Démonstration. On remarque que si on se donne Ji, Jo deux cotés affines
maximaux, alors J; = Js ou J; N Jy = 0. Donc deux cotés affines maximaux
non égaux sont disjoints. Comme chaque c6té affine contient I'image d’un
paramétre rationnel, on en déduit qu’il existe une injection de 1’ensemble
des cotés affines de v dans Q, ce qui conclut. O
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3.1.4 Formule de Crofton - Cas des segments

Le paragraphe suivant permet d’entrer dans le coeur du sujet et vise a dé-
montrer la formule de Crofton dans le cas des segments. Cette formule établit
un lien fondamental entre le nombre moyen de droites intersectant un seg-
ment et la longeur de ce dernier. Mieux encore, il sera possible de prolonger
cette formule & une classe d’ensembles plus large que celles des segments. A
I'issue de cette construction, la formule de Crofton permettra alors d’obtenir
ou de ré-obtenir un certain nombre de résultats plus ou moins délicats &
démontrer si on ne dispose pas de cet outil.

La suite de la partie consiste a formaliser I'idée de nombre moyen de droites
intersectant un segment.

Définition 3.1.9
Soit T' Pensemble des courbes v : [0, 1] — R? continues.

Pour v dans I', on définit alors ’application :
X Grass(2,1) — NU+oo
Tl A — Card{t € [0,1] : y(t) € A}

L’application définie précédemment vérifie alors :

Propriété 3.1.10
L’application X, vérifie les propriétés suivantes :

(1) si||Xy||n. < 400 alors X, est intégrable.

(i1) siy est un lacet conveze, alors X, est intégrable.

Démonstration. ~y étant continue, v([0,1]) est une partie compacte de R?,
donc bornée. De plus, I’équation d’'une droite de R? est donnée par :

A= {j€R? : Det(up, ) = r}.
Toute droite A = A(6,r) intersectant () vérifie alors :
Det(ug, v(t)) = r.
L’application (6,t) — Det(up,~y(t)) étant continue sur le compact [0, 7] x
[0,1], on en déduit que r prend ses valeurs dans un compact K C R. On a
donc finalement montré que :

A = A(0,r) intersecte vy = (0,7) € [0, 7[X K,

ce dernier ensemble étant de mesure finie.
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On peut donc maintenant conclure :

1
[ X @) dea®) < 2l [ @) dn)
Grass(2,1) ™ [

0,7 xR

<X o ACK).
ce qui prouve la propriété ().
La propriété (ii) se déduit de (7). En effet, soit v une courbe convexe. v est
alors injective sur [0, 1] et vérifie 79 = 1. D’ou :

Card{t € [0,1] : v(t) € A} < Card{~(][0,1]) N A} +1
= Card{0K NA} +1

Or, d’apreés la Proposition 1.4.1, le nombre d’intersections entre une droite
et la frontiére d’un convexe est soit +oo, soit inférieure & 2. Il suffit donc de
montrer que ’ensemble des droites intersectant v en une infinité de points
est de mesure nulle. Or, si une droite intersecte v en une infinité de points,
alors v est localement confondue avec cette droite. v ne peut admettre qu’au
plus un nombre dénombrable de cotés affines d’aprés la Proposition 3.1.8.

On en déduit que I'ensemble des droites intersectant v en une infinité de
points est au plus dénombrable, donc de mesure nulle. On a donc montré :

Le lemme suivant est un lemme technique qui s’avéra utile de nombreuses
dans la suite de ce mémoire.

Lemme 3.1.11
Soit vy une courbe de R?. Soit I une isométrie directe. Alors :

[ x@du@ = [ @) i) G9)
Grass(2,1) Grass(2,1)

Démonstration. On note I une isométrie directe. On rappelle que 17! est
aussi une isométrie directe. Alors :

/ Xy (A)dr21(A) = / X, oT Y (A)dXy1(A) (invariance par isométrie)
Grass(2,1) Grass(2,1)
- / Card{t € [0,1] : 4(t) € " (A)} dAa (A)
Grass(2,1)
— / Card{t € [0,1] : To~(t) € A} dAo(A)
Grass(2,1)

= / Xi(y)(A) dAz1(A)
Grass(2,1)
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Quoique que quelque peu formelle, la démonstration précédente a une in-
terprétation géométrique simple. Le nombre d’intersections de v avec une
droite affine est conservé par isométrie. O

Il est maintenant temps de prouver la formule de Crofton dans le cadre
des segments. Cette formule établit un lien entre 'intégrale précédente et la
longueur du segment. Plus précisément :

Proposition 3.1.12
Pour tout segment v :

2
/ X, (A)dAa1(A) = = Long(v). (3.10)
Grass(2,1) Q

Démonstration. On est ramené par le lemme précédent & montrer la pro-
position pour un segment vertical, paramétré par ~y(t) = t(L,0) sur [0, 1].
Une droite A = A(f,7) de R? intersecte v en 0 ou 1 point presque stire-
ment. De plus, la donnée de 6 et de ce point d’intersection, que ’on no-
tera 9 = to(L,0) détermine entiérement A puisqu’alors r est donné par
r = Det(ug, xg) = —toLsin(f). On a donc en conséquence :

| @ da@ = [ 1 et dra
Grass(2,1) 07 /R
L ™

=— in(6) do
71_/0 sin(0)
2L

- )

™

ce qui conclut la preuve. ]
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3.1.5 Formule de Crofton - Cas général

La formule de Crofton peut étre en fait démontrée d’une maniére plus pro-
babiliste, ce qui améne & des prolongements intéressants. La premiére partie
de cette section comsiste & proposer une preuve alternative de la formule
précédente.

Définition 3.1.13
Soit deux courbes 71, y2 continues de [0, 1] dans R™ telles que vo(1) = 71(0).
On définit v = v, U~e par :

71 (2t) si0<t
v(t) = 1
122t —1) sig<t

N[

(3.11)

IN A
—

Soit n courbes continues (v;)1<i<n de [0,1] dans R™ vérifiant pour tout i €
[2,n] :
Yi-1(1) = 7:(0). (3.12)

On définit alors par récurrence ;

n n—1
U% = <U %) U n. (3.13)

=1

Proposition 3.1.14
Soit deuz courbes 1,72 continues telles que yo(1) = v1(0). Alors :

Xy = Xyy + Xy A21-pp. (3.14)

Plus généralement, pour (7v;)1<i<n des courbes vérifiant (3.12), I’égalité sui-
vante est vérifiée :

n
Xy =Y Xy Aa1-pp. (3.15)
=1

ou 7y = U?:l Yi-
Démonstration. On distingue deux cas :

(i) Si A n’intersecte pas v en y1(1), alors Xy, (A) = X5, (A) + X, (A)
(i) Sinon, X5uy,(A) = X5, (A) + X, (A) — 1

On conclut en remarquant que I’ensemble des droites A passant par (1)
est de mesure nulle.

La seconde partie de 1’énoncé se démontre par récurrence. O

La proposition qui arrive ci-aprés est sans nulle doute la proposition la plus
importante de cette partie :
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Proposition 3.1.15
On note f: Ry — R la fonction qui a un segment v de longueur L associe
lintégrale :

/ X (A) dAa (A). (3.16)
Grass(2,1)
f est bien définie, en le sens o elle ne dépend pas du segment choisi.

De plus, ’égalité suivante est vérifice :

Va,y >0, f(x+y) = f(x) + f(y) (3.17)

Démonstration. f est indépendante du segment choisi d’aprés le Lemme
3.1.11.

Soit z,y > 0 et v un segment de longueur x + y. On décompose v en deux
sous-segments y1, 72 de longueurs respectives x et y. En particulier, v =
v1 U y2. D’ot1, d’aprés la proposition précédente :

X:y = X:y1 + XV»Y2 )\2,1—pp.

En intégrant cette relation, on obtient 1’égalité demandée. O

De plus, comme f est positive, la proposition précédente montre qu’elle est
croissante.

f vérifie donc 1'équation fonctionnelle de Cauchy et est croissante. On est
alors en mesure de déterminer entiérement f. Pour cela, on prouve le résultat
suivant :

Proposition 3.1.16
Soit g : Ry — R une application vérifiant :

(i) Yo,y >0, g(ety)=9(x)+9(y);
(ii) g est croissante.

Alors, il existe une constante C' € R telle que :
Yz >0,9(z) = Cx. (3.18)

Démonstration. g est croissante, donc continue en au moins 1 point. Par
linéarité, g est en fait continue sur R.

Soit « € R+. En raisonnant par récurrence, on montre que pour tout n € IN :

g(nx) = ng(x).

Soit r = % un rationnel positif. Alors, la suite d’égalités suivante est vérifiée :
D\ _ _
a9 <q:v> = g(pz) = py(x).
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Donc, pour tout r > 0 rationnel, on a :

flrz) =rz

Enfin, Q étant dense dans R et g étant continue, I’égalité suivante est vérifiée
pour tout y > 0 :
g9(zy) = g(x)y

On conclut la preuve en prenant x = 1. O

Finalement, la proposition 3.1.12 est redémontrée :

Proposition 3.1.17
1l existe une constante C > 0 telle que pour tout x > 0 :

f(z) =Cx (3.19)

Démonstration. f vérifie donc les hypothéses de la proposition précédente,
ce qui prouve 'existence de C'. Enfin, la positivité de C' découle la positivité
de f. O

L’intérét de la construction précédente est qu’elle se généralise trés facilement
& un polygone convexe quelconque.

Corollaire 3.1.18
Soit v une paramétrisation du bord d’un polygone convexe d’intérieur non
vide. Alors :

/ X,y d)\271 = CPGI‘(’)/). (320)
Grass(2,1)

Démonstration. On considére un polygone P de m c6tés. On note ; une
paramétrisation du i-éme coté de P. Alors, v = [J;"_; 7 est une paramétri-
sation de la frontiére de P. Le résultat se déduit alors des propostions 3.1.14
et 3.1.17. O

Jusqu’a présent, on a donc montré que pour tout polygone convexe d’inté-
rieur non vide, le nombre moyen d’intersections avec une droite du plan est
proportionnel au périmeétre. Or, les polygones convexes sont denses dans K.
On peut donc légitimement espérer que la formule de Crofton se généralise
a K. Le théoréme permet de confirmer cette intuition :

Théoréme 3.1.19 (Formule de Crofton)
Pour tout K € K :

/ Xor (y) ddoi(y) = C Per(K). (3.21)
Grass(2,1)

Dans la suite, on notera p(K) la valeur de I'intégrale précédente.
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Démonstration. Le probléme étant invariant par translation, on se raméne
a un compact convexe K dont I'intérieur contient (0,0). On considére alors
vi (0) = Ak (0)up une paramétrisation angulaire dont le point de référence
est 'origine.

Comme (0,0) est un point intérieur, il existe r > 0 tel que la boule B, soit
incluse dans K. De plus, comme Ag(6) > r pour tout 6 € [0,27] et A est
continue, il existe e > 0 tel que Ag > e+ 7.

Soit e > ¢ > 0.

On considére o = (6;) une subdivision de [0, 27] vérifiant :

Per(K) — e < Y [lyx(ts,) — vk (6i-1)|] < Per(K).
i=1

Comme 7 est continue sur un compact, elle est uniformément continue.
Soit § > 0 tel que :

v0©, 00 € [0,27], [0 — 0 <5 = |7k (0V) — vk (0D)]| < e.

Quitte & considérer une subdivision plus fine, on peut donc suppposer sans
perte de généralité que :

Vi € [[1,71]], ’01 — 9i71| <.

Dans un premier temps, on montre que P contient B,.

On note vp(0) = Ap(0)up 'intersection entre la droite portée par uy et le
coté du polygone [y (0i—1), Vi (0;)] ot 6 € [0;—1,6;].

Vi (0i-1)
K (0)

P

vk (0;)
Alors, vp(0) appartient au segment [vx(0;—1), vk (0;)]. Il existe donc ug €
[0, 1] tel que :
vP(0) = povr (0iz1) + (1 — po) i (0:)-

50



On en déduit alors en utilisant 'uniforme continuité :

Ak (0) — Ap(0)| = |7k (0) — vp(9)]]
< pol [y (0) — v (Oi—1)[| + (1 — po) |7 (0) — i (64)]
<e.

Soit finalement :
Ap(0) = Ap(0) — Ak (0) + Ak ()
> —cte+tr

T.

AV

On en déduit donc que B, est inclue dans le polygone P.
On montre maintenant que P C K C (14 £)P.
Par convexité de K, P C K.

D’autre part, en réutilisant les inégalités précédentes :

v
|
™M
+
<M
>
=
2

(AVANAY]

ce qui montre que K C (1 + %) P.

Comme P C K, I'inégalité suivante est vérifiée :
Xop < Xy A21-DPD-

De méme :

Xk = X(142)0p A2,1-Pp.

D’o1i, en intégrant :

C Per(P) < /

X, d\ay < C (1 + 5) Per(P).
Grass(2,1) r

Soit :

C Per(K) — Ce S/

X, d\y < C (1 + f) Per(K).
Grass(2,1) r

Puis, en faisant tendre € vers 0, on obtient finalement :

pu(K) = CPer(K).
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Corollaire 3.1.20
La constante C' vaut %

Démonstration. Deux approches sont possibles. D’une part, il possible de
reprendre le calcul d’ores et déja réalisé auparavant pour un segment.

D’autre part, on peut montrer la propriété en calculant directement p(Bj).
On rappelle que :

1 s
p(B1) = / / Card{A(6,r) N OB} drdé.
T™Jo JR

L’idée consiste & fixer 6 et & calculer :

/ Card{A(6,r) N OB, } dr.
R

0B étant invariant par rotation, la formule ci-dessus ne dépend pas de 6.
On en déduit donc :

w(By) = /]RCard{A(O,r) N OB }dr.

Or, si A = A(0, r) intersecte OB, alors elle intersecte 0B; en 2 points presque
partout. Il reste donc a évaluer la mesure de ’ensemble des r € R tel que
A(0,7) = {§ € R? : Det(up, ) = r} intersecte dB;. Cet ensemble se réduit
au segment [—1, 1], donc on en déduit immédiatement que :

2 2
w(B1) = =21 = — Per(By).
T T

ce qui conclut la preuve. O
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3.2 Le point de vue des valuations

Comme mentionné dans l'introduction, il est possible de traiter le probléme
précédent uniquement a ’aide du théoréme d’Hadwiger en remarquant que
la fonction :

. K — R+
UK - ()
est une valuation de degré 1 dans le plan. La suite de cette partie s’attache

& montrer ce résultat.

Proposition 3.2.1 (Formule du crible)
Soit Ko, K1 € K tels que KoUK, € K et KgN Ky € K. Alors :

p(Ko U K1) + p(Ko N K1) = p(Ko) + p(K1). (3.22)

Avant de démontrer ce résultat, il est rappelé que d’aprés le Théoréme 1.4.2,
la frontiére d’un convexe compact d’intérieur non vide contenant 0 peut étre
paramétrée de maniére angulaire, ¢’est-a-dire qu’il existe une unique fonction
Ak 1 [0,27] — Ry telle que yx : 0 — Ak (0)up est une paramétrisation de la
frontiére.

On considére donc maintenant Ko, K1 deux compacts convexes d’intérieur
non vide vérifiant les hypothéses précédentes. Alors, il existe zg € (Ko N K7q).
En particulier, zg appartient a 'intérieur des ensembles suivants :

Ky, K1, KoUK, KgNKj.

Donc, quitte a translater par xg, on peut supposer sans perte de généralité
que 0 est dans l'intérieur de chacun de ces quatres ensembles. Il est alors
légitime de considérer les fonctions A\x,, Ak, , Ak,uK, €t Akonk, -

Pour montrer la formule du crible, on va montrer le lemme suivant :

Lemme 3.2.2
Soient Ko, K1 € K vérifiant les hypothéses précédentes. Alors :

{ >\K1UKO = ma‘x()\Kl’ AKO)

. 3.23
/\KNTK() :mm()\KI,/\KO) ( )

Démonstration. On montre le résultat dans le cas d’une intersection, le cas
de 'union étant analogue.
On fixe dans la suite 6 dans [0, 27].

La démonstration du Théroréme 1.4.2 avait montré si K était un compact
convexe d’intérieur non vide, alors :

VA €)Mk (0), +oo], Mip & K
YA €]0, Ak (0)], iy € K
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ce qui fournissait au passage une caractérisation de \g.

Donc, si A < min(Ag,(0), Ak, (6)), alors Aup appartient a Ky et Kj, donc a
leur intersection, ce qui donne une premiére inégalité :

/\Koﬁfﬁ (9) > min()‘Ko (9)7 /\K1 (‘9))

D’autre part, si A > min(Ag,(0), Ak, (6)), alors il existe i € {0,1} tel que
Mg € K. Donc, a fortiori, Mg € Ko N K1, ce qui fournit :

AKonK, (0) < min(AKo (9)’ MKy (9))’

et démontre la formule demandée dans le cas de l'intersection. O

Démonstration (Formule du crible). On peut donc maintenant déduire la
formule du crible. Pour toute droite A du plan, on a d’aprés le lemme pré-
cédent :

Xory(B) + Xok, (A)
= Card(0 € [0,27[: vk, () € A) + Card(0 € [0,27]: vk, (0) € A)
= Card(0 € [0,27[: Ak, (0)up € A) + Card(0 € [0,27[: Ak, (0)up € A)
=Card(f € [0,27[: min Mg, (0)up € A) + Card(0 € [0,27]: max A, (0)up € A)

1€{0,1} 1€{0,1}
= Card(0 € [0,27[: Yr,nK, (0)up € A) + Card(8 € [0,27]: Vi, UK, (0)ug € A)
=Xo(konk1)(A) + Xoxour,) (D).

En intégrant cette relation, on obtient la formule du crible, ce qui conclut la
preuve. O

On souhaite maintenant montrer que p est continue par rapport a la distance
de Hausdorff. Afin de démontrer cette proposition, il nous faut démontrer le
lemme géométrique suivant :

Lemme 3.2.3
Soit K un convexe compact non vide du plan. Alors, il existe exactement
deux droites A1, As tangentes a K et de vecteur directeur y.

De plus, les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Toute droite A de vecteur directeur uy strictement comprise entre Aq
et Ao intersecte OK en deux points exactement.

(i) Toute droite A de vecteur directeur up non comprise entre Ay et Ag

intersecte en aucun point OK.

Démonstration. Le probléme étant invariant par rotation, il suffit de montrer
le résultat pour # = 0. Dans la suite, on note (€1, €3) la base canonique de
R? et p la projection sur €3 parallélement & €.
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Dans un premier, on montre I’existence de deux droites tangentes & K portées
par le vecteur €1. En effet, K étant connexe par arc, compact et p continue,
p(K) est un intervalle compact de R. De plus, K n’étant pas d’intérieur
vide, il s’en suit que p(K) n’est pas réduit a un singleton. On note alors
p(K) = [a,b].

On considére alors les droites A7 = aéj + Rél et Ay = béy + Rej. Par
définition de p, les droites A; et Ay vérifient les propriétés demandées.

On montre enfin les points (i) et (i), I'unicité de A et Ay découlant de ces
points.

Dans un premier temps, on considére A = cé3 + Réj ot ¢ < a ou ¢ > b.
Alors, A ne peut intersecter K car p(A) = ¢ ¢ [a, b]. Donc, la propriété (ii)
est prouvée.

Puis, si ¢ €]a, b[. Dans ce cas, A est strictement comprise entre A; et Ay. A
intersecte alors 0K en 2 points. Cela découle de la Proposition 1.4.1 et du
fait que K est d’intérieur non vide.

Res
S I Ay
p(K) L
R B il Aq
Rel

FI1GURE 13 — Tangentes & un compact

Il est maintenant possible de prouver la proposition suivante :

Proposition 3.2.4
W est continue par rapport & la distance de Hausdorff sur K.

Démonstration. On fixe Ky € K et on considére e suffisamment petit et
K € K tel que dig (K71, Ko) < e. On rappelle que :

(K ) —p(Ko)| < /G o K0 (8) = X (8)] 2o ()
rass(2,1

— 2 [ ICard(oK 01 A 6)) - Card{K 1 Afr, )} dr s
™ Jo R+
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Afin de simplifier les notations, on posera :
f(r,0) =|Card{0K1 N A(r,8)} — Card{OKy, N A(r,0)}|,
ou de maniére équivalente :

f(A) =|Card{0K; N A} — Card{0Ky N A}|.

Dans la suite, I'idée consiste a fixer #. On note wy un vecteur unitaire ortho-
gonal & up et Ag.i) pour j € {0,1} les deux uniques tangentes au convexe K;
de vecteur directeur 1y, qui existent d’aprés le lemme précédent. On définit
enfin L; comme la distance entre A;O) et A§1). Afin de visualiser la situation

dans le cas particulier A((]l) < Aéo) et Agl) < Ago), le lecteur est invité a se

référer & la Figure 14 ci-aprés. Les autres cas sont similaires.

Ky

Aél)Ago) Agl) AgO)
— = Rwp
Ll L2

FI1GURE 14 — Continuité de p sur K

On se donne maintenant A = A(6,r) une droite portée par uy. Au vue de la
figure, trois configurations sont possibles.

Soit A n’intersecte ni dK1, ni K3, ce qui, sur la figure correspond & A en
dehors 'intervalle [Agl), Ago)]. Dans ce cas, f(A) = 0.

Soit A intersecte 3K et 0K en 2 points, ce qui d’apreés le lemme précédent,

correspond sur la figure & A compris strictement entre A(()O) et Agl). Dans ce
cas, f(A) =0.

Enfin, dans les cas restant, A intersecte presque stirement 'un des deux
compacts sur sa frontiére en deux points et n’intersecte pas le second. Dans
ce cas, f(A) = 2 presque partout.

Donc, dans 'intégrale précédente, seul ce dernier cas contribue. Or, au vue
de la figure, ’ensemble des droites qui vérifient cette propriété est de mesure
inférieur & Ly + Lo.
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Or, Lj < € du fait que disty (Ko, K1) <e.

On en déduit finalement que la mesure de I'ensemble des droites A = A(6, )
telle que f(r,0) non nulle est inférieur & 2¢ et sur cet ensemble, f(r,0) est
preque partout égale a 2.

On en déduit donc, en combinant ’ensemble des éléments précédents :

1 s
u(ro) = (i) < - [ 2 x2c00
= 4e,

ce qui prouve la continuité. O

Proposition 3.2.5
w est homogene de degré 1, c’est-a-dire que pour tout K € K etr e R :

u(rK) = rlu(K) (3.24)

Démonstration. D’aprés le Lemme 3.1.11, p est invariante par rotation. En
particulier, pour une rotation de 180 degrés, on obtient u(rK) = p(—rK).
On est donc ramener & montrer la formule précédente pour r > 0.

Soit > 0. On note v : [0,1] ~ R? une paramétrisation de K. Alors, une
paramétrisation de 9(rK) est t — rvy(t).

k) = [ Kot (8) dhaa@)
= / / Card{t € [0,1] : Det(ug, ry(t)) = s} dsdb
/27r/ Card t €[0,1] : Det(ug,~y(t)) = ;} dsdé
_ /%/ Card {t € [0,1] : Det(iip, (1)) = 5} dsdf
TJo JR

=ru(K).

On a effectué le changement de variable r — sr & la troisiéme ligne. O

Finalement, on est maintenant en mesure de démontrer les résultats princi-
paux de cette partie :

Théoréme 3.2.6
w est une valuation sur KC de degré 1.

Démonstration. D’aprés les trois propositions précédentes, p vérifie la for-
mule du crible, est continue par la mesure de Hausdorff et est homogéne de
degré 1. Le Lemme 3.1.11 montre qu’elle est invariante par isométrie directe,
ce qui conclut la preuve de ce théoréme. ]
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Corollaire 3.2.7
1 est proportionnelle au périmétre de constante de proportionnalité %

Démonstration. p est une valuation de degré 1, donc d’aprés le théoréme
d’Hadwiger, proportionnelle au périmeétre. Pour calculer le coefficient de pro-
portionnalité, il suffit de calculer la valuation du cercle unité, calcul d’ores
et déja réalisé dans la partie précédente. ]
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3.3 Application au probléme de ’aiguille de Buffon

Les deux paragraphes suivants contiennent des résultats qui ne seront pour
la plupart pas démontrés rigoureusement mais qui vont permettre de donner
un sens a tout le travail réalisé précédemment.

3.3.1 Le cas de la droite réelle

On rappelle que dans R les compacts convexes sont exactement les intervalles
fermés.

Définition 3.3.1

D est un réseau de R ¢’il existe a € R et d > 0 tel que D = a + dZ.

On appelera d la longeur du réseau.

On notera ]Dcll I’ensemble des réseaux de R dont la distance est d.

Un réseau est donc un ensemble de points, chaque point étant séparé de ses
voisins par une distance d. D’autre part, on remarque que la donnée d’un
élément de ]Dcll correspond a la donnée d’un unique réel = dans [0, d[, ce qui
montre que [0, d[ et ]Dcll sont en bijection. En considérant la mesure image de
la mesure de Lebesgue sur [0, d[, on peut donc munir ]Dgl d’une mesure A1
dont on vérifie qu’elle est invariante par translation et qu’elle peut s’identifier
a la mesure de Lebesgue.

Définition 3.3.2
Soit K = [a, b] un intervalle de R et d > 0. On note :

¢ [ Di— INU{+oc0}
Xox : { D+ Card{0K ND} (3.25)

Le probléme que 'on cherche & résoudre est alors le suivant :

Etant donnée un convexe compact K = [a,b] et d > 0, quel est le
nombre moyen d’intersections de K avec un élément de IDcll ?

Ce probléme revient a calculer en fait & calculer :

. X85 (D)d)1 (D) (3.26)

Un calcul explicite de cette intégrale fournit la valeur de :
b—a
d

Le résultat signifie que le nombre d’intersections moyenne d’un réseau de
longueur d avec K est proportionnel a la longueur de l'intervalle.
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3.3.2 Le cas du plan

On peut réaliser une étude similaire dans le cas du plan dans R? qui corres-
pond a I’énoncé original tel que posé par Buffon.

Définition 3.3.3
D est un réseau de droites de R? si D est constitué d’un ensemble de droites
paralléles séparées par une distance d.

d est appelée longueur du réseau.

On note ]D?i I'ensemble des réseau de R? de longueur 2.

On admet que ’on peut munir IDfl d’une mesure de probabilité )\571 invariante
par isométrie directe. Cette mesure peut étre vue comme une restriction de
A2,1 & un intervalle de largeur [0, d[. Il est possible de formaliser mathémati-
quement cette définition et de la rendre rigoureuse, mais afin de ne pas trop
compliquer I'exposé, les détails de cette construction seront omis.

Comme précédemment, on définit :

Définition 3.3.4
Soit K un compact convexe de R et d > 0. On note :

D2 — WU {+oco}
d . d
Ko : { D+ Card{0K N D} (3.27)

Le probléme de Buffon revient a calculer le nombre d’intersection moyen de
]D?l avec 0K soit calculer :

 X4(D) A, (D)
]Dd
On peut alors vérifier que la valeur cherchée vaut

2 Per(K)
rmd

Donc le nombre moyen d’intersections du bord de K avec le réseau est a
proportionnel au périmétre du compact K.
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3.3.3 Dans le cas général

Le cas du plan et de la droite réelle ne sont que deux cas particuliers. En
effet, dans ces deux, il est possible de trouver une mesure invariante par
isométrie directe (A sur R et A1 dans le plan) et de construire & partir de
ces mesures invariantes une mesure sur un réseau. Ce probléme est néanmoins
généralisable & R"™. Néanmoins, la construction de mesures invariantes par
isométries directes devient rapidement plus difficile et nécessite des outils
plus avancés. On pourra a ce loisir consulter [KLAIN et ROTA].
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