PSIN - Correction du devoir maison

Exercice 1

a) La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre 2. On a donc X > 0 presque
stirement.

Si X €(0,1), alors X <1/X, et doncY =max{X,1/X} =1/X>1.Si X >1,alors X >1/X,
et donc Y = max{X,1/X} =X > 1.

Dans les deux cas, on a Y > 1. Donc Y est & valeurs dans [1, +00) presque stirement.

b) Soit F' : Ry — [0, 1] la fonction de répartition de Y. D’aprés la question a), si ¢t < 1 alors
F(t)=P(Y <t)=0.
Soit t € [1,400). Alors :

(V <t} = {max{X,1/X} <t}
—{X <tetl/X <t}
— (X <tet X >1/t)

={X € [1/t,t]}.
On a donc :
=P(X € [1/t,t])
:/ 2¢2% ds
- 6*25]
d’ou

0 si t<l1
F<t)_{e%—e_2t sio t>1 "

c) La densité de la loi d’une variable aléatoire continue s’obtient en dérivant sa fonction de réparti-
tion (les éventuels points de discontinuté de la dérivée importent peu, s’ils sont au plus dénombrables).
La dérivée de F' en t est nulle si ¢ < 1, et se calcule aisément si ¢ > 1. La loi de Y a donc pour
densité la fonction p définie par :

1 _2
p(y) =2- 1y21 (6_2y + ?FB y) .



Exercice 2

a) Soit p(x) := 1,50e™* la densité de la loi de X, et g(x) := 27 1oz (x) la densité de la loi de
Y (attention & ne pas oublier le facteur 1/2 !). Soit r la densité de la loi de X + Y. Les variables
aléatoires X et Y étant indépendantes, la densité de X + Y est donnée par le produit de convolution
de p et de ¢. Ainsi, pour presque tout réel z,

“+o00 1 400 1 +oo
r(r) = / p(y)g(x —y) dy = 3 / e 1, yep dy = 5 / e V1 p_a4(y) dy.
oo 0 0

Si z < 0, alors r(x) = 0 (cela vient du fait que X et Y sont toutes deux positives, donc leur somme
'est aussi). Six € [0,2], alors 1;_24)(y) = 1j0.4)(y) pour tout y > 0, d’out :

1 [T _ 1 [ _ 1—e™*
=5 [ M= [ ey =1

Enfin, si x > 2, alors :

Pour résumer,
0 si <0
r(x) = L si z€l0,2]

2_ _ .
%e“’ si T > 2

b) On se référe au cours ou au TD pour le calcul de la fonction caractéristique d’une loi normale.

. . o2¢2 i . 7262
Pour tout & réel, on a E(eX) = ¢~ "3~ et E(e€Y) = ¢~ "2, De plus,

bl

E(eig(xw)) _ E(eigxeigy) _ E(eigx)E(eigy) _ eiug_#ews_#’;z _ ei(,ﬁy)g_%

ou I'égalite E(e®Xe®Y) = E(e®X)E(e®) découle du fait que X et Y sont indépendantes. On re-
connait au final la fonction caractéristique d’une loi normale de paramétres pu + v et o2 + 72. Donc
X +Y suit une loi normale N (u + v, 02 + 72).

c) On se réfere au cours ou au TD pour la fonction caractéristique d’une loi de Poisson. Pour
tout & réel, on a E(e¥) = M1 of E(eY) = e#<“~1). De plus,

E<ei§(X+Y)) _ E(eigxeigy) _ E(€i§X>E<6i§Y> _ 6)\(62’571)6#(6“71) _ e()\Jru)(e’ffl)’
ot 'égalité E(e®XeitY) = E(eX)E(eY) découle du fait que X et Y sont indépendantes. On recon-
nait au final la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de paramétre X\ 4+ . Donc X + Y suit
une loi de Poisson de paramétre \ + pu.



