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1 Le modeéle

1.1 Processus de Galton-Watson classique

Un processus de Galton-Watson est un processus stochastique permettant
de décrire des dynamiques de populations. Il s’agit d’un processus a temps
discret ou chaque individu nait a une génération entiere n, meurt au temps
n-+1 et produit un nombre aléatoire de descendants a I'instant n+1 qui vont
vivre, mourir et se reproduire de la méme maniere et de fagon indépendante.
Dans le cas classique, la loi de reproduction qui régit le nombre de descen-
dants d’un individu (une variable aléatoire a support dans N) est la méme
pour tous les individus. Dans le cadre de ce mémoire, on considérera que
la population a la génération 0 sera toujours égale a 1. Ce modele a été
introduit par Bienaymé [Bie45] en 1845 ainsi que Galton et Watson [WGT5H]
en 1875 pour décrire I’évolution des patronymes dans une population.

Soit (Q, F,P) un espace de probabilité. Soit x € P(N) une loi de repro-
duction.

Le processus de Galton-Watson associée a la loi p est la suite de variables
aléatoires (Z,,n € N) définie par récurrence par:

Zy=1p.s.
Z7L
Lyl = Z Y, pour tout n € N

=1

ot {Y,.i, (n,1) € N?} est une famille de variables aléatoires indépendantes tel
que pour tout (n,7) € N2, Y, ; suit la loi de p.

Pour tout n € N, Z,, est une variable aléatoire représentant la taille de notre
population a la n-ieme génération.

Une des questions que l'on peut se poser est de savoir si la famille va
s’éteindre. C’est a dire, la taille de notre population va-t-elle passer a 0 ?

Pour cela, nous allons introduire la fonction génératrice d’une variable
aléatoire X a valeurs dans N. C’est une fonction de [0,1] & valeurs dans [0,1]
définie par :

ox(s) =E(sY) = ZskIP’(X = k) pour tout s € [0, 1].
k=0



px est analytique sur [0,1], convexe, strictement convexe si P(X > 2) > 0,
vx(0) = P(X = 0) et ¢x(1) = 1. De plus, X admet un moment d’ordre
k € N* si et seulement si la dérivée k-ieme de px (définie sur [0,1]) admet
une limite finie en 1. Dans tous les cas, cette limite vaut : E[X (X —1)...(X —
k+1)]. En particulier, si X admet un moment d’ordre 1 alors E(X) = ¢y (1).

Comme la fonction génératrice de X ne dépend que de la loi de X, on peut
définir la fonction génératrice d’une loi de reproduction p € P(N) comme la
fonction génératrice d'une variable aléatoire de loi 11, on la notera ¢,,.

Soit u € P(N). Soit (Z,,n € N) le processus de Galton-Watson de loi de
reproduction y. On définit 'ensemble d’extinction comme :

Ext = | J{Z, =0}

n>0

Dans le cas ot la loi de reproduction i admet un moment d’ordre 1, on note
m D'espérance de p. Alors le Théoreme suivant nous donne la probabilité
d’extinction :

Théoréme 1.1.1. La probabilité d’extinction du processus (Z,,n € N),
P(Ext) est égale a la plus petite solution de léquation ¢,(s) = s pour
s € [0,1]. En particulier, si m € [0,1] et u # 61 alors P(Ext) = 1 et si
m €1, +oo[ alors P(Ext) < 1.

Ainsi, dans le cas ou la loi de reproduction x4 admet un moment d’ordre
1 et que p # 41, on a extinction presque sir du processus si et seulement si
m < 1.

On a représenté le graphe de ¢, ou p est une loi de Poisson de parametre
0,9 sur le graphe (1| et une loi de Poisson de parametre 1,5 sur la seconde
2l Dans ces deux cas, la loi g admet un moment d’ordre 1. Pour une loi
de Poisson, son parametre est sa moyenne. Ainsi, comme on peut le voir
dans le premier cas ou la moyenne est de 0,9, on a extinction presque str
du processus. Dans le second cas ou la moyenne vaut 1,5, la probabilité
d’extinction est strictement inférieure a 1.

1.2 Processus de Galton-Watson en environnement dy-
namique

Dans tout ce mémoire, on va considérer (X, B(X),7T") un systeme dynamique
mesurable a temps discret avec :
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Figure 1: Le graphe de ¢, ot u est une loi de Poisson de parametre 0,9.
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Figure 2: Le graphe de ¢, ou u est une loi de Poisson de parametre 1,5.



e (X, d) un espace métrique compact que I’on muni de sa tribu borélienne
B(X).

e T : X — X une application continue.
On notera :
e P(X) I’ensemble des probabilités sur X.
e Pr(X) I'ensemble des probabilités T-invariantes sur X.
e &r(X) I'ensemble des probabilités T-ergodiques sur X.

On munit P(N) I'ensemble des probabilités sur N de la topologie engendrée
par (> et de la tribu borélienne associée.
On se donne aussi :

{7 2o

une application continue qui a un élément de X associe une probabilité
sur N. C’est cette fonction qui permet d’associer a un élément xr € X, une
loi de reproduction p, € P(N).

Nous allons maintenant définir les processus de Galton-Watson en envi-
ronnement dynamique. Le principe reste le méme que pour le cas classique,
un processus de Galton-Watson en environnement dynamique est un modele
d’évolution de population a temps discret. Les lois de reproduction sont
toujours indépendantes. Mais contrairement au cas classique, la loi de re-
production sera ici différente a chaque génération, elle dépendra alors de
I’environnement et elle évoluera selon un systeme dynamique.

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. On peut associer a z € X un
processus de branchement (Z,(z),n € N) défini par récurrence :

Zo(z) =1 pas.
Zn(z)
Zpi1(x) = Z Y, :(z) pour tout n € N

=1

ot {Y,,;(z), (n,i) € N?} est une famille de variables aléatoires indépendantes
tel que pour tout (n,7) € N2, Y, ;(z) suit la loi de fign,.
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Zn(x) est une variable aléatoire représentant la taille de notre population a
la n-ieme génération lorsque la loi de reproduction de la i-eme génération est
lrie pour tout i € [0,n — 1].

La famille de variables aléatoires (Z,(z),n € N) est le processus de
Galton-Watson associée au systeme dynamique a temps discret (X, B(X),T),
a la fonction de loi de reproduction p et au point x € X.

1.3 Le cas de la transformation = — 2z

Pour tout A € R, on pose :

e X = R/7 muni de la tribu des boréliens B(R/7) et de la distance usuelle
sur le cercle.

o7 | Rlz—=R/g
' x — 22 modulo 1

o [ Rl POY
Az - T Pois(e)\—cos (27rac))

Alors (R/z,B(R/7),T) est un systeme dynamique mesurable compact et T
est une application continue. De plus, py  est continue pour tout A € R.
On a une famille paramétrée par A de modeles car nous sommes dans les
hypotheses du modele général pour tout A € R. Cela nous donne donc pour
chaque A € R et chaque x € R/7, un exemple de processus de Galton-Watson
en environnement dynamique.

Ce parametre A nous permettra d’observer une bifurcation dans le modele.

2 Fonction génératrice des probabilités

2.1 Fonction génératrice des probabilités

Nous allons maintenant nous intéresser aux fonctions génératrices des prob-
abilités de Z,(z) qui permettent de caractériser la taille de la population a
la n-ieme génération.



Définition 2.1.1. e A toutz € X, on associe sa fonction génératrice des
probabilités définie sur [0, 1] par :

= > mali)s’ = E(s7 )
=0

e Soitn € N. Pour tout x € X, on définit la fonction génératrice associée
a la loi de Z,(x), c’est a dire que pour tout s € [0, 1],

P(a,s) = 3 p () = E(sE),
7=0

ot pour tout j € N, p{"(j) = P(Z,(z) = 7).
Remarque 2.1.2. Pour tout n € N, pour tout x € X, pour tout s € [0, 1],
o(T"z, s) = E(s¥1®),

Nous allons maintenant montrer des relations de récurrences permettant
de relier ¢(™ et . Ces relations permettront donc de relier la distribution
de la taille de la population a la n-ieme génération a partir des lois de repro-
duction de chaque génération.

Lemme 2.1.3. Pour tous z € X, n € N et s € [0,1],

" (2, 5) = " (2, (T, 5)).

Preuve. Soient x € X, n € Net s € [0, 1].

(2, 5) = E[s7+1 )]
Zn(x>
[t M ]

Z?’L(I) Y

[Els>
-
car la famille {Y,,;,i € N} est i.i.d. et indépendante de Z,,(x)
Ele
(

]

I
ﬁﬁﬁ

(T"x,5)7")]
90")( (T, 5)) O



On obtient alors par récurrence immédiate le corollaire suivant :
Corollaire 2.1.4. Soit x € X. Pour tout n € N, pour tout s € [0,1] :
1. (1, 8) = p(z, p(Tx, ..o(T" 1, (T x, 5))...))
2. (3, 5) = plz, p")(Ta, 5))
3. Pour tout 0 < k < n, o™ (z,5) = o® (z, o"F) (Tkz, 5)).
Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés de ¢.

Lemme 2.1.5. Dans l’espace P(N), les topologies engendrées par les normes
1 et 0o sont les mémes.

Preuve. Pour la preuve on identifie P(N) et {x = (z4)ren € [0, 1]N .
> reo @k = 1}. Soient (2")nen € P(N)Y et 2 € P(N).

o Sizn 5 z, alors 2" 5z car |2 — 2|l < ||2™ — |1.
n—oo n—o0

, . . > 2
e Réciproquement, si z" — x, montrons que 2" — .

n—00 n—oo
Soit & > 0. Comme 3_3°  z;, = 1 alors il existe K € N tel que S0 >
1—e.
Ora" 5 doncil existe N € N tel que pour tout n > N, |2 — ]| 00 <
n—oo
. Ainsi,

o0
lz* —allv = laf; — @l
k=0

K o) o)
§Z|x};—xk|—|— Z Ty + Z T
k=0

k=K+1 k=K+1
€
<K— +e+4 2 =4e
- K
K n K K n €
car » i 0T > D 0Tk — Do |Th — k| 21— - K5 >1-2 O
Ce lemme nous permet de montrer la proposition suivante :

Proposition 2.1.6. La fonction ¢ est continue sur X x [0, 1].



Preuve. Soient z,y € X et s,t € [0, 1]. Alors,
lp(z, ) — @y, t)| < lp(x, s) — oz, )] + |90(9€ t) — o(y,t)|

< lp(x,s) = MHZM =y (R)[t*

< |pl, s) - xt!+2|m — (k)| car t € [0,1]

La continuité découle alors de la continuité de p, du Lemme [2.1.5( et de la
continuité de ¢(z, .). O

Remarque 2.1.7. Pour tout x € X, p(z,.) est C* sur [0,1]. Sa dérivée
est meme bien définie en 1 si l'on admet la valeur +00 par monotonie. On
notera Osp la dérivée de la fonction ¢ en la seconde variable.

Définition 2.1.8. Soit x € X. On définit :

e Pour tout n € N, B, (z) l'ensemble d’extinction a la n-iéme génération
par By, (z) = {Z,(x) = 0}.

B(z):= | Bu(x) = lim 7 B, (x) 'ensemble d’eztinction.
n=0

n—oo
e g.(x) = P(B,(x)) la probabilité d’extinction avant la n-iéme génération.
e ¢(x) =P(B(z)) = lim " q,(x) la probabilité d’extinction.
n—oo

La fonction g peut s’exprimer grace aux fonctions génératrices des prob-
abilités.

Lemme 2.1.9. Soit x € X.
1. Pour tout n € N, q,(z) = o™ (x,0).
2. q(w) = limy,_,00 ™ (2, 0).
3. q(x) = ¢(x,q(Tx)).

4. q est semi-continue inférieurement.
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Prewve. 1. Soient # € X et n € N. Alors o™ (z,0) = u{”(0) = P(B,(z)).
2. Soit x € X. Comme ¢,(z) 7 q(z), par 1, ¢(z) = lim,_, ¢™ (x,0).

n—oo

3. Soit z € X. Alors :
g(z) = lim " (z,0)

n—oo

= lim ¢(z, ™ (Tz,0)) par le Corollaire 2.1.4

n—o0

= p(z, nh_)rgo ©™ (Tx,0)) par continuité de ¢
= ¢(z,q(Tr)).
4. Soient n € Net z € X.
au(2) = ¢"(2,0) = p(z, o(Tz,..o(T", (T2, 0))...)).

La fonction ¢, est continue comme composée de fonctions continues.

Or ¢(z) = lim 7 ¢,(z) = sup,enqn(z). Donc q est semi-continue
n—oo

inférieurement car pour tout n € N, ¢,, est continue. O

Définition 2.1.10. On note N = {z € X : ¢(z) = 1}

L’ensemble N est I’ensemble des environnements pour lesquels il y a ex-
tinction presque stre du processus {Z,(z),n € N}. C’est I'ensemble des
“mauvais environnements”.

Corollaire 2.1.11. On pose Xo = {z € X : p, = &} et X§ = X\X, son
complémentaire. N = (T7'N)UX,. En particulier :

o si Xo =0 alors T"'N = N.
o sive&p(X), v(N)e{0,1}.

Preuve. On remarque que Xy C N.
Or NNX§ = {x € X§ : q(x) = 1}.
= {z € X§ : p(x,q(Tz)) = 1} par le Lemme 2.1.9}
= {z € X§ : q(Tx) = 1} car pour tout x € X§, p, # o
= (T7'N)NnX§.
Donc N = (T7'N) U X,.

Supposons maintenant que v € Er(X). Par ergodicité de v, comme T-*N C
N alors v(N) € {0, 1}. O

11



Lemme 2.1.12. N est un Gs.

Preuve. Pour tout k € N, {z € X: ¢(z) > 1 — 1} est ouvert car ¢ est semi-
continue inférieurement. De plus,

N={zreX:qx)=1}
:Igl{xEX:q(x)>1—%}carq§1. O

2.2 Retour a 'exemple x — 2x

Dans le cadre de I'exemple de la partie 1.3, on peut calculer explicitement la
fonction génératrice des probabilités. Soit A € R. On définit la fonction g,
de R/7 a valeurs dans Ry par : pour tout z € R/z,

A—cos 27x

g(z) =e

On a alors pour tout z € R/f7 et s € [0, 1],

oa(x,s) =exp (e’\’“’sz”(s — 1)) = exp (gA(x)(s — 1))
et Jspoa(z, s) =gx(x)pa(z, s).

On remarque ici 'importance d’avoir considéré des lois de Poisson qui nous
permettent d’avoir cette forme produit pour la dérivée.

Les résultats de la partie précédente permettent de donner beaucoup
d’informations sur N lorsqu’on est dans le cas de notre exemple. On notera
N = N, pour montrer la dépendance de N en A € R. On fixe dans cette
partie A € R.

Corollaire 2.2.1. N, est vide ou Ny est un Gs dense.

Preuve. Si Ny est non vide alors il existe € R /7 tel que z € N,. Or par le
Corollaire 2.1.11, 7-*N, C N, donc UNT_"N,\ C Ny.
ne
Ainsi pour tout n € N, pour tout (wq,...w,) € {0,1}", 'ensemble
Zn o4 271% € T7"Ny, C N,.

=1 2t

L’ensemble {37 | & + -2 :n €N, (wi,..w,) € {0,1}"} est dense dans R /7,
et inclus dans N, donc par le Lemme [2.1.12] N, est un Gy dense. ]
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3 Probabilité de survie en environnement
stationnaire

3.1 Les résultats d’Athreya et Karlin

Athreya et Karlin en 1971 [AKTI] ont travaillé sur ce sujet avec un point
de vue probabiliste en considérant une suite d’environnements qui suit un
processus ergodique stationnaire. Ils ont obtenu, sous des hypotheses
d’intégrabilité, un critere pour savoir si la mesure de ’ensemble N est nulle
ou pleine lorsqu’on considere une mesure ergodique.

Dans cette partie, on se donne v € £7(X). On a vu dans le Corollaire
2.1.11f que v(N) € {0, 1}. Il nous reste donc & voir si ¥(N) vaut 0 ou 1.

Théoréme 3.1.1. [AK71, Théoréme 1] Siv(N) =0 et E,(log 0spp(z,1))" <
oo alors :

o E,|log0sp(x,1)| < o0 et E,(log dsp(x, 1)) > 0.

—q(x)

1
° B, 1—q(Tx)

log

<o et E, (log 11:(1%%2)) =0.

On en déduit par contraposée le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.2. [AK71|, corollaire 1] Si E,(logds¢(x, 1))t < oo et
E,(log 0s¢p(x,1))" < E,(log dsep(x, 1))~ < 00, alors v(N) = 1.

Théoreme 3.1.3. [AK71, Théoreme 3] Si E,(—log(l — ¢(z,0))) < oo et
E,(log 0s¢(x,1))” < E,(log ds¢(x,1))" < 00, alors v(N) = 0.

Supposons que l'on ait les hypotheses d’intégralité nécessaire, c’est a dire :
E,(—log(1 — ¢(z,0))) < oo et E,(log dspp(z, 1))t < 0o ou E, (log dspp(z, 1))~
< 00. Le corollaire et le Théoreme nous donnent un critére pour
savoir si on a ou non extinction v-presque sure dans le cas ou v est une mesure

ergodique. En effet, v(N) = 0 si et seulement si E, (log ds¢p(z,1)) > 0.

3.2 Application au cas z — 2z

Nous allons voir ce qu'impliquent les résultats d’Athreya et Karlin dans le
cas de 'exemple z — 2x. Pour tout A € R,

log Osp(x,1) =log ga(z) = X\ —cos 2z € [N — 1, A + 1]
— log(1 — ¢(x,0)) = —log(1 — exp(—
€ [~log(1 — exp(—e*1)), —log(1 — exp(—e*))].

6)\—cos 27w ) )
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Ces deux quantités sont bornées. Ainsi les hypotheses d’intégrabilité sont
vérifiées dans le Corollaire B.1.2] et dans le Théoreme [B.1.3
Soit v € Er(R/7). Alors,

E, \[log Ospp(z,1)] =X — E, [cos 2mz].

Ainsi par le Corollaire [3.1.2 et le Théoréme [3.1.3] v(N,) = 1 si et seulement
si A < E,[cos2mz] (et donc v(N,) = 0 si et seulement si A > E, [cos 27x]).

Il existe une partition {Ay, Ag, A3} de R ou :

e \i={ eR:VWwe&(R/y):v(N,) =1}

o Ny ={NeR: T,y € Er(Rfy) : 1y(Ny) =0 et v1(Ny) =1}
o As={NeR:Ywe& R/ :v(N, =0}

Or pour tout v € Er(R/yz), E,[cos2mz] € [—1,1] donc | — oo, —1] C Ay et
]1,400] C As. Pour obtenir plus d’informations sur les ensembles Aj, Ag, As,
nous allons déterminer les mesures ergodiques atomiques de notre transfor-
mation.

Soit v € Ep(X) une mesure atomique. Comme une mesure ergodique est de
mesure finie et T-invariante, cela impose que la mesure ergodique soit sup-
portée par des orbites périodiques. Comme v est ergodique, la mesure est
supportée par une seule orbite périodique et cette mesure doit étre uniforme
sur cette orbite. Soit x € R/y7. x appartient a une orbite périodique si et
seulement s’il existe n € N* et k € N tel que 2"z = x + k ie. x = Jj Si
c’est le cas, on note ng le plus petit n € N* tel qu'il existe £ € N, tel que
ﬁ alors 'orbite périodique qui contient = est de cardinal ng et elle
est composé des éléments {z,2x,...,2"™ 1z}, Par exemple, & € Er(R/yz) et
Es,[cos 2mz] = 1. Donc pour tout A < 1, §o(NVy) = 1. Ainsi Az =]1, +o0.

xrx =

Si A€ Ay UAy =] —00,1], alors il existe v € Er(R/7) tel que v(Ny) = 1.
En particulier Ny est non vide donc par le Corollaire 2.2.1] N, est un G
dense.

Si A € Ay =|1,+00] alors pour tout z € R/y, les lois P(e}~cos2m)
dominent stochastiquement la loi P(e*"!) qui est d’espérance strictement
supérieure & 1. Ainsi Ny = 0.

Nous allons maintenant essayer de déterminer la frontiere entre A; et
Ay. On observe numériquement (grace au code [A]) que la fonction ¢, semble

14
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Figure 3: Le graphe de ¢, pour A = %

minimale sur 'ensemble {% g (voir ﬁgure' La mesure atomique ergodique

V= 1(5 143 (52 pourrait donc étre une mesure qu1 minimise la quantlte mf {)\ €

R: V(N)\) = 0} Or dans ce cas E,[cos 2mz] = 5 cos 3 4§ cos &+ = —3. Nous

pouvons prouver que 15 1+ 62 minimise la quantlte E, [cos 27r:5] grace a un

article de Thierry Bousch . En effet dans cet article, Thierry Bousch
étudie la probabilité qui maximise E, [cos 27 (x —w)]. Notre probleme revient
donc a prendre w = 3. On obtient alors [Bou00, Tab 1] que E,[cos 27 (2 — 3 )]

2
a pour valeur maximale % Cet article permet aussi de retrouver que la

mesure qui maximise est bien %5 1 —|—%5 2. En effet, Thierry Bousch introduit le
parametre d’angle p qui vaut dans ce cas % Et on a par [BS94] que le support
de la mesure est une orbite de période 2. v s’écrit alors a(%éé +%6§)+(1—o¢)60
avec a € [0,1]. II est alors évident de conclure que le maximum est atteint
pour o = 1.

Remarque 3.2.1. Soient f,g: R/7 — R deux fonctions continues. On dit
que f et g sont cohomologues s’il existe h : R/y — R continue telle que
f =g+ hoT —h. C’est une relation d’équivalence sur l’ensembles des
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Figure 4: Le graphe de g, pour A =1, 1.

fonctions continues. Une fonction cohomologue a 0 est appelée un cobord.

Montrons par 1'absurde que log g = — cos(2wz) n’est pas cohomologue a
une constante ¢ € R. Alors en particulier, [ — cos(2rz)dv = ¢ pour tout
v € Pr(R/z). Cependant m,d, € Pr(R/z) (en notant m la mesure de
Lebesgue) et [ —cos(2mz)dm =0 # —1 = [ — cos(2mz) ddy. C'est absurde.

On peut donc conclure sur les différents régimes de notre application gréace
au tableau récapitulatif suivant :

3V0,V1 € gT(R/Z),
alors | Ve € Rf7, | Vv € Er(R/7), tel que Ve R/y,
o(z)=1. ] v(Ny) =1 (Ny) =0 () < 1.
et I/l(N)\) =1.

Grace aux résultats de la partie 6.1, en particulier le Théoreme ergodique
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Figure 5: Le graphe de ¢, pour A = —0.52.

semi-uniforme on pourra montrer que pour A < —%, gr(x) = 1 pour
tout z € R/7.

4 Formalisme Thermodynamique

4.1 Dimension de Hausdorff et dimension de packing

Nous allons utiliser les définitions du livre : Techniques in fractal geome-
try [Fal97, 2.1] écrit par Kenneth Falconer pour définir les dimensions de
Hausdorff et de packing. Ces deux dimensions permettront notamment de
caractériser la dimension des ensembles N, pour A € R et ainsi d’étudier la
bifurcation. Contrairement a la partie précédente ou nous avons caractérisé
N, grace a des mesures, nous aurons dans cette partie un point de vue
topologique.

Soit d € N (la dimension de l'espace dans lequel on travaille). Pour
U C RY on note |U| = sup{|z —y| : z,y € U} le diametre de U.
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Nous allons définir la dimension de Hausdorff. Une collection finie ou
dénombrable de sous-ensembles {U; };c; de R? est appelé un §-recouvrement
de I'ensemble E C R? si |U;] < § pour tout i € I et B C U Uj.

Soit E un sous-ensemble de R? et s > 0. Pour tout § > 0, on définit :

Hi(E) :=inf {Z |U;|* : {U;} est un d-recouvrement de E}

i€l

Lorsque ¢ diminue, I’ensemble des d-recouvrements diminue et donc 'infimum
augmente. On peut alors définir :

H(E) = lim H3(E) € [0, +00]
6—0
On appelle cette quantité la mesure de Hausdorff de dimension s de E. En
particulier H*(E) est une mesure de Borel sur RY. On peut alors définir la
dimension de Hausdorff de £ :

dimg E :=inf{s : H*(E) = 0} = sup{s : H*(F) = oo}
On définit la dimension de Hausdorff d’une probabilité v € P(X) par :
dimg v = inf{dimy 7 : v(X\Z) = 0}.

Par exemple, si v est la mesure de Lebesgue sur R/7 alors dimpy v =
1. En effet, la mesure de Hausdorff de dimension 1 est équivalente a la
mesure de Lebesgue de dimension 1 mais aussi pour les dimensions supérieurs
entieres (voir [Sch07, partie 3]). Ainsi un ensemble de mesure de Lebesgue (de
dimension 1) strictement positive mais finie est de dimension de Hausdorff
égale a 1. Ainsi pour tout Z C X tel que v(Z) =1, dimy(Z) = 1.

Si v est a support fini alors dimgy v = 0 et I'infimum est atteint en prenant
pour Z le support de la mesure v.

Nous allons maintenant définir la dimension de packing. Une collection
finie ou dénombrable de boules disjointes {B;}ie; de R? est appelé un 6-
packing de I’ensemble E C R? si pour tout i € I le rayon de B; est inférieur
a 0 et le centre de B; est inclus dans FE.
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Soit E un sous ensemble de R? et s > 0. Pour tout § > 0, on définit :
P;(E) := sup {Z |B;|° : {B;} est un d-packing de E}
icl

Lorsque 0 diminue, ’ensemble des d-packing diminue et donc le supremum
diminue. On définit :

Pi(E) = (lsiE)r(l)Pg(E) € [0, +o0].

Cependant, P; n’est pas une mesure, on définit alors :
iel

Cette quantité est une mesure de Borel sur R? appelé la mesure de packing
de dimension s. On peut ensuite définir la dimension de packing de £ :

dimp E = inf{s : P*(E) =0} = sup{s : P*(E) = oo}

Ces deux dimensions ont certaines propriétés communes, on notera donc
dim dans la proposition suivante des résultats s’appliquant aussi bien a la
dimension d’Hausdorff qu’a la dimension de packing.

Proposition 4.1.1. On a les résultats suivants sur la dimension de Haus-
dorff et de packing :

o Monotonie : st By C Ey alors dim E; < dim Fs.
e Ensemble fini : si E est fini alors dim £ = 0.

e Ensemble ouvert : si E est un ensemble ouvert (non vide) de R alors

dim F =d.

o Variété lisse : si E est une sous-variété lisse de dimension ¢ dans R®
alors dim E = /4.

e Fonction lipschitzienne : si f : . — R™ est lipschitzienne alors
dim f(F) < dim E.
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e Fonction bi-lipschitzienne : si f : E — f(FE) est bi-lipschitzienne alors
dim f(F) = dim E.

o [nvariance géométrique : St f est une similitude ou une transformation
affine alors dim f(F) = dim E.

Les dimensions de Hausdorff et de packing peuvent étre comparées grace
au résultat suivant :

Proposition 4.1.2. Pour tout ensemble (non-vide) E, dimy E < dimp E.

Par [Fal90l Proposition 3.8], la dimension de packing est égale & une autre
dimension appelée upper modified box-counting dimension : dim,;g. Cette
dimension est définie par : pour tout £ C R,

di_mMBE = mf{supdl_mB(E) B C UiENE}

ou l'infimum est pris sur tous les recouvrement dénombrables de E

[Fal90, partie 3.3]. On ne précisera pas ici la définition de dimp, le lecteur
peut se référer a [Fal90, partie 3.1]. Ces dimensions sont monotones et re-
spectent la propriété des ensembles ouverts (voir la Propositionm pour les
définitions). dimp est invariante par passage a 'adhérence et comme dimp
est invariante par passage a ’adhérence alors on peut ne considérer que des re-
couvrements par des ensembles fermés dans la définition de dim;pE ([Fal90,
partie 3.1 et 3.2]). Ainsi on a :

Proposition 4.1.3. Pour tout E C R? :
dimp F = inf{supdi_mB(Fi) : E C UienFi}

ot l'infimum est pris sur tous les recouvrements dénombrables de E par des
fermés.

4.2 Pression topologique

Nous allons maintenant introduire des notions de formalisme thermody-
namique en reprenant celles introduites dans [Bar(8| 2.3].
Pour tout n € N, on munit X d’une nouvelle distance :

dp(2,y) = max{d(T"z, T"y) : 0 < k <n — 1}

Soit € > 0, on dit qu'un ensemble fini £ C X est (n, ¢)-séparé si d,(z,y) > ¢
pour tout x,y € E tel que x # y.
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Définition 4.2.1. On peut définir :

e [’entropie topologique de la transformation T par :

1
hiop(T) := lim lim sup - log N(n,¢)

=0 paoso

ot N(n,e) est le plus grand cardinal d’un ensemble (n,e)-séparé.

e [a pression topologique de v : X — R continue par :

n—1
1
P(y) == lli% hgl_}solip - log S%p ; exp kz:% (Trx)

ot le supremum est pris sur les ensembles (n,€)-séparés E C X.

Ces deux quantités sont bien définies car I’ensemble des ensembles (n, €)-
séparés augmente lorsque € décroit.

On remarque aussi que P(0) = hyop(T).

On notera hr(v) pour v € Ep(X) lentropie mesurée du systéeme dy-
namique mesuré (X, B(X),v,T'). Pour la définition, voir [BV13, partie 8.5].

Le prochain Théoreme est appelé le principe variationnel de la pression
topologique (respectivement le principe variationnel de I'entropie topologique
dans le cas ¢ = 0).

Théoréme 4.2.2. [Rue73, Théoréme 5.1] Pour toute fonction ¢ : X — R
continue :

P(y) = sup {hT(V)—i—/’g/)dU}
vePr(X) X
:yesglqlﬂl()X) {hT(l/) +/X@Z)dl/}

En particulier, siy =0 :

heplT) = P(O) = sup_ (1)
vePr(X)

= sup hr(v)
VGST (X)

Les propriétés suivantes sur la pression topologique proviennent de
[Wal82|, chapitre 9].
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Proposition 4.2.3. Soient f,g des fonctions continues de X dans R. Soient
e>0etcelR

1. f < g implique que P(f) < P(g). En particulier, hy,(T) + inf f <
P(f) < hiop(T) +sup f.

2. P est fini si et seulement si hyo,(T) est fini.

3. P(f +¢)=P(f) +c

4. P(f+goT —g)=P(f).

5. P(f+g) < P(f)+ P(9).

6. P(cf) < cP(f) sic>1 et P(cf) > cP(f) sic<1.
7P| < P(f])-

Pour la preuve de cette proposition, voir [Wal82, Théoreme 9.7].

Théoreme 4.2.4. SoitT : X — X un homéomorphisme d’un espace métrique
compact. St « est une partition génératrice pour T alors pour toute fonction
f: X = R continue,

1
P(f) = lim —logp,(T, f, )—hmsup log k, (T, f,ar) o
n—,oo N,

n—oo
n—1
(T, f, mf{z mf e @) - B est un recouvrement fini de \/T ‘a},
=0
n—1
ko (T, f,a) 1nf{z sup €7@ . 8 est un recouvrement fini de \/T ‘al.
Bep *€B i=0

Définition 4.2.5. v € Pp(X) est appelée mesure d équz’lz’bre de ¢ (relative-

ment & T) si le supremum de P(1) = sup,ep,. 0 {hu (T) + [ ¥ dv} est atteint
par v.

Dans notre exemple hy,(T) = log2 (voir [BV13, Exemple 3.11] pour la

preuve). Or hr(m) = log 2, ainsi m (la mesure de Lebesgue) est une mesure
d’équilibre de la fonction ¢ = 0.
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4.3 u-dimension

Nous allons maintenant définir la u-dimension avec les définitions données
dans [Bar08, 3.3.1 et 7.2]. On pourra relier la pression topologique et la
u-dimension par la Proposition [£.3.1] On a dans [Bar08, Exemple 7.2.5] un
exemple ot avec une fonction u bien choisie, la dimension de Hausdorff est
égale a la u-dimension.

On note U un recouvrement fini d’ouverts de X. On notera diam U =
sup{diam U : U € U}. On note W, (U) 'ensemble des vecteurs U =
(Uy, ...Uy,) ou Uy, ...,U, € U et on notera [(U) = n. Pour tout U € W, (U),

on définit X (U) = ﬁOT—kUk. On dit que 'ensemble I' C U,>; W, (U) est un
recouvrement de l'ensemble Z C X si Z C UUFX (U). Soit ¢ une fonction
=
continue de X a valeurs dans R. Soit U € W, (/). On définit :
¥ (U) ::{ SUpx () Lo Yo T si X(U) #0

—00 sinon.

Pour tout Z C X et a € R, on note

M(Z, a,,U) = nh%r{olo irrleeXp(—ozl(U) +(0))

Uer’

ou l'infimum est pris sur les recouvrement finis ou dénombrables

I' C UanWk(L{) de Z.

Cela nous permet de définir la pression topologique de 1 dans 1’ensemble
zZ X

Py(¢):= lim inf{faeR:M(Z a,¢,U) =0}

diam U—0

La pression topologique de v définit précédemment (Définition
coincide bien avec la pression topologique de 1 dans ’ensemble X. Cela
permet notamment de définir la pression topologique dans des espaces non
compacts. On peut aussi définir 'entropie topologique de T" dans I’ensemble
Z (introduit par Bowen [Bow73|) : hsp(7T'|Z) comme la pression topologique
de 0 dans ’ensemble Z, Pz(0).

Pour u : X — R continue, pour S C X et a € R, on pose :

N(Z, a,u,U) = nh_)n;@ urleexp(—au(TU))

Uel’
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ol l'infimum est pris sur les recouvrement finis ou dénombrables
I' C U@an(L{) de Z.
On pose :

dim,y Z :==inf{a €e R: N(Z,,u,U) = 0}.
Et cela permet de définir :

dim, Z = lim dim,y ~Z.
diam U—0 ’

La quantité dim, Z est appelée la u-dimension de ’ensemble Z.
La proposition suivante permet de relier la u-dimension et la pression
topologique.

Proposition 4.3.1. dim, Z = «a ot « est l'unique réel tel que Pz(—au) = 0.

On peut aussi définir la u-dimension d’une probabilité. Soit v € P(X),
on pose :
dim, v =inf{dim, y Z : v(Z) = 1}

et dim,rv = lim dim,v.
diam U—0 ’

Cette quantité est appelée la u-dimension de v.

5 Etude de la bifurcation

Nous allons maintenant adapter a notre modele certains résultats obtenus
par G. Keller et A. Otani en 2013 [KO13|. Dans cet article, Keller et Otani
étudient la bifurcation d'un graphe invariant obtenue par un systeme dy-
namique avec un produit croisé. Les résultats de cet article sont adaptables
a 'exemple de la partie 1.3 entre autres grace a la forme produit obtenue
partie 2.2 ainsi qu’a 'identité (partie 3.2) :

E, \[log Ospp(z,1)] =X — E,[cos 2mz] pour tout v € Ep(R /7).

5.1 Parametre de bifurcation

Soit 111 € P(N). On note dans cette partie ¢, la fonction génératrice associée
a la loi de p.
On peut munir P(N) d’ordres partiels définit par :
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® (11 > po sipour tout s € [0,1], v, () < @uy(s).

e 111 = s s'il existe XY des variables aléatoires définit sur le méme espace
de probabilités tel que: X ~ py, Y ~ ps et X > Y p.s. ou de maniere
équivalente pour tout k € N,y ([k, +00[) > pa([k, +00[).

Lemme 5.1.1. Si py = po alors py > po.

Preuve. Si uy %= uo alors il existe X,Y des variables aléatoires définis sur le
méme espace de probabilités tel que: X ~ py, Y ~ pus et X > Y p.s. Soit
s € [O’ 1]’ Pur (S) = E[SX] < E[SY] = QDMQ(S)- Ainsi H1 > pa. O

On peut aussi définir les ordres stricts associés :

® (11 > g sipour tout s € [0,1], ¢, (5) < @, (s) et il existe so € [0,1] tel
que @, (80) < Pz (50)'

o 1y > ug s’il existe XY des variables aléatoires définit sur le méme espace
de probabilités tel que : X ~ 1, Y ~ g, X > Y ps. et P(X =Y) < 1
ou de maniére équivalente pour tout k € N, uy([k, +00[) > ua([k, +00])
et il existe ko € N tel que puy([ko, +00[) > pa([ko, +00]).

Sipy = pg alors gy > ps. On remarque cependant que la réciproque est
fausse. Si on prend pu; = %60 + %52 et uo = 0p alors py; > uo mais nous
n’avons pas fi1 > flo.

Comme dans l'exemple = — 2x, on peut considérer non plus une ap-
plication p de X a valeurs dans P(N) mais une famille d’applications
dépendant d’un parametre A a valeurs dans R. Dans la suite on considérera
I’ordre partiel > et ’ordre partiel strict associé > et on imposera que la famille
d’environnements soit strictement croissante suivant A pour tout x € X.
Cependant par les remarques précédentes, si une famille est croissante (re-
spectivement strictement croissante) en lambda au sens de = (resp. ) alors
elle est croissante (resp. strictement croissante) au sens de > (resp. >). On
remarque en particulier que le modele de la transformation = — 2z (partie
1.3) est bien strictement croissant en . En effet, pour tout A < A, pour
tout € R/7, une loi de Poisson de parametre e*=o03(277) domine stochas-
tiquement une loi de Poisson de paramétre e —¢os(2mz)

On peut définir les objets @y, By (), Ba(2), gxn(2), ¢r(x), Ny comme
dans la partie 2.1 ou la loi de reproduction est donnée par la fonction
d’environnement fuy .
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Pour X' > A, on a ¢\(z) < gy (z) pour tout z € [0, 1] et donc Ny C Nj.
On notera alors:
= J Ny = lim Ny
NoA—
N>A
et
=[Ny = lim Ny.
N oA+
N<A
On peut alors définir :

Définition 5.1.2. e Soit x € R/y.

Ao(z) :=sup{\ € R: q\(z) =1}
=inf{A e R: q\(z) < 1}

o Soit A € R.
Sy ={z e Rjz : Ae(x) = A}

Pour z € R/7, Ac(x) est le parametre A limite tel que g\(z) < 1 pour
A > Ao(x) et ga(xz) = 1 pour A < Ac(x). On obtient alors directement que
pour tout A € R,

S ZNA_\N;_

5.2 Caractérisation des ensembles N, et S, en termes
d’exposants de Lyapunov

Proposition 5.2.1. Soit A € R. Pour tout n € N, pour tout x € R/y, pour
tout t € [0,1] :

890)\ Hg)\ Tz 1 (Tn i t)

Preuve. Montrons ce résultat par récurrence sur n € N.
n=0. Soient x € R/yz et t € [0, 1].

Dup\ (2, 1) =1
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Supposons que la propriété est vraie jusqu'au rang n € N.
Soient x € R/z et t € [0,1].

Dol (2,1)

=0spa(x, cpf\ )(TiL‘ t)) par le Corollaire 2.1.4]

= ssoi (Tx,1) - Oupa(x, gog“’@x,t»
—HgA (T'2)e) (T, ) - ga(@)pa(e, o (T, )

par relation de récurrence appliqué a Tx

= HgA (Tiz) o (T2, 1) - ga(2)o" (2, 1) par la relation de cocyle

n+1

_HgA (T ) (T ). O
Comme toute fonction génératrice des probabilités vaut 1 lorsqu’elle est

prise en 1, alors on obtient directement le corollaire suivant :

Corollaire 5.2.2. Soit A € R. Pour tout n € N*, pour tout x € R/,

8Sg0g\n)(x, 1) = Hg,\(Ti_lx).
i=1

Ce corollaire est valable dans un cadre beaucoup plus large. En effet, il est
valable pour tout processus de Galton-Watson en environnement dynamique
et il s’exprime de maniere probabiliste :

Proposition 5.2.3. Soient n € N et x € X. Soit (Z,(x))nen un processus
défini comme en partie 1.2. Alors,

La preuve est analogue a celle de la Proposition [5.2.1]

Preuve. Montrons ce résultat par récurrence sur n € N.
n=0. Soit x € X. Alors,

E(Zy(z)) = 1.
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Supposons que la propriété est vraie jusqu'au rang n € N.
Soit x € X.

E(Zni1(2))
=0,V (z,1).
dsp(x, ™ (Tx,1)) par le Corollaire 2.1.4]
=0, (T, 1) - Osp(x,1) car ™ (Tx,1) = 1.
R(Z,(T%)) - (V).

AS)

= H E(Y;1) - E(Yp1) par la relation de récurrence appliqué a T'z.

:ﬁE(Y;,I)' L

Dans ce cadre plus général, ’espérance de la taille de la population a la n-
ieme génération est égale aux produits des espérances des lois de reproduction
de chacune des générations précédentes.

Définition 5.2.4. Pour tout A € R, pour tout x € Ry, on définit I'\(z) par

n—1

1 .
Ca(z) = ligll)iol.}f - Z —log gA(T"x)
=0

1
=liminf ——log <8Sg0g\n) (x, 1)>
n

n—oo
On pose pour tout x € R/, I'(x) = T'o(x).

['x(x) correspond a la limite inférieure de la moyenne de Birkhoff de

—log g».
On remarque dans le cadre de notre exemple que pour tout z € R/y,
pour tout A € R :

Pour A € R, 0 < e < g, < M1 Donc pour tout v € Er(R/yz), on
peut définir v, (v) = [ —log g\ dv € R la moyenne spatiale de — log gy.
Par le Théoreme ergodique de Birkhoff, v,(v) = I'y(z) pour v-presque tout
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X.
On pose pour tout v € Ep(R/7), v(v) = v (v) = E,[cos(27mz)].

Le Théoreme suivant permet de caractériser les ensembles Ny et Sy a
partir du signe de I'y(x).

Théoréme 5.2.5. [KO135, Théoréeme 1] Soit \€ R et x € R/7.
o Six ¢ Ny alors 'y(xz) >0 (i.e. T'(z) > \).
o Six € Ny alors I'y(z) <0 (i.e. T'(z) < ).
o I'(z) =Ac(z) et Sy ={x eR/jy:I'(zx) =2} ={x € Rjy : T'\(z) = 0}.
Preuve. o Soit x € R/ tel que I'y(x) < 0. Alors il existe 6 > 0 tel
que liminft S —log ga(Tx) < 6. Ainsi, il existe une suite (n;)jen
n—oo
strictement croissante a valeurs dans N tel que pour tout j € N,
0o\ (2,1) = TT1% " ga(T'x) < exp (=dny). Soit j € N,
() > qrn,; () car qan, (7) 7 qa().
> gpf\nj)(:c, 0) par définition de gof\nj).

>1— sup 8590&"]')(% s) par convexité.
te(0,1]

>1- E?Scpg\nj)(x, 1) car gpf\nj)(a:, t) est croissant en t.
>1—exp(—dn;) — 1.
j—o0

Ainsi x € N,.

e Soit x € R/7 tel que I'y(x) > 0, alors il existe N € N* et § > 0 tel
que pour tout n > N, [[iL, gx(T""z) > €. Donc pour tout n < N,
[T, 9a(T"z) > 0. Alors il existe 0 < C < 1, tel que pour tout n < N,
[T, 9A(T"*z) > C. Ainsi pour tout n € N*,

n

[[o(T ') > Ce™ (1)

i=1

On suppose de plus par 'absurde que ¢, (z) = 1. 1l existe alors ng € N*
tel que gy, (1) > e7.
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Pour tout n € N*, on pose k(n) = max{k <n: go(k)(T” Fr,0) <e ).
On remarque que si n > ny alors k(n) < n.
Soit m > ng, soit 1 < i <n — k(n),

PO (TRt 078) > D (TR ) (k) ) )
par définition de k(n)
= PR (r=km=ig. 0 par la relation de cocyle
> e car i+ k(n) > k(n).

Soit n > ny,

1 —qun(z) =1— (PE\n) (z,0)
n—k(n k(n n—k(n
-1 _SOE\ ( ))(l',@g\( ))(T k( )1.’()))

par la relation de cocyle

>1— gp(n hlm ))( ~9) par définition de k(n)

/ By n))xs)dt
1 n— k

par la Prop031t10n 0.2.1

>Ce®HmM) (1 — ¢~ H gpA (T~ %) par (1)

et par croissance de la fonction @E\)(T" M) =iy )
>Cednkm) (1 — 6_6)6_5("_’“(”)) par (2)
=C(1—e%) >0.
Ainsi x ¢ N,.
e (C’est une conséquence directe des 2 premiers points. O

En général, pour A € R, on n’a pas S, C N,. On va donc chercher a
étudier S)\Ny.

Proposition 5.2.6. [KO13, Proposition 1] Soit A € R, soit v € R/y. Alors
x € S\\Ny si et seulement si il existe une sous suite (l;);en de N tel que

S, — log(gx(T'x)) + log(— log(qx(T"x))) = o(l;).
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Preuve. On pose h(s) =1—e~*. h est bien une fonction C?, strictement con-
cave tel que h(0) =0, A'(x) > 0 pour z > 0, A'(0) = 1 et lim, 4 @ = 0.
On applique alors la preuve de [KO13|, Proposition 1] en utilisant le tableau
de correspondance suivant :

@i(0) | —logaga() 0
¢t,n(0) —log QA,n(x)

Cette proposition qui caractérise 'ensemble S)\ N, permet d’obtenir les
trois corollaires suivants :

Corollaire 5.2.7. [KO13, Corollaire 1] Pour tout A € R, pour tout v €
Pr(R/7), v(Sx\Ny) = 0.

Preuve. Soient A € R et v € Pr(R/7). Comme S)\N, est T-invariant et que
0 < —logga(z) < e alors la Proposition implique que

l;

) 1
[ ose)du=tm [ LSl (T dp =0
SA\IVx

1—00 S/\\N,\ zk:l
De plus, comme — log(gy) > 0 sur Sy\ N, alors v(S,\N,) = 0. O

Corollaire 5.2.8. [K013, Corollaire 2] Pour tout A € R, pour tout v €
Pr(R/z) -

e si v(Ny) =0 alors vx\(v) >0 i.e. y(v) > A
o si v(Ny) =1 alors y\(v) <0 d.e. y(v) <A

o Si v est ergodique, alors les deux premiers points sont des équivalences
et de plus, v(Sy) = 1 pour A = y(v) et v(S)) =0 sinon.

Preuve. Soient A € Ret v e Pr(R/z).

e Supposons v(N,) = 0. Alors x ¢ N, pour v-presque tout z alors par
le Théoreme [5.2.5] T'\(z) > 0 pour v-presque tout x. De plus, v(S)) =
v(S\\N») = 0 par le Corollaire Ainsi par le Théoreéme [5.2.5]
I'x(z) > 0 pour v-presque tout z. Donc 7, (v) > 0.

e Supposons v(N,) = 1. Alors x € N, pour v-presque tout x alors par le
Théoreme [5.2.5] ' (z) < 0 pour v-presque tout z. Donc 7, (v) < 0.
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e Supposons maitenant que v est ergodique. Les deux premiers points sont
des équivalences car v(Ny) € {0,1}. De plus, v(S)) = 1si A = v(v) et
v(Sy) = 0 sinon par le Théoreme [5.2.5] O

Dans le cas ou v est ergodique, on retrouve dans le Corollaire les
résultats d’Athreya et Karlin énoncés dans le Corollaire [3.1.2] et le Théoreme

B.13l
Définition 5.2.9. On définit :
L4 /\min = ianEPT(X) 7(”)

L )\mam = SupyE'PT(X) V(V)

Comme les probabilités ergodiques sont les points extrémaux de I’ensemble
convexe des probabilités T-invariantes, on aurait pu remplacer Pr(R/7) par
Er(R/z) dans les définitions précédentes. Dans le cadre de notre exemple,

on a montré dans la partie 3.2 que Ay, = —% et Apax = 1.

On note pour n € N, T (z) = —L 37" Mog ¢(T'2).

n

Définition 5.2.10. Pour A € R, on définit :
Sy ={z € R/z: lim I'™(z) = A}
n—oo

et R\ ={x € R/y : il existe une sous-suite (ng)gen 0OU klim ) () = A},
—00

On a pour tout A € R, S C S\ C R).

Corollaire 5.2.11. [KO13, corollaire 3] Pour tout v € Ep(X) et A € R :
v(Sx\S4) =0 et v(R\\S\) = 0.

Preuve. Soient v € Er(X) et A € R. Par le Théoreme [5.2.5 le Corollaire
et le Théoreme ergodique de Birkhoff : v(R)) = v(S)) = v(S}) = 1 si
A =7(v) et v(R)) =v(Sy) = v(S}) = 0 sinon. O

5.3 Dimension de N, et S)

On a vu dans le tableau de la partie 3.2 que pour A\ €] Apnin, Amax|, il existe
vy, 1 € Er(R/7) tel que vo(Ny) = 0 et v1(Ny) = 1. En particulier pour A €
] Amins Amax[, ’ensemble N, n’est pas trivial c’est a dire Ny # 0 et N\ # R/7.
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On va alors donner plus d’informations sur N, en calculant sa dimension de
packing et de Hausdorff.
On pose :

D:]—%,l[—>[0,1]

X > max { ’E;”z) v € Pr(RJy) ot /cos(27m:) dv(z) = )\} |

D est bien définie car :

e par définition de Ay, = —% et Amax = 1 et comme Pr(R/7) est convexe
dans P(R/z), pour tout A\ €] Vmin, Ymax|, il existe v € Pp(R/z) tel que
[ cos(2mx) dv(x) = A.

o hp(v) < hyy(T) = log 2.

Définition 5.3.1. Soit T' est une transformation C' d’un espace X lisse. Soit
J € X un sous espace compact et T-invariant (T~'J = J).
On dit que T est dilatante sur J si ||d.f|| > 1 pour tout x € J.

Dans notre exemple, T" est dilatante sur R/7. La fonction v € Pr(X) —
h,(T') est semi-continue supérieurement car 7" est C* et R/7 est une sous
variété lisse compacte par [New89, Théoreme 4.1]. On note D(X) 'ensemble
des fonctions continues de X dans R qui ont une unique mesure d’équilibre.
Soient ¢, ¢ : R/7 — R des fonctions holderiennes. L’application ¢ — P(t¢ +
1) est réelle analytique et strictement convexe si ¢ n’est pas cohomologue a
une constante par [PP90], propositions 4.8 et 4.12].

Lemme 5.3.2. Vect(log2,logg) C D(R/z7).

Preuve. Soient «, f € R, montrons que alog2 + flogg € D(R/7). On pose
Gg=2"+¢" Rjy — R? . La transformation 7" est positivement expansive
pour la constante § car si d(T%z, T%y) < 1 pour tout k € N alors z = y. De
plus T satisfait la propriété de spécification, c’est a dire que pour tout € > 0,
il existe un entier p tel que lorsque qu’on se donne 1 points, 1, ...,z; € R/
et des entiers ny,...,n; > 0 et py,...,p; > p alors il existe z € R/z tel que
d(TmU=D%, Tig,) < e avec m(j) = > 9_, n + pr pour i = 0,...,n; — 1 et
7 =1,...,1. Ces deux conditions sont appelées les conditions de Bowen.
Montrons que log g = alog2+flogg € V(R/z) ou V(R/7) = {f : R/y7 —
R : K; = sup K;(n) < oo} et Ky(n) = sup{| > i—y f(T*z) — f(T*y)| - y €
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B, (z,€)} pour tout n € N. Comme T est positivement expansive pour la
constante §, on pose Var,(f) = sup{|f(z) — f(y)| : y € Ba(z,7)}. Or
Var,(logg) < |8](3)". Et donc par [Bal00, Lemme 1.4] logg € V(R/7)
car y_ >, Vary(logg) < oo. On peut alors appliquer [Bal00, Théoreme 1.9
qui assure l’existence d’une unique mesure d’équilibre associée a log g, i.e.
Vect(log2,log g) C D(R/7). O

On a par définition: int(y(P(X))) =] — %, 1].

.
Nous allons maintenant prouver le Théoréeme [KOI13, Théoreme 2| dans

le cas de notre exemple.
Théoréme 5.3.3. [KO13, Théoréme 2] On a :

1

dimpy (Sy) = dimp(R/7\Ny) = dimg (R /7\Ny) = D(X) pour X €] — Y

dimpy (S)) = dimg(Ny) = D(N) pour X € [0, 1].

0).

De plus, D est une fonction réelle analytique avec D(0) =1, D”(0) <0 et

iy >0 sideg] -3,
D(/\)_{ <0 siA€]0,1]

De plus, il eziste une unique mesure d’équilibre vy € Ep(X) tel que D(N\) =
hrla) 0 (83) = 1 et dimp (vy) = D(N).

log2 ~’

0f

Pour prouver ce Théoreme, nous allons commencer par montrer 4 lemmes
préliminaires.

Lemme 5.3.4. [KO13, Lemme 2] dimy(S}) = D(X) pour A €] — £, 1[. De
plus, il existe une fonction réelle analytique p :] — %, 1[— R tel que pour
lunique mesure l’équilibre vy € Ep(X) du potentiel p(\)log gy — D(N)log2,
on ait :

hT(V)\)

v (Sy) =1, D()\) = o 2 et dimg(vy) = D(X).

Preuve. L’entropie métrique de T est semi-continue inférieurement et

Vect(log2,logg) € D(R/z) par le Lemme [5.3.2l On peut alors appliquer
[Bar(08, Théoréme 10.1.4]. De plus, comme T est expansive sur R/7 et C*,
on peut appliquer le résultat de [Bar(8, Exemple 7.2.5] et on obtient que
dimy(S}) = dimjeg2(Sy). On obtient alors en particulier que pour tout
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A €] — 5,1, dimyg2(S}) = D(N).

On pose F\(p) = P(plog g, —dimg S5 log 2). Cette fonction atteint son mini-
mum en un unique point que 'on note alors p(A). On note alors v € Er(R/7)
I'unique mesure d’équilibre de la fonction p(A)log gy — dimpy(S)log2. Et
vA(Sy) = 1, dimpego vy = %;5) = dimyee2(S). On a aussi D(N\) = %.
Et par 'exemple [Bar08 7.2.5], dimy,go vy = dimpy vy. De plus par [Bar(8,
Théoreme 10.3.1], p est une fonction analytique. ]

Lemme 5.3.5. [KO13, Lemme 3] D est une fonction analytique réelle tel
que D(0) =1, D"(0) <0 et

iy >0 sideg] -3,
D(/\)_{ <0 siA€]0,1]

Preuve. Cette preuve est tirée de [KOI13, Lemme 3], elle méme adaptée de
[Bar08, 10.3.1]. On considere la fonction réelle analytique Q(6,p, ) =
P(p(cos2mx — X\) — dlog2). Par [Bar08| 10.3.1], le systeme d’équations :

0f

[ Qo <o 5
G2(D(AN),p(A),A) =0
détermine une fonction réelle analytique (D, p) :] — 1, 1[— R2. Ces équations
sont équivalentes a :
hr(vy) + va(p(A) cos(2mx)) = p(A)XN + D(A) log 2
N : (4)
vx(cos(2mx)) = A

en utilisant v, la mesure d’équilibre définie dans le lemme précédent.

Dans la suite de cette preuve, toutes les dérivées de (), seront prises en
(D(A),p(A), ). On peut dériver par rapport a t, la premiere ligne de (3), et
on obtient :

A

2Q
35

Puis la seconde et en substituant D’(\) grace a (5), on a :

I S5
PN = 54 (1—p(A)a—cf’>- (6)

Q
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Par (3) et comme D(0) = %:2) = lalors Q(D(0),p(0),0) = P(p(0) cos(2mz)—
log2) = 0. Ainsi par la Proposition [£.2.3] P(p(0) cos(27z)) = log 2. De plus,
P(0) = hiop(T') =log2. On obtient alors que p(0) = 0.

Ainsi par (5), D'(0) = 0. On dérive alors I'expression (5) et on obtient :

\ D'NGE +1'(N) gy + 5555
D”()\) _ pa(_Q) —p(A) 6 (@)2 950p | 5O (7)
a5 5

Or Z9(D(A),p(A),A) = 0 car Q(D(A),p(A),A) = 0 pour tout X € R. Et

avec (5), on obtient :

» o i / Y ’ aZ_Q / 8262
D) = g (¥ - D) (P g ) )

Or la fonction p — Q(6, p, A) est strictement convexe car cos(2piz) n’est pas
cohomologue a une constante. On obtient alors par (6) que:

1
/
P(0) = 55— >0, (8)
£2(1,0,0)

et par (8) que :

YO PO
% log 2

D”(0) = <0. (9)

On considere maintenant C' :]A\yin, Amax[— [0,1] X R définie par C(\) =
(D(A),q(X)). Cette fonction vaut (1,0) pour A = 0. Comme sign(D’'(\))=

sign(g(A)) par (5), D(X) peut changer de signe seulement si p(\) = 0. Or si
p(A) = 0 alors P(0) = D(A)log2 donc D(A\) = 1 (car P(0) = hyp(T)) iee.
A = 0. Comme D”(0) < 0, D'(0) = 0 et que D' ne peut changer de signe
quen A = 0 alors on obtient que D’(A) > 0 pour A €] — 3,0[ et D'(X) < 0
pour A €]0, 1]. O

Soit n € P(R/7), on définit pour = € R/z, :

— , logn(B(z,r
dy(z) = hIIl jélp 08 MBAL 1)) l(og(r )

et d,(z) = liminf w.
" r—0 logr
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-3 o _ 1:..-logn(B(z,r))
Si d,(z) = d, (), on note d,(z) = 113%77107.
Par exemple, pour tout x € R/7, dy,(x) = 1 ot m est la mesure de

Lebesgue sur R/7.
Sin € P(R/z) est une mesure a support fini alors,

d,(z) = 400 si x € supp(n).
d,(z) = 0 sinon.

On définit aussi les ensembles :

Ny ={z eRjy :T(z) > \}
et, Ny = {z € R/z : limsup "™ (2) < A}

n—oo

Lemme 5.3.6. [KO13, Lemme 4] Soit X\ €] — 3, 1[. Il existe ny € P(R/z)
telle que n\(Sy) =1 et :

1. d,, (x) = D(t) pour ny-presque tout x € R/y,

2. d,, (r) < D()\) pour tout x € S},
8. d, (x) < D(X) pour tout v € R),
4. dy, (z) < D(X) pour tout x € Ny si A €]0, 1] et
5. d,, () < D(X) pour tout x € N{ side]—1L0L

Preuve. Pour la preuve de ce lemme, nous ne pouvons ni utiliser ’article
[KO13|, ni la référence qu’ils utilisent [Bar0O8, Lemme 12.3.3 et Théoreme
12.3.1] car notre transformation 7" n’est pas inversible.

Néanmoins nous pouvons obtenir la preuve du lemme grace a [PWIT,
Lemme I1.2] qui ne nécessite pas I'inversibilité de T. O

Lemme 5.3.7. [KO13, Lemme 5] Pour X €] — 3,1, on a :
dimp (S)) = dimy(R}) = dimp(S}) = D(A).
De plus, dimg(NY) = D(\) pour \ €] — %, 0]
et dimp(N5) = D()\) pour X € [0,1].
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Preuve. Soit A €] — 1,1[, on considere 7, définit dans le lemme précédent.
Par [Bar08, Théoreme 2.15], comme d,, (z) = D(t) pour ny-presque tout
r € Ry et m(S5) =1 = m(R)) (car S C R)) alors dimpy(S}) > D(N)
et dimy(R}) > D(N). Or par la Proposition {.1.2) D(\) < dimy(S}) <
dimp(S5). De plus par [Fal97, Proposition 2.5], comme d,, (¥) < D(X)
pour tout x € S\ et d, (z) < D(A) pour tout € R) alors dimy(S}) <
dimp(S}) < D(N) et dimy(R)) < D(X).

Si A €]0, Amax[, comme d,, () < D(X) pour tout z € Ny alors par [Fal97,
Proposition 2.5], dimp(N/\z) < D()), la propriété reste vraie pour A = 0 car
D(0) =1 et dimp(R/z) = dimy(R/7) = 1. De plus comme S} C N5, par le
[Bar(08, Théoréme 2.15], comme d,,, (z) = D(t) pour n, presque tout x € R/7,
dimp(N5) > dimpg(NY) > D()).

Si A €] —3,0[, comme d, (x) < D()) pour tout x € Ny alors par [Fal97,
Proposition 2.5], dimy(N5) < D()), la propriété reste vraie pour A = 0 car
D(0) = 1. De plus comme S} C N)\S, par [Bar08, Théoreme 2.15|, comme
d,, (x) = D(t) pour 1, presque tout z € R/z, dimp(Ny) > D()). O

On peut maintenant prouver le Théoreme 5.3.3|

Preuve. Comme S} C S\ C R} alors dimy(Sy) = D(X) pour A €] — 3, 1] par
le lemme précédent.

Soit A 6] - %,0], D()\) = lim,\//q D(/\/) = 1im)\//l)\ dlmH(S)\/) S
dimy (R/7\N)) car D est continue (Lemme et Sy C R/z\N) pour
A" < A. De plus par le Théoreme , R/7\Nx C {T'y > 0} = N{. Donc
dimg (R/7\Ny) < dimp(R/7\N,) < dimp(N5) = D()). Ainsi

Soit A € [0,1[, D()\) = lim,\/\A D(/\/) = 1im>\/\>\ dlm(S)\/) < dlIIlH<N)\)
car D est continue (Lemme et Sy C N, pour X > A. De plus par
le Théoreme et comme log g est borné, Ny € {T'y < 0} € Ny U Rj.
Donc dimg(N,) < max{dimg(Ny),dimg(R))} = D()), ainsi dimg(Ny) =
D(\). O

Proposition 5.3.8. [KO13, Corollaire 5] dimp(Ny) =1 pour A €0, 1].

Avant de prouver cette proposition, nous avons besoin de quelques infor-
mations sur les espaces de Baire [Sch70, chapitre XXI]. Une des définitions
d’un espace de Baire est qu’'un espace topologique est de Baire si toute union
dénombrable de fermés d’intérieurs vides est d’'intérieur vide. Le lemme de
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Baire nous donne des conditions nécessaires pour étre de Baire. En partic-
ulier, tout espace localement compact est de Baire. R/7 est compact (donc
localement compact), c’est ainsi un espace de Baire.

On définit aussi un espace maigre par : E est dit maigre lorsqu’il est con-
tenu dans une réunion dénombrable de fermés de E qui sont tous d’intérieur
vide. Si E est maigre, on dit que son complémentaire est comaigre. Dans un
espace B de Baire, on vérifie facilement :

e qu'une partie de B est comaigre dans B si et seulement si elle contient
un G dense.

e qu'une partie de B qui est comaigre dans B ne peut pas étre maigre
dans B (on dit qu’elle est de deuxieéme catégorie). En effet, sinon B
s’écrirait comme une réunion dénombrable de fermés de B qui sont tous
d’intérieur vide et comme B de Baire alors B serait d’intérieur vide dans
lui-méme, ce qui est absurde.

Passons donc maintenant a la preuve de la Proposition[5.3.8] On retrouve
les arguments de cette preuve dans |[Orpl5| (dans le paragraphe apres la
proposition 2.3).

Preuve. On a vu que N, est soit vide, soit un G5 dense dans le Corollaire
Or pour A €]0,1[, N, n’est pas vide.

Par la Proposition @7 dimp N = inf{sup, dimp(F}) : Ny C UsenFi}
ou l'inf est pris sur tous les recouvrement fermés dénombrables de N). Con-
sidérons un tel recouvrement, alors U;enF; est comaigre car Ny est un G
dense. Donc U;enF; n'est pas maigre c’est a dire qu’il existe ¢+ € N tel que
int(F;) # 0. Donc il existe z € R/ et r > 0 tel que B(x,r) C int(F;). En
particulier, 1 = dimpB(z,r) < dimgF;. Ainsi dimp N = 1. O

On a donc directement par le Théoreme [5.3.3] et la Proposition |5.3.8 que
dimp(Ny) = 1 > D(N\) = dimg(N,) pour A €]0,1[. En particulier cela
nous donne des exemples ou la dimension de packing et celle de Hausdorff
ne coincident pas.

On peut aussi définir I'ensemble Ay = {(z,s) € R/z x [0,1] : gx(z) < s <
1} pour A € R.

Théoréme 5.3.9. [KO15, Théoréme 3] On a :

dimy(Ay) = dimp(Ay) = D(A) + 1 pour \ €] — %, 0].
dimg (Ay) = dimp(Ay) =2 pour A € [0, 1].
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Preuve. Soit A\ €] — 1,0]. Soit X' €] — ,A[. On considére la probabilité
Ny définit dans le Lemme m v (Ugens{qn < 1 — %}) = nv(R/7\Ny) >
Ny (Sy) = 1car Sy C R/7\N, pour X < A. Ainsi il existe un rang ko € N* tel
que v ({gn < 1— k—lo}) > 0. On note alors 7y la restriction de 7, a I’ensemble
{pn < 1-— %} Comme dj,, (z) = d,,,(z) = D()\') pour 7y presque tout X,
alors par [Bar08, Théoreme 2.1.5] dimp ({gx < 1—5-}) > dimy(7x) > D(X).
De plus dimp({gy < 1 — klo}) > limy « D(X) = D(A). Ainsi par [Tri82,
Théoreme 3], dimy(Ay) > dimp({gr < 1 — 5=} x [1 = ¢,1]) > dimpg({gx <
1= P Adimp ([1-4,1]) > D(A)+1. De plus, en utilisant le Théoréme|5.3.3
et [1ri82, Théoreme 3|, on obtient : dimp(Ay) < dimp(R/7\Ny x [0,1]) <
dimp(R/7\N,) + dimp([0,1]) = D(A) + 1. Donc dimp(A,) = dimpy(Ay) =
D(\)+1

Soit A € [0,1], comme pour tout x € R/7, ¢\(x) est décroissant en A
alors I'ensemble A, est croissant en A. Donc dimp(Ay) > dimy(A,)) >
dimpy(Ag) = 2. Or Ay C R/7 x [0,1] donc 2 > dimp(Ay) > dimg(A,). O

6 Cas sur-critique

6.1 Théoreme ergodique semi-uniforme

Le Théoreme ergodique de Birkhoff donne une convergence v-presque stire des
sommes partielles lorsque v est une mesure ergodique . Cependant dans notre
étude X est compact. On peut donc obtenir sous certaines conditions une
convergence uniforme, notamment si le systeme est uniquement ergodique.

Définition 6.1.1. On dit que le systeme dynamique (X, B(X),T) est unique-
ment ergodique s’il admet une unique mesure borélienne invariante.

Théoréme 6.1.2. [Ozxt52, 5.1] Soit f: X — R une fonction continue. Si T
est uniquement ergodique alors,

n—1
1 )
— E f(T'z) — [ fdv
n s n—00

converge uniformément ou v est l'unique mesure ergodique du systeme.

On peut généraliser ce Théoreme au cas ou T n’est pas uniquement er-
godique mais ou l'intégrale de f contre une mesure T-invariante ne dépend
pas de la mesure :
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Théoréme 6.1.3. [Her83, Lemme de la partie 5.4] Soit f : X — R une
fonction continue. Si il existe a € R tel que pour tout v € Pr(X),

/fdy:a,

alors
1 n—1
— Zf(Tix) — a
n ZZO n—oo

converge uniformément.

Dans le systeme (R/7z, B(R/7),T) défini en partie 1.3, 'hypothese du
Théoreme précédent est fausse. On ne peut donc pas espérer obtenir une
convergence uniforme. Cependant, comme 7' est continue, on peut quand
méme obtenir le Théoreme ergodique semi-uniforme suivant :

Théoréme 6.1.4. [SS00, Théoréme 1.9] Soit f : X — R une fonction con-
tinue. St il existe a € R tel que pour tout v € Pp(X),

/fdyga.

Alors pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N :

n—1

%Zf(Tix)Sa—l—e

i=0
pour tout x € X.

Exemple 6.1.5. Considérons le systéme (R/z, B(R/7),T) défini en partie
1.5.

[ —loggdv € [—3,1] pour toute mesure v € Pr(R/z) par la partie 3.2.
De plus, T : Rjy, — R/y est une transformation continue et R/y est un
espace métrique compact. Et —logg = cos(2mx) est une fonction continue.
On peut donc utiliser le Théoréme ergodique semi-uniforme[6.1.4). Alors pour
tout € > 0, il existe N € N* tel que pour tout n > N, pour tout v € R/y :

1n
n <

gl

—e< —logg(T'r) <1+c¢.

N | —
I
=)

(2
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En particulier, on a pour tout x € R/y :
14 1
liminf — —1 Tiz) > —=
im in n; ogg(T'z) > =7,

n—1

1 .
t li — -1 T'x) < 1.
e 1msupnz; ogg(T'z) <

n—o0

C’est a dire que pour tout x € R/y, les valeurs d’adhérence de la suite
(% Z?:_OI —1log g(T'x))nen+ appartiennent o [—3,1].

n

6.2 Continuité de ¢,

Apres avoir étudié le comportement de N, dans la bifurcation, nous allons
maitenant étudier le cas sur-critique, c’est a dire A > Ajax OU Apax =
ian{supyepT(X) flog grdv > 0}. Dans la partie 5, on avait défini dans le
cadre de l'exemple Apax comme sup,cpx) f loggdr. Cependant, dans le
cadre de notre exemple, ces définitions sont équivalentes grace a la relation
log g» = A + log g pour tout A € R.

Nous allons montrer que dans ce cas, avec quelques hypotheses
supplémentaires, la fonction ¢, est continue. On sait déja que ¢, est semi-
continue inférieurement par le Lemme [2.1.9. En effet, ¢\ s’exprime comme
un supremum de fonctions continues par la relation suivante :

g () = sup (M (2,0).
neN

Nous allons maintenant écrire ¢, comme un infimum de fonctions continues
pour que ¢, soit semi-continue supérieurement et donc continue. Pour cela,
nous utiliserons le Théoreme ergodique semi-uniforme [6.1.4

Nous pourrons obtenir ce résultat uniquement en supposant qu’il existe
une loi /1) admettant un moment d’ordre 2 et qui domine stochastiquement
[y pour tout z € X.

Commencons par montrer que la fonction ¢, est borné supérieurement
par une constante strictement inférieure a 1.

Lemme 6.2.1. Soit A > A\pax. 1l eziste Ky < 1 tel que gx(x) < K pour tout
rz e X.

Exemple 6.2.2. Dans le cadre de l’exemple de la transformation x — 2x, il
est beaucoup plus facile de trouver une constante Ky qui convient. En effet :
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Remarque 6.2.3. Pour tout A € R, pour tout x € R/,

o(z) < x(0).

Preuve. Soient A € R et x € R/fy. La loi de reproduction a la n-ieme
génération de du processus Z,(z) est une loi de Poisson de parametre e* 527
qui domine stochastiquement une loi de Poisson de parametre e’ qui corre-
spond a la loi de reproduction & la n-iéme génération du processus Z,(0). Par

définition de ¢y (z) = P(B(z)) ou B(x) = O@Q{Zn(l') = 0}, on a la conclusion

demandé. O

Zn(0) a donc pour loi un processus de Galton Watson classique ayant
comme loi de reproduction une loi de Poisson de paramétre e*".

Dans le cas ou X > 1, la loi de reproduction a alors pour espérance e* ™1 >
1. Donc par les résultats classiques sur les processus de Galton Watson, on
sait gr(0) < 1. En particulier, q\(0) < 1 est égale a la plus petite solution
dans [0,1] de Iéquation: exp(e*(s—1)) = s. On posera alors Ky = ¢,(0) <
1.

Passons a la preuve dans le cas général :

Preuve. Comme A > Ay, pour tout v € Pp(X),

/logg,\ dv > 0.

Il existe donc & > 0 tel que pour tout v € Pr(X),

/logg,\dy>5

par compacité de Pr(X) (car X est compact). Par le Théoreme ergodique
semi-uniforme [6.1.4} il existe N € N tel que pour tout n > N, pour tout
r € X,

1 5
— E log gy > —.
n 2
k=0
En particulier, pour tout z € X,

N
0uo\ (w,1) > exp (%) =1+1
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avec n > 0. Or il existe C' > 0 tel que 85278g0)\(x,t) < C pour tout = € X
et t € [0,1] car il existe une loi fiy admettant un moment d’ordre 2 et qui
domine stochastiquement py, pour tout x € X. Alors il existe C' > 0 tel

que E)ﬁ)sgog\N)(a:,t) < C pour tout © € X et t € [0,1]. On obtient cette

majoration en dérivant deux fois I'identité 1 du Corollaire [2.1.4]: ng\N) (x,t) =

on(m, ox(Tx, ...on (T L, (TN 12, 8))...)). Ainsi il existe Ky < 1 tel que
pour tout z € X, pour tout t € [K}y, 1],

aggog\N) (z,t) > 1.

Or pour tout =z € X, gog\N)(x, 1) = 1, ainsi @E\N)(x,K,\) < K. Ainsi, pour
tout z € X, pour tout n € N,

IV (@ Ky = o (2, 00 (TN, K))) par le Corollaire 214

S Spg\Nn) (‘7:7 K)\)

car gog\nN)(x, ) est croissante et o\ (T""z, Ky) < K.

Ainsi pour tout z € X, la suite ((pg\"N) (x, K)))nen est décroissante. Comme

de plus, pour tout n € N, pour tout x € X, go(AnN) (x,0) < gp&nN) (x, K)) alors
Q)\(l‘) S K,\. O

Lemme 6.2.4. Soient A > A\ et © € X. Montrons que la suite
(gp&”N)(:v, K)))nen converge vers qx(z).

Preuve. Soient A > 1, z € X et n € N. o!"™(2,0) < " (2, K,) car
gof\nN)(x, .) est une fonction génératrice des probabilités donc en particulier

elle est croissante. Comme gog\nN) (x,0) croit vers ¢y(z), il nous reste a montrer

que "™ (z, 1) — "™ (2,0) — 0.

Pour cela nous allons utiliser [AK71, Théoreme 5|. Ce Théoreme nous
dit qu’étant donné une suite de loi de reproduction, la fonction génératrice
des probabilités associée a la taille de la population a la n-ieme génération
converge vers une fonction g pour tout s € [0, 1]. De plus, ou bien ¢(s) = g(0)
pour tout s € [0, 1] ou bien g est strictement croissante sur [0, 1[. On est dans
le second cas si et seulement si

o0

Y (=P, =1)) < o0,

n=1
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ol pour tout n € N*, Y,, est une variable suivant la loi de reproduction de la
n-ieme génération.
Dans notre cas, pour tout x € X,

N
0up\ (1) > exp (%) =1+n

avec 77 > 0. Comme il existe C' > 0 tel que aisapgN) (z,t) < C pour tout

reXette [0,1]. Alors il existe 0 < K, < 1 tel que pour tout z € X, pour
tout ¢ € [K), 1],
1

(9590§\N)(9c,t) > 1+ 7

Ainsi K, — ng\N)(x, f(,\) > (1— f(,\)g > 0. En particulier, pour tout n € N,

(n+1)N ~
1-K

S (1—Pr;=1)) > L=
k=14+nN 2K,

ou pour tout k& € N*, Y, est une variable suivant la loi de reproduction de la
n-ieme génération. Ainsi,

> (1=P(Yp=1)) = 0.
k=1
(nN) IS .
Donc, ¢y (z, Ky) — ¢y '(2,0) — 0 par [AK7I, Théoreme 5. ]

Théoreme 6.2.5. Pour tout A > A\y.x, la fonction q\ est continue.

Preuve. Par le Lemme [2.1.9, ¢, est semi-continue inférieurement. Par les
deux lemmes précédents,; gy(z) = inf,ey @E\N") (x, Ky) et pour tout n € N,
gpf\n)(., K) est continue. Ainsi ¢, est semi-continue supérieurement, donc gy

est continue. O

Ce dernier Théoreme nous donne donc la continuité de la fonction ¢, dans
le cas ou A > Ajax. Cependant, on pourrait se demander si la fonction gy
n’est pas plus réguliere.
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A Code 1 : simulation du graphe de ¢,

On peut simuler le graphe de g, en 'approximant par le graphe de gog\n) (x,0)
avec n suffisamment grand. Dans ce code, j’ai pris n = 50.

1 import numpy as np
2 import random as rnd
3 from matplotlib import pyplot as plt

5 N=1000
6 1=0.5

10 def phi(x,s,l):
11 return np.exp((s-1)*np.exp(l-np.cos(2*x*np.pi)))
12

13 def phi_n(x,s,l,n):

14 if n==0:

15 return s

16 else:

17 return phi(x,phi_n((2*x+10%*(-8)*rnd.gauss(0,1))%1,s, |

<~ 1,n-1),1)
18
19
20
21 X=np.array([i/N for i in range (N)])
22 Y=phi_n(X,0,1,50)
23
24
25 plt.plot(X,Y,color='green')
26 plt.show()
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