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Devoir numéro 3 : Orientabilité et théoréme de Sard

1. SUBMERSIONS ET ORIENTABILITE
Dans cet exercice, on étudie une condition nécessaire pour qu’une sous-variété soit I’ensemble de niveau d’une submersion.

(a) Soient 1 < n < m des entiers, M une variété de dimension m, et p € C1(M,R™~™). Soit a une valeur réguliere de o de
préimage non vide, et N := ¢~ 1({a}). On note B(IV) I’espace des bases transverses a N, c’est-a-dire :

B(N) :={(z,vns1,---,0m) : TEN, (Unt1,-.-,0m) € (TM)"™ ", Vect(vni1,y .- 0m) ® TN =T, M}.

Montrer que 1’on peut munir N d’une orientation transverse, ¢’est-a-dire d’une application o : B(N) — {£1} qui soit
continue, et telle que pour tout x € N, pour tout (vy11,-..,0m) € (T M)™ ™", pour tout A € GL(Vect(vpa1,---,0m)),

o(x, AUpi1, ..., Avy) = sgn(det(A))o(x, Uni1,y .-y Um).

(b) Soient 1 < n < m des entiers, U un ouvert de R™, et ¢ € C*(U, R™~™). Soit a une valeur réguliere de ¢ de préimage non
vide. Montrer que ¢~ 1({a}) est une sous-variété orientable de U.

(c) Onrappelle que I’on note P, (R) := S,, /4,4 1’espace projectif réel de dimension n. On identifie P; (R) a Po(R) N {z = 0}.
Montrer que IP; (R) n’est pas ensemble de niveau d’une valeur réguliere d’une application € C!(Py(R), R).

2. PLONGEMENT DE WHITNEY
Le but de cet exercice est de montrer une forme faible du théoréme de plongement de Whitney' :

Théoréme 1.
Soit n > 0. Soit M une variété réelle C*° compacte de dimension n. Alors il existe un plongement de M dans R?" 1,

On rappelle qu’étant donné une telle variété M, il existe N > 0 et un plongement de M dans R™V. Le but est donc de contrdler la
dimension IV de ’espace d’arrivée. Dans ce qui suit, on fixe I’entier n et la variété réelle compact lisse M. De plus, étant donné
N >0et X € Sy_1, 0n note mx la projection orthogonale parallelement a Vect(X).

(a) Soient N > 0ety: M — RY un plongement de M. Supposons que N > 2n + 1. Montrer que mx o ¢ est injective pour
presque tout X € Sy_1. On pourra construire une application bien choisie g : ¢(M)?\ A — Sx_1, ot A est la diagonale
de p(M)2.

(b) Soient N > Oetp : M — RY un plongement de M. Supposons que N > 2n + 1. Montrer que Tx o ( est une
immersion pour presque tout X € Sy_;. On pourra construire une application bien choisie? g : T'p(M)y — Sy_1, o
To(M)o = {(x,v) :z € (M), v € Tpo(M) \ {0}} est un ouvert de la variété tangente a p(M).

(c) Conclure.

ILa version forte améliore la dimension de 1’espace d’arrivée de 2n 4 1 & 2n.
2En travaillant avec la projectivisation de 7'M, on peut gagner une dimension: cet argument reste valable pour N > 2n.



