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Exemple
P Probleme

Avec une collection de modeles

Un exemple illustratif
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Exemple Probleme

Avec une collection de modeles

Observations

60 observations bruitées d'un signal

Y,':f(t,')—}-of,', i=1,...,60
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Exemple Probleme

Avec une collection de modeles

Observations

60 observations bruitées d'un signal
Y,':f(t,')—}-of,', i=1,...,60

avec
e t; =1i/60, pour i=1,...,60,
o les g; i.i.d. N(0,1),

@ le niveau de bruit ¢ inconnu.
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Observations

Exemple

Probleme

Avec une collection de modeles

Data n=60
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Exemple Probleme

Avec une collection de modeles

Les moindres carrés

Estimateur " naif "

20 20
F(t) =20+ 3jcos(2mjt) + > bysin(2mjt)
j=1 Jj=1

~

avec (&j, bj) minimisant les moindres carrés
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Exemple

Probleme
ne collection de modeles

Les moindres carrés

Ordinary Least Squares p=41
4 T T T T T T T T T
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Exemple

Probleme
Avec une collection de modeles

comparaison au signal. ..

f(t) = 0.7 cos(t) + cos(7t) + 1.2sin(t) + 0.8sin(5t) + 0.9sin(8t)
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Exemple

Probleme
Avec une collection de modeles

Moindres carrés versus Signal

Ordinary Least Squares versus Sighal
4 T T T T T T T T T

least squares

_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.z 03 04 0.5 0.6 07 0.8 0.4 1

Christophe Giraud Estimation par mélange de Gibbs



Exemple Probleme

Avec une collection de modeles

Avec |'aide d'un oracle...

Un oracle sugere de chercher f sous la forme

F(t) = 81 cos(t) + 47 cos(7t) + by sin(t) 4 bs sin(5t) + bg sin(8t)

avec (31, a7, b1, bs, bg) minimisant les moindres carrés. . .
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Exemple

Probleme
Avec une collection de modeles

Oracle versus

Oracle versus Signal
4 T T v T T T T T T

-3
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Exemple
P Probleme

Avec une collection de modeles

Et sans oracle?

Collection d'estimateurs
Fin(t) = Z aj cos(2mjt) + Z Bm sin(27lj|t)
jemt jeEmM—

indexée par m=m*t Um~ € P({-20,...,20}),

~

avec (&;, bj) minimisant les moindres carrés.
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Exemple
P Probleme

Avec une collection de modeles

Et sans oracle?

Collection d'estimateurs

Fin(t) = Z aj cos(2mjt) + Z Bm sin(27lj|t)

Jjemt JjeEm—

indexée par m=m*t Um~ € P({-20,...,20}),

~

avec (&;, bj) minimisant les moindres carrés.

Quel estimateur f choisir?
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Exemple
P Probleme

Avec une collection de modeles

Premiere possibilité: Sélection d'un modele

Choix de f = fz avec /m obtenu par un critéere de sélection
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Exemple
P Probleme

Avec une collection de modeles

Premiere possibilité: Sélection d'un modele

Choix de f = fz avec /m obtenu par un critéere de sélection

Exemple. choix de m minimisant
n
crit(m) = (1 + pen(m)) Z(Y, — fr(t))?

i=1

avec pen(m) = 2|m|/41, 2|m|log(41)/41, etc...
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Exemple
P Probleme

Avec une collection de modeles

Une alternative: mélange des estimateurs

Choix d'une combinaison convexe (ou linéaire) des fp,

F= S Wk

meM

avec M = P({-20,...,20}) et les poids wy, fonctions de Y
seulement.

Quels w,,?
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Exemple
P Probleme

Avec une collection de modeles

Mélange de Gibbs versus Signal

Mixing wersus Signal
4 T T v T T T T T T

mixing i

Signal

-3
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Exemple

Probleme
Avec une collection de modeles

Mélange de Gibbs versus Oracle

Mixing wersus aracle
4 T T T T T T T T T

3k s mixing i

oracle

5t 4

_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.z 03 04 0.5 0.6 07 0.8 0.4 1
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Cadre statistique
de Gibbs

Performance

Retour a I'exemple

Mélange de Gibbs

Mélange de Gibbs
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Cadre statistique
) . M ge de Gibbs
Mélange de Gibbs P nee
Retour a I'exemple

Cadre statistique

Observations: Y; = pu;+oe;, i=1,...,n
avec

o u=(u1,...,1n) € R" et o > 0 inconnus
@ c1,...,ep 1.0.d. de loi N(0,1).
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re statistique
Gibbs
ormance
Retour a I'exemple

Mélange de Gibbs

Collection de modeéles

Collection de modeéles / estimateurs

@ une collection finie {S,, m € M} de sous-espace vectoriels
de R" (modeles)

A

@ im=1Is, Y.

Risque % E (||n — am?) = [l — Ns,pl|? + dim(Sm)o?

Estimateur: i =%\ Wnilm. Quels wy,?
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Cadre statistique
Mélange de Gibbs l\)/le}lran'ge ik Gl

Performance

Retour a I'exemple

Un estimateur (pseudo-)bayésien

Loi a priori sur

e Tirage d'un modele S, selon la probabilité 7,

e Tirage de p "uniformément” sur S,
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Cadre statistique
Mélange de Gibbs l\)/le}lran'ge ik Gl

Performance

Retour a I'exemple

Un estimateur (pseudo-)bayésien

Loi a priori sur

e Tirage d'un modele S, selon la probabilité 7,

e Tirage de p "uniformément” sur S,

Estimateur Bayésien de la forme i =) _\/ Wiy, avec

Tm LY = aml?
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Cadre statistique
Mélange de Gibbs l\)/le}lran'ge ik Gl

Performance

Retour a I'exemple

Mélange de Gibbs

@ Une mesure de Gibbs

Tm

Z exp(—ﬁlAJm), meM, >0

Wy =
minimise " |'énergie libre”

Fow) =" winlUn+ lD(W|7r)
meM 6

ot D(w|m) = >t W log (Win/7Tm) -
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Cadre statistique
élange de Gibbs

Performance

Retour a I'exemple

Mélange de Gibbs

Mélange de Gibbs

@ Une mesure de Gibbs

%" exp(—ﬁlAJm), meM, >0

W =
minimise " I'énergie libre"
A A 1
Fow) =" WimlUm+ 3 D(w|r)
meM
ot D(w|m) = >t W log (Win/7Tm) -
o ldée: prendre

e U, un estimateur du risque de fi,
e 7, poids fonction de la complexité de S,

Christophe Giraud Estimation par mélange de Gibbs



Cadre statistique
Mélange de Gibbs
Performance
Retour a I'exemple

Mélange de Gibbs

Choix de Um

Hypothese: S,, C S., Vm € M, avec dim(S,) < n

Estimation variance: 52 = ||Y — s, Y||?/N, ou
N, = n—dim(S,)
Choix de U

_INs.Y ~fiml? | 1

Un =2 3 Lm ot Ly >dim(Sy)/2.
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Mélange de Gibbs Performance

Retour a I'exemple

Théoreme

Sous les conditions

log n

n>3, [f<1/4 and N, >2+¢(4ﬁ)

avec ¢(x) = (x — 1 —logx)/2, on a
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Mélange de Gibbs

Retour a I'exemple

Théoreme

Sous les conditions

log n
n >3, <1/4 and N, >2-+ ,
p<1f o(49)
avec ¢(x) = (x — 1 —logx)/2, on a
E (|p— al?)
, 52 | o2
< i — P _
< (e o, {ln— s, + % (Lo —togmm)  + T

ol e, = (2nlogn)~t et 5% = 0 + || — Ms, p||?/ N



Mélange de Gibbs

Retour a I'exemple

Théoreme

Sous les conditions

log n

o(48)°

n>3, [f<1/4 and N,>2+

avec ¢(x) = (x — 1 —logx)/2, on a
E (|lu—Al)

=2
< (e T g [Z e Ol o2/ L
meM

0.2

+

2logn
o2

=2
< (1 inf N2+ Z (L — |
< (e o, {ln— syl + % (Lo —togmn)  + -7

ol e, = (2nlogn)~t et 5% = 02 + || — Ms, p||?/ N



Mélange de Gibbs Performanc

Retour a I'exemple

Esquisse de preuve

Faits:
~ _ 2 N
QE [”“;5”2} < l=Renl® | g (1+én)Fﬁ(w)] — dim(S.)
@ Fj(w) < Fj(«) pour toute probabilité o sur M.

d’oil
E [l —al?] <
-nN 2 L D
(1+e,)52 [Z Om [”“ 525"’“‘ n ﬂ”’} i (Zm + nepo?
meM

+ optimisation en a.
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istique

Mélange de Gibbs E‘G"hbs

©
Y
P
R

ce
etour a I'exemple

Choix des parametres de I'exemple

e Famille de modeles indexée par M =P ({-20,...,20})

e Distribution 7, = (14 1/p) Pp~I™l avec p = 41, et

W, X p_‘mI exp (ﬁHﬁmH2/62 — ]m\) , avec 3=1/3
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istique

Mélange de Gibbs E‘G"hbs

©
Y
P
R

ce
etour a I'exemple

Choix des parametres de I'exemple

e Famille de modeles indexée par M =P ({-20,...,20})

e Distribution 7, = (14 1/p) Pp~I™l avec p = 41, et

W, X p_‘mI exp (ﬁHﬁmH2/62 — ]m\) , avec 3=1/3

e Probleme: | M| = 2* ~ 2000 milliards. . .
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atistique
Mélange de Gibbs d“G‘hbS

e nce
Retour a I'exemple

Un seuillage mou

Dans le cas particulier ou:
O M=P({1,...,p})
Q S, =span {7], jE€ m} avec {7{,...,7,;} famille o.n. de R”
Q@ mn=>01+p ) Pp e pourme M, a>0
Q L, =b|m|, avec b>0

onafi=3",55(Z/8)Zvj ou

2
eh?

— v, =
Zi=<Y,vi> et Sg(z)_paeb+eﬂz2.
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ire statistique

lange de Gibbs
Pe nance
Retour a I'exemple

Mélange de Gibbs

Coefficient de "shrinkage” sg(z), pour p = 41

Mélange / seuillage: p=41, =05, a=1, b=1

T
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Mélange vs Sélection

Mélange versus Sélection
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Mélange vs Sélection

Mélange versus Sélection

Points forts Points faibles
@ constante 1 4+ ¢, @ ne sélectionne pas un
@ combinaison convexe modele
(mélange de modeles) @ Hypothese: S, C S,
Vme M

Probléeme numérique: | M| potentiellement trés grand. ..
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Mélange vs Sélection

Seuillage mou versus Seuillage: rapport des risques 1-D

Rapport des risques meélange / seuillage: p=100, B=0.5 et a=1
T T T T

14 T

Rapport des risgues

0.75 L L L L L L L L L
o al 2 3 4 =) ] 7 g k=] 10

Intensité du signal
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