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Introduction St
(MAP-STA1)
Christine Keribin
» On dispose d'un échantillon de 6 relevés du temps de
trajet (en min) domicile/bureau d'un employé

x=(15,17,15,18,16,15)
1
X == x;i =16

1. Quelle est la durée moyenne d’'un trajet sur I'année ?

Introduction

2. Peut-on affirmer avec peu de risque que la durée
moyenne d'un trajet est supérieure a 15 min?

3. La durée d'un trajet a-t-elle augmenté d’'une année sur
I'autre ?

4. Y a-t-il des facteurs qui influencent la durée de trajet?

5. Quelle sera la durée d'un trajet demain?
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. Modélisation
I ntrOd uCtIOn Statistiqtue

(MAP-STA1)

Christine Keribin

Introduction

» Population : ensemble d’objets "équivalents" (individus,
unités statistiques), sur lesquels on observe des
caractéristiques (variables qualitatives ou quantitatives)

» finie : recensement
» infinie : sondage
» Etude de la variabilité

> Statistique exploratoire / statistique inférentielle
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Statistique inférentielle Statisaue.

(MAP-STA1)

Christine Keribin

Introduction

» Probabilité : étudier les propriétés d'une loi connue

» Statistique : a partir d'un ensemble d'observations
d'une loi inconnue, inférer des propriétés de cette loi
pour répondre a une question

< résoudre un probléme inverse

> Modéliser
» Estimer
» Utiliser a des fins explicatives ou prédictives
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Modélisation

Quelques objectifs de la statistique inférentielle Statistiave

(MAP-STA1)

Christine Keribin

Introduction

» estimation : valeur d'un paramétre d'intérét, intervalle
de confiance

P test : comparaison a une situation de référence, de deux
échantillons, ...

» prédiction pour une nouvelle unité non encore observée
» classification dans un groupe

Problématiques :
P construction, comparaison, choix des procédures

» fiabilité (risque) de I'information obtenue ?
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Objectifs du cours STA201 Statisaue.

(MAP-STA1)

R N o Chrictine Kerib
Etre capable, en utilisant les bases de la statistique ristine Kerlbin

mathématique, de : Introduction
» définir une modélisation adaptée a un jeu de données
» construire des estimateurs (MV, MC)
» étudier le risque, I'efficacité et I'asymptotique
» construire des tests et ICs (Wald, RV)

v

travailler avec le modeéle linéaire

> estimer un modele statistique (linéaire) avec un logiciel
(R) et interpréter les résultats obtenus

» prendre en compte le risque de toute décision
statistique.

Le cours STA201 est un prérequis des cours

P STA202 (séries chronologiques), dans lequel seront développés les modeles d'observations non
indépendantes

> STA203 (apprentissage statistique), dans lequel seront développés les modéles de régression non
linéaires, logistique, ... et la prédiction ( < machine learning)
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Modélisation

Eval Uatlon Statistique

(MAP-STA1)

Christine Keribin

Introduction
Note = (PR+EX)/2

> EX : examen qui pourra comporter des questions
théoriques et des questions pratiques d'interprétation de
résultats.

> PR : projet a rendre par binbme

Chargés de TDs : Jérémie Capitao-Miniconi, Olivier Coudray,
Guillermo Durand, Zacharie Naulet, Christine Keribin

documents, bibliographie, ... : moodle e-campus
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Modélisation

SO mma I re Statistique

(MAP-STA1)

Christine Keribin

Rappels

Rappels
Modéle
Estimation ponctuelle
Tests
IC
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Modélisation statistique St

(MAP-STA1)

2 ’ 7 . , . L. Christine Keribin
Modéliser I'expérience, c'est proposer une loi théorique pour

I"échantillon X = (X1,...,X,).
» Modele : M = (X", A", P) e

> espace mesurable (X", .A")

» muni d'une famille de lois de proba P = (Pg)sco
Quand il existe d € N* tel que © C R, le modele est
dit paramétrique

» Une observation est une variable aléatoire X a valeur
dans X" et dont la loi appartient a (IPg)sco

» Un n-échantillon i.i.d. est une observation
X = (X1,...,X,) de n variables aléatoires de méme loi
ng et indépendantes. Alors, IPj = (19)®"

» Les données sont les réalisations (valeurs) xi, ..., X,
prises par I'échantillon Xi,..., X,
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Exemples de modeles (simples) Seatisie.

(MAP-STA1)

Christine Keribin

» Etude de la moyenne (espérance) d'un temps de trajet :
M= (R, A" PF",0 € ©)

Xi ~iid P(u,0?)

» Comparaison du rendement de mais sous deux
conditions de culture

X~ N1y, 0%) et Y ~ N®™(uy, 0}2,) indépendants

» Estimation d'une proportion par sondage

M = ({0,1}", A", BE" 7 € [0; 1])

Xi ~iid B(1,)
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Ve . . s = . Modélisation
Régression linéaire (simple) Statistiaue

(MAP-STA1)

Christine Keribin

Yi|X,-:x,- =a+ Bx;+e¢€jol €| X=x ~i.i.d. £(0,0'2/n).

Modéle

120 140
L L

cancentration d'ozone
100
L

®  observation
A pstimation
— drolte de régression
T T T T
15 20 25 30

température & midi

Figure — source des données : Cornillon et Matzner-Lgber, 2007
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Modélisation

Modele paramétré identifiable Seatitique

(MAP-STA1)

Christine Keribin

Modéle

Définition
Un modéle a paramétrage dans © est identifiable si

\V/Q,Ql S @, Py = Py = 0=¢6
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Les étapes de la démarche statistique St

(MAP-STA1)

Christine Keribin

A partir des données d'un n-échantillon, déduire -ou inférer-
certaines propriétés du modele inconnu

Modéle
1. Acquérir et préparer les données
2. Définir un modeéle adapté a la situation observée.

3. Estimer les parametres du modele grace aux
observations.

4. Vérifier I'adéquation de I'estimation aux observations
5. Choisir entre des modéles

6. Utiliser le modele a des fins de décision ou de prédiction.
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Un objet mathématique : I'estimateur St

(MAP-STA1)

Christine Keribin

Soit §# € © € R le paramétre d'une loi Py et soit

X = (X1,...,Xp) un n-échantillon issu de cette loi
Définition

Une statistique est une variable aléatoire T, fonction

mesurable de I'échantillon et calculable a partir de
I'échantillon

Estimation ponctuelle

Th=t(X1,..., Xp).
Un estimateur est une statistique utilisée pour estimer un

paramétre ou une quantité d'intérét v(6)

» Notation T, =0, 0u T,="1.

» Exemples : estimateur empirique de I'espérance, de la
variance
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Modélisation

Performance en moyenne Statistiave

(MAP-STA1)

Soit U, un estimateur de v(6), fonction du paramétre d'une Clujtzili Falbll
loi Py :

» On appelle biais de 7, pour v(#) la valeur
be(l//\n) - IEQ(/V\n) — 7/(9) Propriétés

Si bp(Vn) = 0 pour tout § € ©, T, est sans biais pour
v(0)

» On appelle variance de U, la valeur
varg(7,) = Eq (7 — Eo(7n))?)
» On appelle risque quadratique de v, la valeur

Ro(7n) = (7 — 1(0))?)
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Décomposition du risque quadratique St

(MAP-STA1)

Christine Keribin
Ro(Dn) = varg(D,) + (bg(Pn))?

Définition
Un estimateur 61 de v(6) domine I'estimateur 6y si, pour
tout 6 € O,

Ry(61) < Ry(62),

cette inégalité étant stricte pour au moins une valeur de 0.
Un estimateur est admissible s'il n'existe aucun estimateur le
dominant.

» Soit Oy € ©. L'estimateur constant v, = 0y est-il
admissible ?

Il n'existe en général pas d'estimateur dominant tous les
autres — Recherche d'estimateurs UVMB
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Modélisation

Performance asymptotique Statistiave

PN . JOTEN o (MAP-STAL)
Soit 7, un estimateur de v(6), défini a partir d'une

observation de loi Py :

Christine Keribin
» U, est asymptotiquement sans biais pour v(0) :
Vo € ©, n||_>ngo by(vp) =0

» D, est consistant : U, tend en probabilité vers v(0)
quand n — o0 :

VO € ©, Ve, Jim_ Po(|vn —v(0)] >€) =0
» U est fortement consistant ssi
Vo € O, |P(9(n||_>rr;O vh=v(0))=1
» U est consistant en moyenne quadratique :
Vo € ©, nll_ggo Ry(7n) =0
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Vitesse de convergence St
(MAP-STA1)
Christine Keribin
Définition
Si un estimateur U, de v € RP de variance var(v,) =V, a
un comportement asymptotique tel que

Propriétés

V125, — v) 55 Ny (0, Id,)

on dit que I'estimateur est asymptotiquement normal. Si
nV, — Vu ot Vy > 0 est finie, on dit que la vitesse de
I'estimateur est en \/n

— Un estimateur est d'autant meilleur que sa vitesse de
convergence est rapide et sa loi limite concentrée autour de
0.

— || existe des estimateurs consistants non
asymptotiquement normaux
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L'approche test : exemple du test de Student Statisaue.

(MAP-STA1)

Christine Keribin

Choisir entre deux hypothéses (Hp) et (Hy), en calibrant le
risque de premiere espece v (5%, 10%,..) de choisir (Hp) a
tort
1. Définir le modéle : X ~ M (par exemple, N®"(u, 02)) Tess
2. Définir les hypothéses
> Hypothese nulle (Hp) : = o = 15
» Hypothese alternative (Hy) : = 1 > o
3. Définir une statistique de test T, sa loi sous (Hp),

T:ﬁX;“ONT(n—l)

avec X =Y X;/net 52 = 3 (X; — X)?/(n—1)
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Modélisation

L'approche test (suite) Sratistique

(MAP-STA1)

Christine Keribin

4. Définir la regle de décision en calibrant la région de
rejet R suivant le niveau « choisi a priori :

(T)=1T{T € R}, tel que

a=Puy( T>ql0V )

R: Région de rejet
5. Décider

P si T est dans la région de rejet, on rejette Hy
» sinon, on conserve (ou accepte) (Hp) faute de preuves
suffisantes
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A.N.

vVvYvyy

\ 2

Hypothese nulle (Hp) : = po = 15
Hypothese alternative (H1) : = p1 > po
Risque o = 0.1

Données observées : x = 16,
s2=3%,(x; —x)?/5=1.6

statistique de test observée : t,ps = 1.88
quantiles : g §) = 1.48; g7 &) = 2.02

décision 7 risque ?

Modélisation
Statistique
(MAP-STA1)

Christine Keribin
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Les risques d'un test




Les risques d'un test Statisaue.
(MAP-STA1)
Christine Keribin
Soit R, la région de rejet du test de niveau a.
» Risque de 1lére espéce : probabilité de rejeter (Hp) a
tort :
fo € ©o, (o) = Po,({T € R})

» Risque de 2nde espéce : probabilité de conserver (Hp) a
tort

01 € ©1,5(01) = Py, ({T ¢ R}).

» Puissance du test : probabilité de refuser (Hp) a raison :
0, € @1,7‘1’(91) = |P91({T € R}) =1- B(Gl)

P |e test est sans biais si m > «; consistant si
|imn_>oo Th = ].
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Les risques d'un test

A l'issue d'un test, les quatre situations suivantes sont

possibles

Choix (Hp) Choix (Hi)

(Ho) vraie -« a=P(T € R|(Ho))

erreur premiére espéce
bonne décision mauvaise décision
(H1) vraie | B=P(T ¢ R|(H1)) T=1-p
erreur seconde espéce puissance
mauvaise décision bonne décision

» Le rejet de (Hp) assure-t-il que (Hp) est vraie?

» L'acceptation de (Hp) assure-t-elle que (Hp) est vraie?

» Du point du vue du risque de la décision, est-il
préférable de conserver (Hp) ?

Modélisation
Statistique
(MAP-STAL)

Christine Keribin
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Modélisation

p—Va | ue Statistique

(MAP-STA1)

Christine Keribin

» C'est le plus petit niveau qui fait rejeter (Hp) au vu des
données

» C'est une variable aléatoire
p-value = a(w) = inf{a € [0,1]; T(w) € Ra} e
Si {T, > ga} est de niveau «
p-value = inf{a € [0,1]; Th(w) > ga} = P, { Th > Th(w)}.

Dans un test de niveau «, (Hp) est rejetée si a > p-value,
conservée si o < p-value :

» si 0.05 > p-value > 0.01, le test est significatif,
» si 0.01 > p-value > 0.001, le test est tres significatif,
» si 0.001 > p-value, le test est hautement significatif.
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A.N.

» Hypothese nulle (Hp) : p = o =15
» Hypothese alternative (Hy) @ p = p1 > po
» Risque a =0.1
» Données observées : x = 16,
s2=30 1(x —X)?/5=16
P statistique de test observée : tops = 1.88
> quantiles : qJ &) = 1.48; qf &) = 2.02
» décision ? risque ?
p-value = 0.059

Modélisation
Statistique
(MAP-STA1)

Christine Keribin
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L'approche test : région de rejet bilatérale Nodeleation

Statistique
(MAP-STA1)

Christine Keribin

[y

. Méme modeéle que prédémment

. (Ho) : = po contre (H1) @ # po
. statistique de test :

w N

X —
T = o~

0 ~(Ho) T(n—1)

N

. Région de rejet

T(n-1
a=Puy( ITI>a/ ) )

—_——
R: Région de rejet
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Modélisation
Statistique
(MAP-STA1)

Christine Keribin

Estimation par intervalle de confiance ©
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L'approche Intervalle de confiance Statisaue.
(MAP-STA1)

Sous les mémes hypothéses que précédemment, on peut

T(n-1)

1-a/2

Christine Keribin
aussi écrire, avec g = q

~ ~

. o - o
1—Oz=|P(HO)<X—q7n </£<X+q%)

\/» = |P(H0)(/C S u)

Définition

Soit X = (X1,...,Xn) un n-échantillon de loi Py. Un
intervalle de confiance de niveau 1 — o pour 8 € R est un
intervalle 1C = [Bine(X), §sup(X)] dont les bornes sont
aléatoires, telles que, pour tout 6 € ©

Pg(/C = 0) >1—a.

ot « est "petit".
Une réalisation [0inf(x), Osup(x)] est obtenue a partir des
données x = (xi, ..., Xn).
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Modélisation

L"approche Intervalle de confiance (suite) Stateve

. . (MAP-STA1)
Fournir un intervalle (fourchette) permet de prendre en

compte la fluctuation d’échantillonnage plutét que de donner
une valeur ponctuelle 8

Christine Keribin

cas gaussien
niveau observé = 0.96

100
I

80
I

40

20
I

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35
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ICs et tests paramétriques classiques Statisaue.
(MAP-STA1)
» Test de Student de I'espérance d'une loi (ou test de la Christine Keribin

moyenne)

» Test de la variance d'une loi gaussienne

P> Test de comparaison des espérances de deux lois
gaussiennes

» avec méme variance
» avec variance différents
» cas des échantillons appariés
» Test de comparaison des variances de deux lois
gaussiennes

» Test sur le paramétre de proportion d'une loi de
Bernoulli

P> Test de comparaison des parametres de deux lois de
Bernoulli
Remarque : tests non paramétriques : adéquation a une loi,
indépendance
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