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TD1: Population et échantillon
Eléments de corrigé

Exercice 1
Reconnaitre les variables aléatoires parmi la liste suivante :

1.

la moyenne de la population

. la taille de I’échantillon

. la moyenne de I’échantillon

. la plus grande valeur de la population
. la variance empirique de la population

. la valeur observée de ’estimation de la variance de la population

variables aléatoires: 3, 5. Rem: la valeur observée est un résultat qui est un réel

Exercice 2
On considére un n-échantillon iid (X, ..., X,,) d’une loi d’espérance p connue et de
variance o2 inconnue.

1.

Soit V,, = 1. V,, est-il un estimateur de o2? Si oui, quel est son risque?

V., est la fonction de I’échantillon constante égale a 1, c¢’est donc un estima-
teur, par exemple de o°.

R(V,,0?) = var(V,) + Biais(V,))* = 0+ (IE(V,) — 0%)? = (1 — 0?)?
Soit W,, = £ 37.(X; — )% W, est-il estimateur de 2? Si oui, quel est son

risque?

W,, est une fonction de ’échantillon qui dépend de p connu ¢ valeurs dans IR™.
Elle est calculable, c’est un estimateur. FEn utilisant la propriété d’un échan-
tillon iid, var(W,,) = Y . var((X; — p)?)/n? = var((X; — p)?)/n et E(W,) =
> var(X;)/n = o?

R(W,,,0?) = var(W,,) + Biais(W,)? = var((X; — p)*)/n

W, domine-t-il V,,?
W, ne domine pas V,,, puisque IR(V,,,1) =0 < IR(W,,, 1).



ENSTA ParisTech 1ére année

Statistiques (MA101), 2017-2018

christine.keribin@math.u-psud.fr, Ennio Fedrizzi, Jade Giguelay, Cyril
Marzouk, Loic Richier, Morgan Schmitz

4. On suppose que les X; sont iid de loi exponentielle d’espérance p connue. V,
domine-t-il W,,? Proposer un estimateur admissible de 2.

On caleule var((X; — u)?). La fonction génératrice des moments est p(t) =
(1—pt)™t. On a IE(XP) = [dPo(t)/dtP] im0, d'ot IE(X?) =242, TE(X?) = 642,
E(X?Y) = 24pu* soit var((X; — p)?) = 8u*. On a

IR(Vna 02) - IR(Wm 02) <0en< 8“4/(1 - MQ)Z

Il existe fimin(n) > 0, fimaz > 1, tels que V,, domine W,, sur [fmin, fbmaz]| €t est
dominé sur le complémentaire. Donc V,, ne domine pas W,, sur RT. Aucun
des deux estimateurs n’est uniformément meilleur. Comme u est connu, p?

est admissible pour o?.

Exercice 3

Soit (X1, ..., X,) un n-échantillon iid d’une loi d’espérance u et de variance o2 > 0
inconnues.
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les constantes réelles a4, ..., a,

pour que y . a;X; soit un estimateur sans biais de p.
ona:EQ . aX)=pe) a=1

2. Parmi les estimateur sans biais de p de la forme ). a;X;, quel est celui de
risque quadratique minimal?

Le biais étant nul, le risque est égal & la variance ), a?o?, sous la contrainte
Y. a; = 1. Soit on utilise un multiplicateur de Lagrange, soit on écrit

n n—1 n—1 n—1
C(a) = Zaf = Za? + a2 = Za?+ (1— Zai)Q
i=1 i=1 i=1 i=1
puis on dérive par rapport a a;, 1t =1,...,n — 1:
n—1
0C(a)/0a; = 2a; — 2(1 — a;) =2(a; —ap) =0
i=1
d’ot a; = a, pour tout i =1,...,n et 1 = > . a; = na, d’ot Uoptimum est

a; = 1/n. L’estimateur de risque quadratique minimal parmi les estimateurs
de lespérance sans biais et de la forme . X;/n est la moyenne empirique X,
qui est donc admissible dans cette classe d’estimateur.

Exercice 4

On souhaite estimer par échantillonnage la proportion de ménages de plus de 75 ans
possédant un micro-ordinateur.
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1. Modéliser cette situation.

La population P des ménages de plus de 75 ans étant trés grande, on peut la
considérer comme infinte. On effectue un tirage de n ménages. Sur chaque
ménage de [’échantillon, on observe X; qui vaut 1 si le ménage est équipé d’un
ordinateur et 0 sinon. Ainsi, (Xi,...,X,) est un n-échantillon iid de loi mére
de Bernoulli B(1,p) ot la proportion p = IE(X;) est a estimer.

Définir un estimateur non biaisé de la proportion et calculer son risque.

On peut considérer la variable aléatoire X fonction de ’échantillon pour es-

timer p. On a IE(X) = p (estimateur non biaisé) et var(X) = p(1 — p)/n,
égale au risque ici.

La proportion a estimer étant inconnue, proposer une taille d’échantillon pour
que l'erreur standard de estimation soit inférieure a 0.02.

Lerreur standard d’estimation est s = \/var(X) = /p(1 —p)/n. La pro-

portion p étant inconnue, on peut la majorer par s < (24/n)"' dou n =
1/(4 x 0.02%) = 625

. Sachant par ailleurs que cette proportion est entre 5% et 15%, quelle taille

d’échantillon préconiser?

De part la forme de la fonction p(1 —p), on majore la variance en la calculant
pour p = 15%, n = .15 x .85/0.02% = 319. La connaissance de l'intervalle
d’appartenance de la proportion permet une majoration plus fine, et donc une
valeur de n moins importante.

Exercice 5
Dans un bassin, on a observé la présence de quatre espéces de poissons. On souhaite
estimer les proportions pq, ..., ps de chacune de ces espéces.

I’expérience suivante a été réalisée: on capture un poisson, on note son espéce,
puis on le relache dans le bassin. On recommence n fois 'expérience.

On observe donc¢ (nq,...,ny) ol n; est le nombre de poissons de la i-éme espéce
parmi les n poissons capturés. On interpréte (nq,...,ny) comme une réalisation
d’un vecteur aléatoire (Ny, ..., Ny).

1.

Donner une hypothése plausible en ce qui concerne la loi du vecteur (Ny, ..., Ny).
Nous allons travailler sous cette hypothése pendant le reste de I'exercice.

Soit (X1,...,X,) un n-échantillon tel que X, prend les valeurs

x1 avec probabilité p,
Xy avec probabilité po

T avec probabilité p,,

3
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n
avec pr+- - +py, = 1. Pourtoutk € {1,...,m}, posons N = Z I{X; =z},
le nombre de fois que la valeur xy est prise par les X;, 1 <1 =n.
Nous avons ¥Y(ny, ..., n,,) € N™

n!TT, pé STy e My =

0 SINon.

]P(lenl,NQan...,Nm:nm):

On dit que (N1, ..., Ny,) suit la loi multinomiale de paramétresn et (p1,...,Pm)-
Nous faisons [’hypothése que chaque expérience est indépendante et de méme
loi. Dans ce cas le vecteur (Ny, No, N3, Ny) suit une loi multinomiale de

parameétres n et (p1, pa, D3, Pa)-

2. Calculer IE[N;], var(N;) et Cov(V;, N;), i # j en fonction des paramétres.
pour tout k € {1,...,m}

Nl =) E[I{X; =z, }] = ZIP = 13,) = npy,
=1

var(Ng) = Zvar I{X; = zx}) = npr(1 — pr),
=1
puisque X1, ..., X, sont i.i.d. Enfin, pour tout 1 <k #1<m,

cov(Ny, N;) = (Z I{X; =z} Z I{X,; = a:l})
~E <Z I{X; = m) E (Z {X; = a;g})

=Y E(I{X; = 2} I{X; = 2c}) —n’pip

2¥)
\

J/

-

=0 8% i=j
= — NPrPr

Remarquons que, si m = 2 et py = 1 — py = p alors nous retombons sur la loi
binomiale de parametre n et p.

3. Proposer des estimateurs sans biais des proportions py, ..., p4.
L’estimateur p; = % est un estimateur sans biais de p;, pour tout 1 < i < 4.

On fait une hypothése paramétrique sur la forme des probabilités pq,...,ps: on
suppose qu'il existe des réels positifs (0, v) tels que

p=0+v, pp=0—v,ps=v, ps=1—20—v.

On veut maintenant estimer les paramétres 6 et v.

4
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4. Construire un estimateur sans biais de v.
L’estimateur vV = p3 = % est non biaisé.

5. Construire un estimateur 73 sans biais de 6 a partir des variables (N7, N3), et
un estimateur 75 sans biais de 6 a partir des variables (N, N3).
Comparer ces deux estimateurs.

On a: 0 = py — ps d’ot Uestimateur sans biais Ty = py — py = 23,

On a: 0 = py + p3 d’ou Uestimateur sans biais Ty = py + p3 = %
Les deux estimateurs sont sans biais, on compare leur variance :

var(Ty) = % (var(Ny) + var(Ns) — 2 cov(Ny, N3))

1
= — (p1(1 —p1) + ps(1 — p3) + 2p1ps)

O+v—0O+v)+v—v>+20+v))

(9+1/—92—y2—2ﬁv+y—y2+26’y+2y2) :%(0—02—1—21/),

SImk3Ir3

T ) 20
= (pa(1 — )+ ps(1 — s) — 202m)
:%(Q—V—(Q—V)2+V_V2_2(9_V)V)

1

:—(9—1/—(92—1/2+261/—|—1/—y2—201/+2V2) :l(9—92)
n n
et donc IR(Ty,0) = var(Ty) > var(Tz) = R (1%, 0) : Uestimateur Ty est meilleur
que T7.

Exercice 6

On considére P = {uy,...,uy} une population de taille finie N, ot les u; représen-
tent les différentes unités de la population, dont les valeurs peuvent étre identiques.
On se place dans le cadre du tirage simple sans remise d’un n-échantillon de P.

1. On considére une population P constituée des N = 5 individus de valeurs
suivantes: 1, 2, 2, 4, 8. Calculer la moyenne u, la variance o2, et I'écart type
corrigé o* de la population.

N
12 1+2+2+4+8

Jj=1
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1 & 1
2 o 2 _ —
’ _N;(“J W=

w et o représente l'espérance et la variance de la loi qui affecte le poids 1/5 a

s . ) c s x| N _

chacun des individus de la population. L’écart-type corrigé o* = |/« var =
\/6.24 x 5/4 = 2.79 n’a pas ici de signification particuliére.

2. Calculer la distribution d’¢chantillonnage de la moyenne X d’un échantillon

simple de taille n = 2, en générant tous les échantillons possibles. Calculer
I’espérance et la variance de la distribution d’échantillonnage.

Ilya ( g ) = 10 échantillons non ordonnés

s o 1242x224+424 82
J=1 g

—3.42=6.24

-

Sag | 1121241 8 z|1] 2 2 4 8
1 J1 318159 11 /115]1.5]25|4.5
2 /141610 2 / 2 3 5
2 /16110 2 / 3 5
4 /1121 4 /| 6
8 / 8 /
On en déduit la loi de X
T 1.5 2 25| 3455|606
proba | 5 |5l w5 l%lmldls

L’espérance de la lot d’échantillonnage de la moyenne est

1.5><2—|—2><1+2.5><1—1—3><2—|—4.5><1+5><2—|—6><1_

EX) = 10

3.4

et la variance est

var(X) = ij(fj —p)? = ij(fj)g —p? =234

J

3. Soit un n-échantillon £ = (X3,...,X,) de P. On note ; la variable aléatoire
qui vaut 1 si u; appartient au n-échantillon et 0 sinon. Calculer var(§;) et
COV(fj? 5]")-

On remarque que &; = 1, est une variable de Bernoulli B(1, f) de parametre
le taux de sondage

n—1

N -1
IP(éjzl)ZIP(ujGE)Zu=£=f

)T
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Son espérance vaut donc f et sa variance f(1 — f). De plus, pour j # 7',

<N 2)
P& =1, =1)=P(u; € ENuy € E) = n—-2) nm-1)

(N) N(N—=1)

On en déduit pour j # 7',

cov(&;, &) = B(E;Ey) — IE(E)E(E) =

4. Exprimer X en fonction des &;. En déduire que IE(X) = u et

o2 n o? n—1
ar X = (1 - —) -7 (1-
var n N n ( N — 1)
Vérifier avec les données de la question 1.
On éerit X = %Z?:l X, = %2;\;1 w;&;, ce qui met en lumiére que ce qui est

aléatoire, c’est &; (ie, ce qui est lié au tirage), et pas uj. D’ow par linéarité de
l’espérance
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Or, (Nu)? = (ZJ uj)z =20, + D iy dot
var(X) = 1—fz f <N2 2—Zu>
= 1_fz ( 1) n(lj\f_—f1)N’”L2

]‘_ 2 2
- n(N—l) (N;“j_N”>

1-f
= m;(uj—ﬂ)2
I—f » 1-f N 2 02(1_n—1>

- na n N—l :? N -1

On vérifie que Uespérance de X de la question 2 est égale a ju. De plus var(X) =

2.34 = 020 2y - 6241 1)

Exercice 7

En échantillonnage stratifié, la population est partitionnée en sous-populations ou
strates, qui sont échantillonnées indépendamment. Les résultats sur les strates sont
ensuite combinés pour estimer le paramétre de la population totale. On considére K
strates de taille Ny, ..., Ng d’'une population de taille N. La moyenne et variance
de la k-iéme strate sont notées uy et os.

1. Calculer la moyenne 4 et la variance o2 de la population totale en fonction de
celles des strates.
Pour k=1,... . K eti1=1,..., Ny, soit x; la valeur de la i-éme unité de la
k-iéme strate. On note p, = Ni/N le poids de la strate k. On a:

K Ng K K
szzk — ZNk,uk = Zpkuk
No= NS =1

La variance se décompose en un terme de vartance inter- strates et un terme
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de variance intra-strate:

K Ng
(i — p)?

e
Il
—

R

Il
==
(]
Z)EM

xzk — Mg+ Uk —M)2

I
=
Mw

i

1 =1

I
=
[M] =

Ny Ny
Z (i — )* = 2> (@i — ) (ke — 1) + Ni(pae — 1)
i=1 i=1

e
Il

1

= > mor ) mlw—p)?
k

-~

variance intra  variance inter

=0

15~

2. Pour chaque strate k, un échantillonnage simple de taille n, est effectué. Soit
B = % Z?:’“l Xt la moyenne calculée de I’échantillon de la strate k et soit

X, = 25:1 pe X la moyenne calculée par stratification. Montrer que IE(X,) =

et
K o? ng — 1
X,) = 27k (1
var(X.) an( =)

En déduire la variance de la moyenne stratifiée dans le cas ol toutes les sous
populations sont infinies.

On se placera dans ce cas pour la suite.

On note d’abord que IB(X},) = 1 ZN’“ E(X; %nkuk = ug, d’ot

Xs) = ZkaE(Xk) = Zpk,uk =u

Les strates étant indépendantes,

ng — 1 N
var(X Zpk var(X,) = i ( N 1) — N )i

k

3. Déterminer ni,...,n, minimisant var(X,). En déduire la variance de X,,,
I’estimateur stratifié utilisant 1’allocation optimale.
On wutilise un multiplicateur de Lagrange \. Le lagrangien & minimiser est

L= Z +A<an—n>

9
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On le dérwe par rapport an,, k=1,... K:

8£ p,%a,% PkO
— =— + A, soit ng =
ony, Zk: n? F vV

De plus, la contrainte doit étre satisfaite, donc

n
ng =n, soit —
g \/_ Zk PrOk

On en déduit
POk
Zk PrOk

Il reste a reporter les ny, optimauz dans lexpression de var(X,) et noter que
les X}, sont indépendants

2
var(X Zpk var(X ZpkUk (pkgk> Zakpkz pege % <Z UkPk)
k

. K—1 .
Remarque 1: on peut aussi remplacer ng parn— Y, dans lexpression de

ne =

la variance, dérwver par rapport a ng, k = 1,...,K — 1 et obtenir le méme
résultat.
Remarque 2: le résultat obtenu nécessite de connaitre les oy, ou a défaut de les
estimer.

4. La méthode d’allocation proportionnelle utilise la méme fraction d’échantillon-

nage dans chaque strate, ie ny/N; = ... = ng/Ng. Calculer Xsp la moyenne
stratifiée par cette méthode et sa variance.
Soit p=mn1/Ny = ... = ng/Ng. On a pN =n, d'ot ny, = N = np,. X

est la moyenne non pondérée

= gkak Z Zk;k ZXM = ZZX““
La variance s’exprime comme suil

2

20} 1 2

var(X E pkvar Xk E pkn_k = - E DrO},
k k

5. Montrer que

var(X,,) — var(X,

>
|
S|~
]
el
q
Bl
|
2
o
=]
q
|
k)
=
q
=
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et

var(X) — var(X,,) = 1 Zpk(,uk —p)?

Commenter.
Comparaison des variances des allocations proportionnelle et optimale:

%Zk:pk(o'k —5)? = %Xk:pwi — %Zk:pkak +%;Pk o’

—_— =

=0 :1

1 2 —2
k

= var(X,,) — var(X,,) >0

St les variances des strates sont les mémes, [’allocation proportionnelle a la
méme variance que ’allocation optimale: plus les variances sont hétérogenes,

mieuz il faut utiliser l’allocation optimale. Par ailleurs, var(X) = %2, d’ot
var(X) —var(X) = Y peod + 3 e~ ) — - 30
sp n - k n - n - k
1 2
= = — >0
n;pk(“k 1) =

L’allocation proportionnelle donne une variance inférieure a celle de X et est
autant meilleure st les moyennes des strates sont différentes.
d’autant I [ des strat td t

11



