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Feuille 8 — Transformation de Fourier dans S et &’

Définition. Soit ¢ : R — C une fonction C*, pour tout p € N on note
Ny(¢) = sup{|2°0°p(2)] | = € RL o, 5 € N, o] < p, |8] < p} € [0, +00].

On rappelle que ¢ € S(RY) si et seulement si N,(p) < +o00 pour tout p € N.

Exercice 1 (Distributions tempérées, exemples et contre-exemples). 1. Soient f € LL (R9) et
P un polynoéme tels que f(x) = O(P(z)) lorsque |x| — +o0, au sens ou il existe C' > 0 et
R > 0 tels que : pour tout z € R tel que |z| = R, |f(z)| < C|P(x)|. Montrer que f € S'(R%).
Comme f € L _(RY) on a f € D'(R?). Soit ¢ € D(R?), on a

[(f, o) < /Rd]f(:r:)Hgo(x)\dx :/

|lz|<R

f@lle@ldo+ [ |f@)le)]dz.

|z|<R

Pour le premier terme, on a

/ @) lle(@)] dz < [lglloe / ()] d. (i)
|z|<R

|z|<R

Pour traiter le second terme, notons P = Z|a\<m aa X%, ot les a, € C sont les coeflicients
de P. L’estimation f(z) = O(P(x)) donne l'existence de C' et R comme dans I’énoncé. Sans
perte de généralité, on peut supposer que R > 1. Alors, pour tout z € R? tel que |z| > R :

@] <CIP@)|<C Y laallz® < C Y laalle] T < C| Y laal | 2™

|a|<m |a|<m |a|<m
En notant ¢’ = C3 ), <,,|aa| on a donc :

m m 1
[ @le@ldr<c [ amie@lde = [ i ey da.
|z|>R |z|>R lz|>R ||

Pour tout = € RY,

d m+d+1 d
2™ ()] < (Zmﬁ) [p(@)] <A™ Y fai ™ ()] < A N (9):
i=1 i=1

Donc
1 ..
[ p@le@lds<camsaz( [ e ) Noan(e) (i)
|z|>R lz|>R 2]

Notons que l'intégrale dans le terme de droite est bien finie et est juste une constante.

En regroupant (i) et (ii), et en remarquant que |[¢[locc < Nimtdr1(), on obtient I'existence de
C > 0 indépendant de ¢ tel que |(f, )| < ONyiar1(p). Donc f € S'(RY).



2. BEst-ce que g : x5 € est dans S'(R)?

1

loc donc définit bien un élément de D’'(R). On va montrer par 'absurde que

La fonction g est L
T, ¢ S'(R).
Commencons par évoquer une approche qui ne marche pas telle quelle. Si T, € S’(R), alors
on pourrait étendre Ty en une unique forme linéaire continue sur S(R). En identifiant T} et
son extension a S(R), on aurait alors (T, ,¢) € C pour tout ¢ € S(R). Notamment, on aurait
(Ty, é) € C. En effet é .2 e~ est une gaussienne, en particulier dans S(R).

On a trés envie de dire que (T}, é> = f]R dx = 400 pour obtenir une contradiction. Le piége est
que, comme (T} , @) est définit comme un prolongement par continuité lorsque ¢ € S(R)\D(R),
rien ne garantit que (T, ,¢) = fR gpdx dans ce cas. En travaillant plus dans cette direction

on pourrait arriver a une contradiction, mais on va préférer une autre approche.

On va utiliser le critére énoncé dans 'exemple 3.3.5 des notes de cours. D’aprés ce critére,
comme g est & valeurs positives et Ll , si T, € §'(R) il existerait C > 0 et p € N tels que

loc?
R
VR > 0, / g(x)dx < C(1+ R)P.
—-R

Or, par définition de 'exponentielle, pour tout = € R, g(x) = e’ > (%z;!. On aurait donc

oy 1 /R EP /R . 1 [ 22t ]R
= T (& xr =z ——— €r =
(I1+R)YP J_p (1+R)P J_r (2p)! 1I+RP|2p+1)!] 5
2 R2p+1
=
2p+ D) (1+R)P Rotoo

+00,

ce qui est absurde. Donc Ty, ¢ S'(R).
3. Est-ce que h : z + €%’ est dans S'(R) ?

La fonction hq : z + €*" est C*° et bornée sur R. Par la question 1, on a hg € §'(R). Comme
S’ (R) est stable par dérivation, hjy = ih € S’(R). Donc h € §'(R).

Exercice 2 (Transformation de Fourier dans &', calculs élémentaires). Soit a € R, on rappelle que
pour tout ¢ € 8'(R), 7,0 :  — @(x — a) et, pour tout S € S'(R), 7,5 : p — (S, T_a).
Justifier que les distributions sur R suivantes sont tempérées et calculer leurs transformées de Fourier.

1. 6C(Lk) pour tout kK € Net a € R.

Soit @ € R et k € N, la distribution 5((Ik) est a support compact donc elle est tempérée, voir
lexemple 3.3.2 du cours. On rappelle que 'opérateur de translation 7, : S(R) — S(R) est
défini par : pour tout ¢ € S(R), 7,0 : & — p(x — a). Cet opérateur s’étend & S’(R) en posant

To: T+ Tor_, et on a alors 7'/aT = e~€T. En appliquant ceci a 5((Jk) on obtient :

VEER,  0P(E) = ma(8)(€) = e (€) = (i) My (€) = e i),

Remarque. On obtient bien que (5((119) est une fonction C°, ce qui est attendu pour la transformée

de Fourier d’une distribution a support compact. On pourrait aussi calculer 5((1k) en utilisant
la prop 3.4.8 du cours, qui affirme que 5((zk) &) = <5C(Lk) ,exp(i&-)) pour tout £ € R.

Remarque. En dimension d, on a de méme 67/05& €= e*m'é(iﬁ)a otla € R? et o € N4,



2. cos: R — R.

La fonction cos est bornée, donc elle définit une distribution tempérée (voir exercice 1 ques-
tion 1). On a :

—_

De méme, e~ = 27§_1. Comme cos : T

&=£L— on a donc ¢os = m(6_1 + 61).

3. f=1[_1,1), la fonction indicatrice de [-1,1].

Comme f définit une distribution & support compact, elle est tempérée et ]‘A'est une fonction C*
(prop 3.4.8 du cours). On pourrait calculer directement Fle) = (f, exp(i§-)) pour tout & € R.
Nous allons voir une méthode alternative.

On a f' = §_1 — 61. Appliquons la transformée de Fourier a cette égalité. On obtient, pour

tout £ € R : R N - R
iEF() = F/(§) = 0-1(€) — 0 () = €™ — e,

Donc, pour tout £ # 0, on a f(f) = 2sinc(§). Comme les deux membres de cette égalités sont
des fonctions C*°, on en déduit que 1’égalité est aussi valable en 0. D’out ]?: 2 sinc.
Rappelons que sinc est la somme de la série entiére k>0 (zzlk%;k qui est de rayon de conver-
gence infini. Cette fonction est donc C* sur R.

4. (facultatif) gap = 1jq), la fonction indicatrice de [a,b], ot —00 < a < b < +o0.
Comme dans la question précédente, g, est & support compact, donc elle définit une dis-
tribution tempérée dont la transformée de Fourier est lisse. On se raméne & a = —1 et
b = 1 par translation et dilatation. Pour tout A > 0, notons D) : ¢ — ¢ (f) De la sorte,

DA(]-[*LI]) = 1[,/\7)\]. On a alors

Jab = Tatb ODZ%a(f)-

Soit A > 0. Comme f € L*(R), c’est aussi le cas de Dy(f). On peut alors calculer ]_)/>\(7) par
sa formule intégrale : pour tout £ € R,

DARE) = [ 1(F) o = [ 1 ey = AT

ou on a effectué le changement de variable x = Ay. On a alors

le) = e ("5 7€) Putie) = e (<7506 P57

= (b—a)exp (—z’a;%) sinc(b ; af).

Exercice 3 (Parité et transformée de Fourier). Pour tout ¢ : R? — C on note ¢ : 2 +— o(—z). Pour
tout T € D'(RY), on note T la distribution définie par T : ¢ +— (T, @). En généralisant le cas des
fonctions, on dit que T € D'(RY) est paire (vesp. impaire) si T = T (resp. si T = —T).

1
1. Montrer que §y € D'(R) est paire et que vp(—) € D'(R) est impaire.
x

Pour tout ¢ € D(RY), on a (dy,¢) = (do, ) = 4(0) = ¢(0). Donc dy = &y et dy est paire. Par
ailleurs, pour tout ¢ € D(R),

T e—0 R\[—¢,€] x e—0 R\[—¢,€] T x

et donc vp(%) = —Vp(%).




60

2. Soit ¢ € S(R?), montrer que ¢ =
Pour tout x € R on a :

20 =200 = [ e o= [ p(-aei@har= [ s =),

Donc § = ¢.

~ —~
A >

3. Soit S € S'(R%), montrer que S = S.
Pour tout ¢ € S(R), on a :

et donc § = §

Remarque. En particulier, la transformée de Fourier d'une fonction ou d’une distribution paire
(resp. impaire) est paire (resp. impaire).

Exercice 4 (Transformation de Fourier dans ', calculs moins élémentaires). On note H = 1jg 4o
la fonction de Heaviside et S : R — R la fonction signe, définie par S(z) = —1si 2 <0, S(0) =0 et
S(z)=1six>0.

1. Justifier que S définit une distribution tempérée sur R et montrer que xS = —2i.

Comme vu dans la question 1 de l'exercice 1, on a L (R) C §'(R) et donc S € §'(R). Comme
S'(R) est stable par transformée de Fourier et multiplication par une fonction C* a croissante
lente, on a 25 € §'(R). Pour tout ¢ € S(R),

(28,9) = (8,00) = (5. 79) = (S,i¥) = —i(S', &) = ~2i(00, &) = ~2i(%,, )
On en conclut que z8 = —21'56 = —21.
2. En déduire que S =2 vp(i).

On rappelle que J,‘Vp(%) = 1. On vient de voir que 28 = —24, donc

(san(l)-0

On sait que les solutions de I'équation zT" = 0 d’inconnue T € D'(R) sont les multiples des dp.
Il existe donc A € C tel que S = —2i vp(%) + Adg. Il reste & déterminer A, ce que 'on va faire
par des considérations de parité.

La fonction S est impaire. Comme 'opération * sur D'(R) prolonge celle sur les fonctions, on

a S = —S dans D'(R). Par la question 3 de I’exercice 3, on a donc : S =8 =—5. En utilisant
les propriétés de parité de g et vp(%) prouvée dans la question 1 de I'exerice 3, on obtient :

27jvp<1) — Ao = S = §: (—2ivp<1) + /\50> = —2ivp<1) + Ao = 2i Vp(1> + Ado.
x x x x

Cela impose 2Adyp = 0 et donc A = 0. Finalement, on a donc S =2 vp(%).



3. Calculer H dans S'(R).
On écrit la fonction de Heaviside sous la forme H = 3(1+ 5). D'ott H € S'(R) et :

H= 1(/1\—&— §) = 1(27150 — 2ivp<1>> =mdy — ivp<1>.
2 2 T T

1

x

Comme S € §'(R) on a S € S'(R). D’aprés la question 2, vp(2) = %g € §'(R). Par inversion

de Fourier, on obtient :

4. Justifier que Vp( > € S§'(R) et calculer sa transformée de Fourier.

NN
Vp(x> = 55 = 5(277)5 = —imS.

L’exercice suivant est adapté de ’examen final de 2021.

Exercice 5 (Transformation de Fourier et convolution dans &). Soient p € D(R?) et T € D'(R?)
on rappelle que leur convolée est la fonction définie par px T : z +— (1,1, p) = (T, p(x — -)).

1. Soient p € S(RY) et p € N, montrer qu’il existe C' > 0 tel que Yo € S(RY), N(p*p) < ON,y().
Soient a et 8 € N? de longueur au plus p. Pour tout z € R? on a :

20 p)(w) = 2°((0%0) +0)(0) = | (o =y )0 el — 9)dy

=2 (:) /Rd y 07 o(y)(z — 1) p(x — y) dy.

YL«
Donc

249 (¢ *p)(rc)‘ <> (:) H?ﬂaﬁwﬂm /Rd!w —y[*p(x - y)| dy

YL«
(6 _
<Np(<p)z< ) [l 2 < Cavito)
<a Y/ JRE

ou C, > 0 est une constante ne dépendant que de p et a. Dans la derniére étape, on a utilisé
le fait que p € S(R?) implique l'intégrabilité de z +— |2|*~7|p|(2).

On pose C' = max|q|<, Co- D’apres le calcul précédent, pour tout a et 8 € N? de longueur au
plus p on a : ‘

2. Soient ¢ et p € S(R?), montrer que ¢ * p € S(R?) et que p* p = P p.

220° (¢ * p)Hoo < CNy(p),

ce qui prouve le résultat.

Soient a et € N? et notons p = max(|a|, |3]). D’apres la question précédente, on a :
Hwo‘ﬁﬁ(gp * p)H < ONp(p) < 400.
oo

Donc, pour tout p € N, Ny(p#p) < +00 et ¢ xp € S(R?). Calculons la transformée de Fourier
de ¢ x p € S(RY) ¢ LY(RY). Pour tout & € RY,

5700 = [ 0 [ et -y ayar = |

R

_ / W8 (y) / e 1=9) p(2) dz dy = PE)BE).
R4 R4

Oty [ e
d R4



Il reste a justifier qu’on peut bien intervertir les intégrales par Fubini. C’est le cas car

/‘ ki@@¢@m@—yhmdx—/‘/‘W@ﬂmw—yﬂﬂﬂwéHMLﬂMhl<+w-
Rd JRd R4 JRd4

. Soient p € D(R?) et S € S’(R?), montrer que p * S € S'(R?) et que p/*\S =585

Indication. Rappelons qu’on a prouvé dans l'exerice 5 de la feuille 5 que p * S € C®(R?) et
que {(p* S, ) = (S, @* p) pour tout p € D(RY).

Comme S € S'(R?) est tempérée, il existe C > 0 et p € N tels que [(S, )| < CN,(¢)) pour
tout ¥ € S(R?). Donc, pour tout ¢ € D(RY) ¢ S(R?) on a :

[{p xS, @) = (S, ¢ p)| < CNp(p* p) < CONp(),

ol on a utilisé que p € D(R?Y) C S(RY) et la constante C donnée par la question 1. Donc p* S
est tempérée. Pour tout ¢ € S(RY) on a :

(p58.0) = (pxS.8) = (5. 3%p) = (8, F ' B*p)).

La formule d’inversion de Fourier dit que F~!: ¢ ﬁ@(—) En utilisant le résultat de la
question 2, on a :
1 — 1

F@*p) = ga@*n(=) =

~

(2w)d@(_'>ﬁ<—') =F 1 @)n(—) = ¢p:

Finalement </;<\S ) <p> = <§, cpﬁ> = <,5§, <p>, d’ott la conclusion.

Remarquons que le produit ﬁg est bien défini. En effet, comme p € D(R?), sa transformée de
Fourier est C* a croissance lente (prop. 3.4.8 du cours). On a donc p € Oy (R?) et donc pS
est bien définie dans S’'(R?) par la prop. 3.3.9 du cours.

Exercice 6 (Régularité du Dirac). Déterminer les s € R tels que dp € H* (R9).
Soit s € R, on rappelle que dy € H*(R?) si et seulement si & — (£)%5y = (£)® est une fonction L2.
Par un changement de variable polaire,

2s _ 2\S _ d—1 e d—1 2\s
@ dg= [ (1+[&°)" d¢ = Vol(s™) ri=1(1 4 %)% dr.
Rd 0

Rd|

Dans le terme de droite, I'intégrande est C* sur R, et équivalente a 2741 lorsque r — +o0.
L’intégrale est donc convergente si et seulement si 2s + d < 0. Ainsi, on obtient que &y € H*(R?) si
et seulement si s < —%l.

Exercice 7 (Distributions harmoniques). Soit 7' € D’(R?) une distribution telle que AT = 0.

1. Montrer que T est une fonction C* sur R¢.

Le laplacien A est l'opérateur différentiel P(0) avec P = Z;l:l X? € R[Xy, -, Xq4]. Le
polynéme P est homogéne de degré 2 et, pour tout & # 0 on a P(£) = [£]?> # 0. Donc
A = P(0) est elliptique d’ordre 2. C’est méme le prototype des opérateurs elliptiques.
Comme AT = 0 € C*°(R%), le théoréme 3.5.7 du cours nous donne que T € C*°(R%).



2. Si T € §'(R%), montrer que T est un polynome.

Si on suppose que T € &'(R%), on peut passer en Fourier dans I’équation AT = 0. On obtient
que
0=AT = P(O)T = P(i6)T = —|¢)°T.

Soit ¢ € D(R?) une fonction-test dont le support est contenu dans R%\ {0}. On a

(o) =(IPT. 55 ) =0,

otl on a utilisé le fait que |-|? est C*>° et ne s’annule pas sur le support de . Donc j\_’le\{O} =0et
T est supportée en 0. Comme en dimension 1, cela signifie que T est une combinaison linéaire
de Dirac en 0 et de ses dérivées. Il existe donc m € N et une famille (aq)|q|<m de complexes,
indexée par les multi-indices a € N¢ de longueur au plus m, telle que :

j:: Z aaﬁaéo.

laf<m

On applique la transformation de Fourier de part et d’autre. En utilisant la formule d’inversion
on obtient pour tout ¢ € R? :

EOIT(—€) = 3 aadd0(€) = Y aa(i6)60(E) = Y aalic).

|a|<m |a|<m |a|<m

Finalement T’ = (5-)? ngm(—i)'a‘aaXo‘.

Remarque. Attention, les polynémes sont tous éléments de &'(RY) mais ils ne sont pas tous
harmoniques, par exemple A(Z?Zl Xzz) = 2d.

3. Si T est bornée, montrer que T est constante.

On a vu dans la question 1 que si AT = 0 alors T' € C>®(R%). Cela a alors du sens de dire que
T est bornée. Si c’est le cas, T € S’(R?) par la question 1 de l'exercice 1. Par la question 2,
onaqueT e C[Xy, -, Xyl

Ainsi T est un polynole borné donc constant. Précisons un peu, en raisonnant par ’absurde.
Si T n’était pas constant, il existerait une droite vectorielle, disons Ru avec u € S% 1, sur
laquelle il n’est pas constant. La fonction P : ¢t — T'(tu) serait alors une fonction polynomiale
d’une variable non constante. On aurait donc |T'(tu)| = |P(¢)| P +00, ce qui contredirait

le fait que 1" est borné.

Exercice 8 (Théoréme de structure des distributions tempérées — facultatif). Soit S € S'(R?), on
se propose de prouver qu'il existe p,q € N et une fonction f € L®°(R?) tels que :

S=(1+|z*)"@d-A)f. (1)

Commencons par des résultats préliminaires concernant la fonction v : z — de R? dans R.

_1
Lt[al?
1. Soient p € N* et o € N montrer qu’il existe un polynome P, « de degré au plus |a] tel que
O (WP) = ¢ 1By .
On fixe p € N* et on raisonne par récurrence sur |a|. Pour |a] = 0 le résultat est trivial
avec Py, = 1. Soit o € N tel que |a| > 0. Supposons le résultat vrai pour tout 3 tel que



18] = || — 1. Tl existe B € N® et j € {1,---,d} tels que aj = Bj+1et a; = B; pour tout i # j.
Alors

0% (yP) = 0,0° (P) = 0; (¢p+lﬂlppﬁ) = P t1819,( P, 5) — (p+ |B)yP T8I 22, P, 4

= P (14 2]2)0;(Ppp) — 225 (p+ 1B]) Py ),
Pp.a

et P, ainsi défini est bien un polynome de degré au plus |a| puisque P, g est de degré au plus
|8| par 'hypothése de récurrence. Cela conclut la récurrence et établit le résultat.

2. Soient p € N* et k € {0,---,p}, montrer qu'il existe A > 0 tel que, pour tout ¢ € S(RY) on
ait Ni(YPp) < Amax |y < [|07¢] oo

Fixons ¢ € S(RY). Soit B € N, par la régle de Leibniz on montre que :

@)= X (M) (Moo (i)

~<B Al Vd

D’aprés la question 1, pour tout v € N, on a 97(yP) = Q,Z)p+|7|Ppﬁ, o P, est un polynéme

de degré au plus |7|. Par croissance comparée, ¢ (x)" P, - (z) ||4> 0. Comme de plus cette
x| —+00

fonction est continue, elle est bornée sur R?, disons par A, > 0.
En injectant ces relations dans I’équation (iii) on obtient que, pour tout a et 3 € N¢ :

owae] < () ()i,

5<B 7 Yd

Si on suppose maintenant que |a| < k < p, on a |z%)(x)P| H—) 0. Donc il existe A/, > 0
r|—+00

telle que ||z*9P||, < Al,. On a donc finalement,

B1 Ba _
2088 (4P H <A ( A, | max||0%70||u = Ay s max|| 07| o
ol < 2 (1) - ()4 ) maxto? el = eyl

-~

Ao,

Donc pour tout «, 5 € N? de longueur au plus k, on a on‘(?ﬁ(wpgo)Hoo < Ag,p maxpy <[ 070 oo
En posant A = max|q|<k,|g<k Aa,s on obtient donc Ni(¢Pp) < Amax,<x[|07¢]| o
On vérifie dans la preuve précédente que les constantes qui apparaissent sont indépendantes
de ¢ a chaque étape. En particulier, A ne dépend pas de ¢, ce qui donne le résultat attendu.
On revient maintenant & notre probléme principal.
3. Soit f € S(R?), résoudre 'équation (Id —A)p = f d’inconnue ¢ € S(R?).
Soit ¢ € S(RY), en utilisant que la transformée de Fourier est un isomorphisme, on a :

[d-A)p=f = Q+[p=Ff = ¢g=0+[¢P) " f=vf

Si wa S(R%), on obtientra par inversion de Fourier qu'’il existe une unique solution a 1’équa-
tion (Id —A)p = f dans S(R?) et que c’est la fonction ¢ = F~! (1/1f)

Vérifions que c’est le cas. Comme f € S(RY), c’est aussi le cas de f. 11 suffit donc de montrer
que la fonction v est C* & croissance lente. Elle est bien C*°. De plus, pour tout a € N9, la
question 1 montre que [0%¢)| = ¥+ |Py | < |Py 4| Donc |0%¢| est dominée par un polynome
pour tout o € N¢, et donc 9 est bien a croissance lente.



4.

En déduire que, pour tout ¢ € N, opérateur (Id —A)? réalise une bijection de S(R?) sur
lui-méme. Expliciter son inverse (Id —A)~¢

Pour ¢ = 0, on utilise la convention usuelle que (Id —A)°? = Id. Le résultat est donc trivial.
Pour ¢ = 1, le résultat de la question 3 montre que Id —A est une bijection linéaire de S(R%)
dans lui-méme. La preuve montre aussi que :

Id—A)"': f%]-"*( ! >

14 [¢]?

En d’autres termes, (Id —A)™! = F~ 1o My o F, ot My : S(RY) — S(R?) désigne opérateur
de multiplication par la fonction ¢ € Oy (RY).

Remarque. On peut extraire du cours le fait que F, My, et F —! sont continues sur S (Rd) (voir
prop 3.3.2 point v. et la preuve de la prop 3.3.9). C’est donc aussi le cas de (Id —A)~!

Pour tout ¢ € N\{0, 1}, Popérateur (Id —A)? est une bijection comme composée de g bijections.
De plus son inverse est :

(Id—A)™7 = ((Id —A)’l)q — (FloMyoF) = F o (My)oF =FtoMyoF.

On obtient donc que pour tout ¢ € N :

AV o F
(Id=A)7:fr— F <(1+|€’2)q>.

Pour tout p,q € N, on définit la distribution S,q : ¢ — <S, (1 + \:UP)*p(Id —A)_q<p>.

5.

Pour p et q assez grands, montrer qu’il existe C' > 0 tel que, Vo € S(R?), [(Spq, )| < Cllo|1.-
Comme S € S'(R?), il existe B > 0 et k € N tel que |(S, x)| < BNi(x) pour tout x € S(R?).
On réutilise I'expression de (Id —A)~7 donnée a la question 4. Pour tout p et ¢ € N, pour tout
0 € SRY), on a:

[(Sp.q» @) = [(S, ¥PFH(999))| < BNp(¥PF 1 (179)).

D’aprés la question 2, pour tout p > k, il existe A, > 0 tel que Ny (¢¥Pn) < Ap max)y|<xl|07n][00
pour tout n € S(R?). Comme @ € S(RY) et 1 € Op(R?) (déja vu dans la question 3), on a
P15 € S(R?) et donc F~1(19p) € S(R?). On a donc :

|(Spq )| < A BmaxH@’y}" (Yip )H (iv)

Soit v tel que |y| < k. On a F(O"F~H(19)) = (i€)79%% donc OV F L (¢1p) = F~1 ((if)wwq{ﬁ).

Pour tout = € R%, on a alors :

d
o F )] = 17 )@ < (50) [
<18l [ JePw(e e

(i€) (€)@ (€)e’™ )| dg

Si on suppose que q = k + d alors on a :
6l (e) < lefFp©)" < (1+1¢2) ()" < w(©)F <1
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Comme la fonction 9% est intégrable sur R?. En utilisant les deux inégalités précédentes, on
obtient :

lo"F w9, < \@|rm4dw<s>dd§ < el llgls- )

Ainsi, si on suppose que p > k et ¢ > k + d, les équations (iv) et (v) montrent que, pour tout
p € S(RY) on a [(Spq.9)| < Cllell1, ot on a posé C = A,Blly||s.

. Conclure.

Soient p et ¢ € N suffisament grands pour qu’il existe C > 0 comme dans la question 5. La
forme linéaire S, , : D(R?) — C est continue pour la norme ||-||;. Comme D(R?) est dense dans
LY(RY) muni de cette norme, S, , admet une unique extension en une forme linéaire continue
sur LY(RY), encore notée S, ,.

I1 existe alors une fonction f € L>(R?) telle que Spq : ¢ > [pa fip, Cest-a-dire que Sy 4 = f
dans D'(R?) (et donc dans S’(R?)). Alors, pour tout ¢ € S(R?) on a :

(S,0) = (S, 1+ |z*)PAd+A)"1Id+A)?((1 + |z[*)Pe))
= (Spq» Md+A)T((1 + [2[*)Pp))
= (f, (Id+2)Y(1 + |z*)P¢)
= ((1+ =P Ad+A)If ).

Finalement, on a S = (1 + |z|?)?(Id +A)?f comme attendu.
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