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Feuille 7 — Espaces de Sobolev en plusieurs variables

Exercice 1 (H!(B) ¢ L*(B) en dimension d > 3). Soit d > 3, on note B = {z € R? | |z| < 1}.
En dlmensmn 1, llnegahte de Sobolev montre Pinclusion H'(] — 1,1]) € L°(] — 1,1]). Le but de
I'exercice est de montrer qu'une telle inclusion est fausse en dimension d > 3, en exhibant une
fonction dans H'(B)\ L>®(B). Pour tout a € R, on note f, :  +— |z|* de B dans R.

L. Soit @ > 1 — d, calculer les dérivées partielles (0;fo)|<;cq de fo dans D'(B).
Indication. Commencer par calculer la restriction de 0;f, & B\ {0}.
2. En déduire qu'il existe a € R tel que f, € HY(B)\ L>(B).

Exercice 2 (Pas de trace sur L?(B)). Soient B={z € R? | |[z| < 1}, S={z € R? | |z| =1} et o la
mesure superficielle de S. On a vu en cours que I'application trace v : C*°(B) — L*(S, o) définie par
v : f+ fis se prolonge uniquement en une application liné¢aire continue de HY(B) vers L?*(S,0).

Montrer qu’il n’existe pas d’application linéaire continue 7 : L?(B) — L?(S, o) telle que %COO(E) =1.

Exercice 3 (Pas de trace sur les ouverts irréguliers). On va donner un exemple d’ouvert borné
dont le bord est régulier par morceaux mais pour lequel le théoréme de trace est mis en défaut. Soit
p > 2, on considére I'ouvert borné ) = {(xl,xg) e R? ‘ O<ri<letl<a< :1:’1)} Il n’est pas de
classe C!. Cependant, son bord est la réunion de trois courbes C', notées I'1, I'y et I's et paramétrées
respectivement par :

Mt (,0), v it (1,1), et v it (t,tP)
de [0,1] dans R?. Soit o; la mesure superficielle de I';, on définit une mesure superficielle o sur o0
par o = o1 + 02 + 03. Soit v : C*°(Q) — L?(0Q, o) définie par 7 : f fiao- Le but de I'exercice est
de montrer que ~y ne se prolonge pas en une application linéaire continue de H'(Q) vers L2(99, o).

Pour tout a > 1 on définit f, : (z1,72) — e~ %! de R? dans R.

1. Montrer qu’il existe C' > 0 telle que, pour tout a > 1, ||fa”H1 < CalP.

2. Montrer qu’il existe ¢ > 0 telle que, pour tout o > 1, ||foé|\L2 99,0) > <.

3. Conclure.

Exercice 4 (Régularité de |u| avec u € H'(Q)). Soit sgn : R — {—1,0,1} la fonction signe définie
par : sgn(t) = —1sit <0, sgn(t) =1sit>0etsgn(0) =0. Soit @ C R? un ouvert non vide. On se
propose de montrer que pour tout v € H' () a valeurs réelles on a |u| € H'(2) et 9;|u| = sgn(u)d;u
pour tout ¢ € {1,--- ,d}.

1. Soit B C € une boule ouverte. Pour tout € > 0 on définit ¢. : t — v/t2 + . Montrer que pour
tout u € H'(B) a valeurs réelles on a ¢, ou € H'(B) et

Vie{l1,...,d}, 0i(pe ou) = (¢L o u)diu.
Indication. Approcher u par une suite de fonctions de C*°(B).

2. Soit u € H'(B) a valeurs réelles, montrer que |u| € H'(B) et
Vie{l,...,d}, Oilu| = sgn(u)o;u.

3. Conclure par recollement que ce résultat est aussi vrai sur €.



