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Feuille 4 — Espace de Sobolev sur un intervalle

Exercice 1 (Convergence dominée LP). Soient (X, ;1) un espace mesuré et p € [1,4-o00[. Soit (fn),cn
une suite de fonctions de X dans C telle que :

e il existe f: X — C telle que f,(x) —T> f(x) pour p-presque tout z € X ;
n—-—+oo

e il existe g € LP(X, ) telle que pour tout n € N, |f,,| < g presque partout.
Montrer que f,, — f dans LP(X, u).
n—-+o0o

Quitte a modifier f, g et les (fy,)nen sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer que (fn)nen
converge simplement vers f partout sur X, et que cette suite elle est dominée par g partout sur X.
En passant a la limite simple, on a |f| < ¢g. En particulier f et les (f,,)nen sont dans LP(X, u).
Alors, la suite ((f, — f)?),,en converge simplement vers 0 sur X et y est dominée par 2PgP qui est
intégrable. Par le théoréme de convergence dominée, on a donc :

1o — £l = /X fule) — F@)P —— 0.

Donc f, o, f.

n——+00
Exercice 2 (Injection de Sobolev, cas I non borné). La proposition 1.8.5 du cours affirme que, si
I est un intervalle ouvert borné, alors tout u € H'(I) admet un représentant continu sur I, et qu’il
existe C' > 0 tel que Yu € HY(I), |Jul]looc < C|lullg1. Le but de I'exercice est de montrer que ce
résultat reste valable si on ne suppose pas I borné.
Soit I C R un intervalle ouvert et soit u € H'(I).

1. Montrer que u admet un représentant, encore noté u, tel que |u(x) — u(y)| < |z — y\%Hu/Hz
pour tout z,y € I. En déduire que u admet un unique représentant continu sur I.

Onawu e L*(I) C Li (I) et u admet une dérivée généralisée v’ € L*(I) C L (I). Soit z¢ € I,
d’aprés la prop. 1.8.2 du cours, il existe ¢ € C tel que

a:b—>/xu/(t)dt+c (i)

soit un représentant de la classe u € L{ (I). Dorénavant on identifie u € H'(I) avec la

fonction (i). Soient x et y € I, par Cauchy—Schwarz on obtient :

T max(z,y)
/ o (1) dt‘ </ (1)) dt
Y

min(z,y)
max(x,y) %
/ /()] dt
min(z,y)

u(e) — u(y)| =

=

< (max(z,y) — min(z,y))
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<z =yl [z



Donc I'équation (i) définit un représentant de u vérifiant |u(x)—u(y)| < |:U—y]% ||u'[|2 pour tout
x,y € I. Ce représentant est %—hbldérien sur I. En particulier, il y est uniformément continu
et se prolonge donc uniquement en une fonction continue sur /. Ce représentant continu sur [
de u est unique vu que deux fonctions continues égales presque partout sont égales.

Dans la suite on identifiera u & son unique représentant continu.

2. Soit J C I un intervalle de longueur ¢ € ]0,4o00[. Soit z € J, montrer que pour tout y € J,
lu(x)| < |u(y)| + VE|u||2. En déduire que |u(z)| < (% + \/?) |lu|| 1 par intégration sur J.

Pour tout y € J, la question 1 donne que :
1
u(@)| = |u(y)] < |[u(@)] = [u(y)]] < [u(@) = u(y)] < o —yl2[d]l2 < V|2

Donc, |u(x)| < |u(y)| + V¥||«/||2. On intégre maintenant cette relation sur .J par rapport a la
variable y. Comme J est de longueur ¢, on obtient :

fu(z)| = /J ()| dy < /J ()| dy + /J Vil 2 dy < VElullz + VE [,

ol la derniére inégalité vient de Cauchy—-Schwarz. Finalement on obtient la relation souhaitée
en divisant par £ > 0 de part et d’autre.

3. Conclure qu'il existe C' > 0 telle que pour tout u € H(I), ||ullo := sup,7lu(z)| < C|lul|z:.
Soit ¢ = min(1, Long(I)). On a ¢ €]0,1] et donc § > 1 > L.
Soit w € H!(I), identifié & son unique représentant continu. Pour tout x € I, il existe .J, C I
intervalle de longueur ¢ qui contient x. D’aprés la question 2, on a donc

u(z)| < (jz n JZ) fulls < 2l

Cette relation est valable pour tout = € I, donc pour tout x € I par continuité de u sur I.
Ainsi, ||ulleo < C|lul|gr pour C = %.

4. Soit z € I, montrer que ®, : u +— u(x) est une forme linéaire continue sur H'(I).
D’abord, ®, est bien définie et linéaire de H'(I) dans C. D’aprés la question 3, pour tout
u € HY(I),
@2 (w)] = Ju(@)| < lulloe < Cllullg

Donc @, est continue sur H(T).

Exercice 3 (Densité de D(R)). Soient I un intervalle ouvert, le but de ’exercice est de montrer
que ('espace des restrictions a I des fonctions de) D(R) est dense dans (H'(I), ||| z1)-

1. On considére I =]a, b], oit —00 < a < b < +oc. Soit u € H(I), montrer qu'il existe ug € H}(I)
et v € D(R) tels que u = ug +v|7. En déduire que D(R) est dense dans H'(I), au sens ot pour

1
tout u € H'(I) il existe une suite (¢, )nen d’éléments de D(R) telle que (¢n); H—+> u
n—-+0oo

Indication. Rappelons que pour f € H'(I) on a f € H}(I) si et seulement si f(a) =0 = f(b).
La classe de fonctions v € H'(I) admet un unique représentant continu par la prop. 1.8.5 du
cours ou par 'exercice 2. Dans la suite on identifie u & ce représentant continu.

En suivant I'indication, on veut ug(a) = 0 = ug(b), c’est-a-dire v(a) = u(a) et v(b) = u(b). Soit
donc v € D(R) telle que v(a) = u(a) et v(b) = u(b) (il en existe bien). On pose up = u — v|7.



Comme v € C*(R), sa restriction est dans H'(I), et on a donc ug € H'(I). Comme de plus
ug(a) =0 = ug(b) on a ug € H(I) par la prop. 1.8.8 du cours.

Par définition, D(I) est dense dans H}(I). Il existe donc une suite (¢,,) d’éléments de D([)
telle que [|ug — nl| g — 0. Rappelons qu’on peut voir D(I) C D(R) en étendant les

fonctions de D(I) par 0 hors de I (les fonctions de D(I) s’annulent au voisinage de a et b).
Pour n € N on pose ¢, = ¢, +v € D(R). On a alors |ju — (wn)uHHl = |Jup — @n| g1 — 0.
n [ee]

Donc D(R) est dense dans H'(I).

. Considérons maintenant le cas I = R. Soit x € D(R) a valeurs dans [0, 1], constante a 1

sur [—1,1] et supportée dans [—2,2]. Pour tout n € N* on pose xn :  + x(&). Pour tout
1

u € H*(R), montrer que xpu —— u.
n—+oo

2
Soit u € H(R), on a en particulier u € L?(R). Vérifions que y,u L—+> u. Soit z € R, pour
n——+00

tout n > [z| on a x,(z) = 1, donc (xnu),cy converge simplement vers u sur R. Par ailleurs,

pour tout n € N*, |x,u| < |u| € L?(R). D’aprés I'exercice 1 on a donc ||x,u — ul|2 R 0.
n—-+00

On s’intéresse maintenant aux dérivées. Pour tout n € N*, on calcule la dérivée de x,u (au
sens des distributions) par la régle de Leibniz, ce qui est licite car x,, € C*°(R) et u € D'(R).
/ / / / Lo
(Xnu) = XpU + XnU = XnU + EX (5)“

Comme u et u' € L*(R) et x et x’ sont bornées, on a bien (x,u) € L?(R). Alors, par I'inégalité
triangulaire,

1
< It = wllz + X ool lul2-

1 .
v = wll < I =l + | 1+

n" \n 9
Dans le membre de droite, le premier terme tend vers 0 par le méme argument que précédem-

ment, car v’ € L?(R). Le second terme tend également vers 0. Donc ||(xnu)" — u'[|2 — 0.
n——+0o0

Finalement, on a bien ||x,u — u| g1 —— 0.
n—-+00

. Montrer que D(R) est dense dans H'(R). Que dire de l'inclusion H(R) ¢ HY(R)?

Soient u € H'(R) et ¢ > 0. D’aprés la question 2, il existe n € N* tel que ||xnu — ul g < e.
Pour ce n, la fonction y,u est dans H'(R) et nulle hors de J =] — 2n,2n[. En particulier,
(Xnu))s € Hg(J) par la prop. 1.8.8 du cours. Comme D(J) est dense dans Hg(J) par définition,
il existe ¢ € D(J) C D(R) telle que [[xnu — ¢llgi@r) = [xnu — @llais) < €. Par inégalité
triangulaire, |lu — ¢|| g1 < 2. Donc D(R) est dense dans H'(R) et donc H}(R) = H(R).

. Pour I # R, est-ce que D(I) est dense dans H'(I)?

Si I # R, il a au moins une borne finie, disons par exemple que a = inf(I) > —oo. D’aprés la
question 4 de l'exercice 2, application d’évaluation ®, : u — u(a) est continue. Si D(I) était
dense dans H'(I) on aurait donc u(a) = 0 pour tout u € H'(I). Or, il existe u € H'(I) tel
que u(a) # 0. Par exemple u = x|7, oit x € D(R) est telle que x(a) = 1.

. I reste a traiter le cas d’intervalles du type | — oo, a[ ou Ja, +o00[. Soit I =]0, +00[, en combinant
les arguments utilisés dans les questions 1 et 2 montrer que D(R) est dense dans H'(I).

Soit u € H'(I), identifié & son représentant continu sur [0, +oo[. Il existe v € D(R) tel que
v(0) = u(0). On pose ug = u—v|; € H'(I). En reprenant la méme fonction x qu’a la question 2,
les mémes calculs montrent que x,uo m ug dans H'(I).



Pour tout n € N* et ¢ € D(R), on a :
HU - (Uu - @\I)HHl = HUO - SO|IHH1 < luo — xnuoll g + [[xnuo — 80|I||H1-

Soit & > 0, il existe n € N* tel que [|ug — xnuo| g < e. Alors x,ug € H}(]0,2n]), car cette
fonction s’annule en 0 et 2n. Par définition de H}(]0,2n]), il existe dans ¢ € D(]0,2n[) C D(R)
telle que [[xnuo — ¢l = [Xnto — @llE10,20) < € En posant ¢ = v + ¢ € D(R), on a
Ju — 17]| < 2e. Ainsi D(R) est bien dense dans H'(I).

Exercice 4 (Dérivation d’un produit et intégration par parties dans H'). Soit I C R un intervalle
ouvert et soient u,v € H(I).

1. Montrer que uv € H(I) et que (uv)’ = u'v + uv'.
D’aprés I'exercice 2, les fonctions u et v sont L. Comme v, v’ et v’ sont des fonctions L?, on
a donc uv € L?(I) et u'v+wv' € L?(I). 1l suffit donc de montrer que (uv)’ = u'v+uv’ au sens
des distributions.
Si u € C*°(I) alors (uv)’ = w'v + uv’ en appliquant la régle de Leibniz pour le produit d’une
fonction C* et d’une distribution. Dans le cas général, on va procéder par approximation en
utilisant le résultat de ’exercice 3.

. . . H? ..
Comme u € H'(I), il existe une suite (uy), oy de D(R) telle que uy, — U (ici et dans la
n—-+0o0
suite on écrit encore u,, pour la restriction a I de u,,). Pour tout n € N, on a (u,v)" = u),v+u,v’.
Il s’agit donc de prouver les convergences suivantes dans D’'(R) :
(upv) ——— (uwv)’, unv —— o’ et UV ———
n—-+oo n—-+oo n—-+00
ce qui impliquera la formule souhaitée.
Par I'inégalité de Sobolev (exercice 2 question 3), il existe C' > 0 telle que ||-||cc < C||-|| g1-
Pour tout n € N,

[unv — wvlla = [[(un = w)vlls < [lun — ulloo|lvllz < Cllun = ull g1 [|vfls —— 0.
n—+oo
La convergence dans (Lz(I ) ||H2) implique la convergence faible dans L?(I) et donc la conver-

gence dans D'(I) (voir I'exercice 8 de la feuille 3). Plus élémentairement, pour tout ¢ € D(I),

[{(upv — uv, )| < |lupv — uvl2||el2 R 0. Donc u,v ;_%;: uv, et par continuité de la

A D' .
dérivation (u,v)’ P (uv)’. Comme ci-dessus,
n—-+00

lunt” = w'll2 < llun — ulloo|[t'll2 < Cllun = ullmy [[0']l2 ———

n—+400
donc u,v" ——— uv’ dans L?(I) et donc dans D'(I). Enfin,
n—+oo
lunv = w'vll2 < vllsollug — v'll2 < [vlloollun — wll g1 —— 0. (i)
n—-+00

Donc u/,v ——— u'v dans L?(I) et donc dans D'(I).
n—-+00

2. En déduire que pour tout [a,b] C I la formule d’intégration par parties suivantes est valide :

b b
/ o (z)v(z) dz = [u(a})v(a:)]z —/ u(z)v' (z) da. (1)



On vient de montrer que uv € H'(I). En reprenant la solution de I'exercice 2 question 1, on
voit que 'unique représentant continu sur I de uv s’écrit sous la forme :

x
uv T —> / (uwv)'(t) dt + ¢,
Zo
ott g € I et ¢ € C. D’aprés la question 1, si [a,b] C T on a donc

b b b
[u(z)v(x))2 = uv(b) — uv(a) = / (uwv)(z)dz = / o' (z)v(z) dz +/ w(z)v'(x) du,

ce qui établit (1).
Exercice 5 (Singularité ponctuelle). Soient I =la,b] et J =]b, [, avec —0o < a < b < ¢ < +00.
Soient u € HY(I) et v € H(J), on note w = uly + vly.
1. Est-ce que w € H'(]a,c[)?
Indication. Calculer la dérivée de w.

Dans la suite on identifie u et v & leurs représentants continus sur |a, b] et sur [b, c[ respective-
ment. L’existence et 'unicité de ces représentants est donnée par l'exercice 2.

Si w € HY(a,¢[) alors il coincide presque partout sur ]a, c[ avec une fonction continue. Cela
suggére qu’on peut raccorder continuement u et v en b, c’est-a-dire que v(b) = u(b). On va
vérifier que w € H(Ja,c]) <= v(b) = u(b).

Pour commencer, on a w € L?(Ja,c[). En effet,

[T as = [Wpars [lowPas <+

Suivant 'indication, on calcule la dérivée de w dans D’(]a, ¢[). Pour tout ¢ € D(Ja, c[) C D(R),

b c
(W @) = —(w, @) = —(Lpu, ) — (Lyv, ) = - / u(z)! () dz /b v(@)¢ (@) da.

Comme u et ¢|; € H'(I), on peut utiliser la formule d’intégration par parties (1) établie dans
I'exercice 4. De méme pour v et ¢|; € H L(J). Donc, en identifiant u et v & leurs représentants
continus,

b c
(W', 0) = ~[ulz)p()]; +/ u'(z)p(x) dz — [u(:c)ga(:n)]‘ng/b v (@)e(r)dz

= —u(b)p(b) + v(b)e(b) + /C(U’lf +0'1) (2)p(x) do
= ((v(b) —u(b)dp, @) + (u'1r +0'1;, ).

Ainsi w’ = w17 +v'15 + (v(b) — u(b))dp. Comme ci-dessus, on a v'1; +v'1; € L*(Ja,c[) car
u' € L3(I) et v' € L*(J). On a donc, comme annoncé,

we H' (Ja,c]) <= w' € L*(Ja,c]) < (v(b) —u(b))d € L*(Ja,c]) <= v(b) = u(b).

En effet &, ¢ L?(Ja,c[) C L (Ja,c[). Une fonction f € Li (Ja,c[) telle que Ty = dy, vérifierait
T bogpel = (5b)ua,b[u]b,c[ = 0, donc f = 0 presque partout sur ]a, b[U]b, c[ par injectivité de
g — Ty, et donc 0, = T = 0.



2. Expliquer comment prolonger u € H'(R%) en u € H'(R) tel que 6] 1 (m) < \/§||u||H1(R1)-
On identifie u & son représentant continu sur [0,+oo[. Par la question 1, il est naturel de
chercher le prolongement sous la forme @ = v1g+ + ulg+ avec u(0) = v(0). Un choix naturel
pour assurer la continuité en 0 et la condition sur les normes est de choisir v : © — u(—2)

de R_ dans C.
Si on montre que v € H'(R*) et [[v]|gr(re) = HU”Hl(Ri) on aura bien u € H'(R) par la
question 1, et méme u' = v'1g+ + 1g- vus les calculs ci-dessus. On aura alors :

il ) = /!u !2d:r:+/!u (z)) da
_/*| (= )‘Qd“/*' (@ )|2dx+/*|vl(x)|2d$+/*U'(x)|2dx

= [[ollF ey + HUH%P(Rj_) = QHUH%I(Ri)v

ce qui prouvera que la condition sur les normes est satisfaite.

On a

/*|U($)2d:p = /R*IU(—x)Ide = /R* lu(@)|?dz et /R* I~/ (—2)[2 dz = /R* ' (2)[? da.

+ - +

Il suffit donc de montrer que v" est représentée par la fonction x — —u/(—z). Cette fonction
étant L? on aura bien v € H'(R*) et ||v||H1(]R* ||u|]%]1(R* - Pour tout ¢ € D(R*), on a
+

W=~ == [ uCog@de == [ u@yode= [ u@()de,

oit ¢ : & + p(—x) définit une fonction dans D(R%) C H'(RY). Par intégration par parties
dans H! (voir exercice 4), on a donc :

0 ) = u@p@ly ™~ [ d@pa)do= - [ da@p(-a)do= [ —u(-a)pla)ds

*

D’ou le résultat.

Exercice 6 (La régle de la chaine). Soit G € C*(R) telle que G(0) = 0. Soit I un intervalle ouvert,
le but de I'exercice est de montrer que pour tout u € H(I), on a Gou € H'(I) et

(Gou) = (G ou). (2)

1. Soit u € H'(I), montrer que G’ o u est bornée. En déduire que (G’ o u)u’ et G o u sont L2,
D’aprés l'exercice 2, la fonction u est bornée sur I, par une constante A > 0. Comme G’ est
continue sur [—A, A] elle y est bornée par une constante B > 0. Alors, pour tout = € I on a
|G’ (u(z))| < B. Donc G’ o u est bornée.

Onau € L3(I) et G'ou € L>®(I) donc (G’ ou)u’ € L*(I). Par le théoréme des accroissements
finis, pour tout = € I, |G(u(x))| = |G(u(z)) — G(0)| < Blu(z)|. Donc |G o u| < Blu| € L*(I).

2. Conclure en utilisant un argument de densité.

Pour tout u € HY(I) on a |G ou| < Blu| € L*(I) et (G’ ou)u’ € L*(I). 11 suffit donc de

prouver (2) pour avoir Gou € Hl(I). La formule (2) est vrai si u € C>°(I). Dans le cas général



on procéde par approximation, comme dans l'exercice 4. Soit (), une suite de (restrictions
a I de fonctions de) D(R) telle que ||u,, — ul| g — 0. Pour tout n € N, on a
n—-+0oo

(Goup) = (G ouy)uy,.

Il s’agit donc de prouver que (G o uy,)’ % (Gou) et (G'oup)ul, % (G'ou)u/, ce
n—-+0o0 n——+0o0

qui établira (2).

D’aprés lexercice 2, il existe C > 0 tel que ||| < C|-||2 sur HY(I). En particulier,

Up, % u et donc il existe A tel que [unlle < A pour tout n € N. Notons B le maxi-
n—-+0o0

mum de |G’| sur [—j, xzq Pour tout x € I,

Glun(2)) = Gu(2))| < Blln — ulloo < CBllun — s ——0.

Donc G o uy, — G o u dans L*°(I) donc dans D/(I). Par continuité de la dérivation,
n—-+0oo

D/
(Gouy) —— (Gouy)
n—-+o00o
L’autre convergence a montrer est plus subtile, et on va passer par I’évaluation contre des

fonctions-test. La suite (uy),, oy converge uniformément donc simplement vers u, ot on identifie
u et son représentant continu. Soit ¢ € D(I), on a (G'ouy,)p — (G'ou) simplement sur 1.
n—-+00

~ 2
Cette suite est dominée par Blp| € L?(I), donc par 'exercice 1 on a (G'ouy, )¢ L4+> (G'ou) .
n—-+0o0o
Par ailleurs, ||u), — u/[|2 < ||un — ul| g1 — 0. Comme le produit (f,g) — fg est bilinéaire
n—-+0oo
continu de L?(I) x L?(I) dans L'(I), on en déduit que (G’ o uy)ul,p — (G' ou)u'p dans
n——+0o0
LY(I) et donc dans D'(I).
3. Que dire de 'hypothése G(0) = 0 lorsque I est borné?

On a utilisé G(0) = 0 uniquement dans la question 1 pour montrer que G o u est dominé par
|u| et en déduire G ou € L2(I). Si I est borné, quitte & considérer le représentant de u qui

est continu sur le compact I, on a G o continue, donc bornée, et donc L? sur I. Dans ce cas,
I'hypothése G(0) = 0 est donc inutile.

Définition (Convergence faible). Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert, on dit que (x,), oy converge

faiblement vers x dans H si (z,,,y) — (x,y) pour tout y € H.
n—+oo

Théoréme 1. Soit (zy,)nen une suite bornée dans l’espace de Hilbert (H, (-, -)), alors on peut extraire
de (), ey une sous-suite faiblement convergente.

Exercice 7 (Inégalité de Poincaré générale). Soit I un intervalle ouvert borné et soit V' un sous-
espace fermé de H'(I) ne contenant aucune fonction constante non nulle.

1. Donner au moins trois exemples de sous-espaces V' comme ci-dessus.

On peut penser & V = H{(I) = {u € H'(I) | ujgr = 0} qui est fermé car adhérence de D(I).
D’autres exemples sont V = {0}, V = Cu avec u € H'(I) non constante.

On peut aussi construire toute une classe d’exemples de la fagon suivante. Soit K C I un com-
pact. En identifiant les éléments de H'(I) a leur représentant continu, on a une application li-
néaire u — ux de (H'(I), |||/ ) vers (C(K), ||-||oc) qui est continue grace a I'inégalité de So-
bolev (voir la question 3 de I'exercice 2). Le noyau de cette application {u c H\(I) ‘ UK = 0}
est donc un sous-espace fermé ne contenant pas de constante non nulle.



On se propose de montrer qu’il existe C' > 0 telle que ||ull2 < C||u/||2 pour tout v € V. On va
raisonner par ’absurde, en supposant qu’il n’existe pas de tel C' > 0.

2.

Prouver qu’il existe alors une suite (u,,) dans V telle que ||ul, |2 — OetVn €N, |lupll2 = 1.
n—-—+0oo

D’aprés notre hypotheése, pour tout n € N, il existe v, € V telle que ||vy|l2 > n||v]||2. Pour
tout n € N, on pose u,, = de sorte que [|u,|[2 = 1. Alors

- ||vnH2

[vnll _ 1
[onll2~ n nteo

HunH2

Montrer qu’on peut de plus supposer que (u,) converge faiblement dans V' vers une fonction u.

Comme V est un sous-espace fermé de H*(I), on a que (V, (-,-) 1) est un espace de Hilbert.
La suite (||uf,||2),cy est convergente, donc bornée par M > 0. Pour tout n € N, on a donc

lunliFpn = llunll3 + llun I3 < 1+ M2 (i)

D’aprés le thm. 1, on peut donc extraire de (uy), oy une sous-suite faiblement convergente
dans V/, qui vérifie encore les propriétés de la question 2. Quitte a remplacer (u,),,cy Par cette

suite extraite, on peut donc supposer que u,, — u faiblement dans V.
n—-+oo

. Montrer que [, u},(z)v(z)dz —— [, u/(z)v(x)dz pour tout v € L*(I).

n—+oo
Soit v € L*(I), notons ay, : u — [, u/(z)v(z) dz. La forme linéaire v, est continue sur H'([).
En effet, pour tout v € H'(I),

o (u)| < [vllz2llullz < [lvll2llullg

Par restriction, «, définit une forme linéaire continue sur V. Il existe donc w € V tel que
ay = (w,-) en restriction & V. En utilisant la convergence faible de u,, vers u,

/Iu;(:c)v(:c) dz = (w,up) —— (w,u) = /Iu/(a;)v(a;) dz.

n—-4o00

. Prouver que v = 0.

Soit v € L3(I),

< lugll2foflz ——— 0.
n—-4o0o

/Iu'n(x)v(x) dz

D’aprés la question 4 on a donc [, u/(x)v(x)dez = 0. En particulier, pour v = «/, on obtient
que u' = 0. Donc u € V est constante. Par hypothése sur V on a donc u = 0.

Démontrer que (u,)pen admet une sous-suite uniformément convergente sur I.

Indication. On pourra utiliser le théoréme d’Arzela—Ascoli.

On rappelle I’énoncé du théoréme d’Arzela—Ascoli.

Théoréme 2 (Arzela-Ascoli). Soit K un compact, on considére (C°(K), ||||o). Une partie
A C COK) est d’adhérence compacte si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

(a) pour tout x € K, {f(x) | f € A} est bornée;

(b) A est équicontinue, i.e. pour tout © € K et e > 0, il existe U voisinage de x tel que
Vie A VyeU, |f(z) - fly)l <e.



Les fonctions (uy,)nen sont dans H'(I) et admettent donc un unique représentant continu sur
K =TI (voir exercice 2). Par I'inégalité de Sobolev et 'inégalité (iii), il existe C' > 0 telle que,
pour tout n € N,

tnlloe < Cllunllgm < CV/1+ M2,

En particulier, pour tout € K, {u,(x) | n € N} est borné.

D’apreés la question 1 de l'exercice 2, chacune des u,, est %—héldérienne avec une constante
associée inférieure a [jul |l < M. Soient z € K, e > 0et n € N. Si |y — 2| < ¢ alors
lun (y) — un(z)| < My — :Jc]% < M~/6. Donc |uy(x) — un(y)| < € si on choisit § = ]\5722 Donc la
suite (un), o st équicontinue.

Par le thm. 2, {u, | n € N} est d’adhérence compacte dans (C°(K),|||). On peut donc

extraire de (uy), ¢y une suite uniformément convergente sur K = I.

7. Conclure.

Quitte a remplacer (“n)neN par une sous-suite extraite, on peut supposer que cette suite
converge uniformément sur I vers une fonction u € C°(1).

Comme [ est borné, on a

tn — @3 = /[|un(:v) —@i(z)[* dz < Long(I)||un — Ul oo 0.

Donc u,, — u dans L?*(I) et donc ||u]ly = limy— 400 |tn]]2 = 1.
n—-+oo

De facon similaire & ce qu'on a fait a la question 4, pour tout v € L?(I), la forme linéaire
By :urr [;u(z)v(z)dx est continue sur H'(I), donc en restriction & V. Il existe donc w € V
tel que B, = (w, ) en restriction & V. On a alors :

/ﬁ(x)v(x) dz — /un(x)v(x) dz

I 1

< /Iun(w> —u(@)||v(z)| dz < flun = ully[lvll2 7= 0.
I n—-+00

Donc

/Ifl(m)v(m) dz = lim Up(x)v(z)der = lim (w,u,) = (w,u) =0.

n—-+o0o I n—-+0o

En prenant v = @ on obtient ||u|l, = 0, contradiction
Il existe donc une constante C' > 0 telle que [Jull2 < C||u/||2 pour tout u € V.

Exercice 8 (Inégalité de Gagliardo—Nirenberg — facultatif). On considére un intervalle ouvert I
non borné. Le but de I'exercice est de prouver que pour tout v € H'(I)

1 1
lulloo < V21ull ]2 (3)

1. Soit u € D(R). Pour tout x et y € I, montrer que u(z)? = u(y)?+2 [ u(t)u/(t) dt. En déduire
que la restriction de u a I vérifie (3).
Comme u? est C', on a u(z)? — u(y)® = [Y(u?)'(¢t)dt pour tout z,y € I, ce qui montre la
relation souhaitée.
Comme u € D(R) et I n’est pas borné, il existe y € I tel que u(y) = 0. Grace a la relation
précédente, pour tout z € I on a :
1
y 2
/ u(t)]? dt’
xT

par Cauchy—Schwarz, ce qui prouve (3) pour ;.

1
Y 2
Ju(z)]? =2 / \U’(t)\zdt‘ < 2lfullz[l]l2,
x

/zyu(t)u’(t) dt‘ <2
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2. Montrer que (3) est vérifiée pour tout u € H(I).
Dans le cas général on utilise une fois de plus la densité de D(R) dans H'(I). Soit u € H(I),

1
il existe (u,) telle que uy, —%—% u. La convergence dans H'(I) implique la convergence dans
n—-+0o0

L*°(I) via I'inégalité de Sobolev (voir exercice 2 question 3). Elle implique aussi la convergence

de (uy) vers u et de (u,) vers «/ dans L%(I), par définition. Donc ||uy||eo — 1| oo,
n—-+0o0

linllz —— lullz et [l s —— [’z

D’aprés la question 1, la fonction u,, vérifie 'inégalité (3) pour tout n € N. En passant a la
limite, c’est aussi le cas de u.

3. En considérant I =]0, +oo[, montrer que la constante v/2 apparaissant dans (3) est optimale.
Pour montrer I'optimalité de la constante /2, on peut chercher une fonction u € H'(I) telle
que (3) soit une égalité.

Pour démontrer I'inégalité (3), on a appliqué I'inégalité de Cauchy-Schwarz a u et u'. 1l est
donc naturel de considérer le cas d’égalité dans cette inégalité, c’est-a-dire lorsque v’ et u sont

colinéaires, par exemple u : z +— €% avec A € R. Comme on veut v € L?(]0, +o0]), il faut

A < 0. Considérons donc u : x — e *.

On a bien u € HY(I). Dun c6té ||ul|o = 1. De Pautre,

12 2 oo 2T 1
R A e

1
Donc [|ulj =1 =24 = \/§Hu||%||u’\|22 Cela prouve I'optimalité de v/2.
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