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Feuille 1 — Rappels et boite a outils

Notations. Soit  un ouvert de R?.

Le support de f : Q — C, noté supp(f), est 'adhérence dans Q de {z € Q| f(z) # 0}.

Pour tout k¥ € N U {co}, on note C5(2) l'espace des fonctions de 2 dans C de classe C* a
support compact. On note aussi Co(Q2) = CJ(Q) et D(Q) = C5°(9).

Soit p € [1,+00], on note L} (€2) I'espace des fonctions f : @ — C (modulo égalité presque
partout) telles que fik € LP(K) pour tout compact K C 2, ou ik est la restriction de f a K.

e On appelle multi-indice tout o = (v, ..., q) € N% On note |a| = 3% | oy sa longueur, et
ol =[], a;!. Pour z = (z1,...,24) € R? on note 2% = Hf Lzt et 0% = %.
e Soient K C Q un compact et f € C/(2), on note N (f) = sup{|0°f(z)| ‘ la] <letz € K}.
Exercice 1 (Lemme de Hadamard). Soient k € N* et f € C*(R?).
1. Montrer qu'il existe des fonctions (¥q)|q|=r de R? dans C telles que :
'Z.Oé
YreRY  f(z)= ) 0%f(0) 5+ D aala). (1)
lal <k |o|=k

Soit z € R%. Comme f est de classe C*, on peut écrire la formule de Taylor avec reste intégral
entre 0 et x & 'ordre k — 1 :

1, ) L
z 0Z 3 ek [ 0ot
al<k : |a|=k

Ici, la seconde ligne s’obtient a partir de la premiere en utilisant pour 0 < j < k la j-linéariteé
de D} f, la différentielle j-iéme de f en un point y :

: & f(y)
J £(r ) — _ Pty
D} f(x,...,x) = | E | i, ‘Lz-"amil‘--ami. = a' “f(y).
lézl,...,zj-gd J ‘al J

On obtient donc la formule souhaitée en posant pour tout multi-indice v de longueur £ :

Vo 1 T — — g 1(1ft)’f*laaf(t;z;)dt.

Oé' 0



2. Soit I € N. Si f € C*(R?), montrer que les (Ya) o=k SODE C! sur R? et expliciter leurs dérivées.
Soit o € N? tel que |a| = k et soit hq : (x,t) — (1 — )19 f(tz) de R? x [0,1] dans C.
Comme 0°f € C'(R?), pour tout ¢ € [0,1] la fonction he(-,t) est également de classe C!. Soit
B € N tel que |3| <[, dans la suite on notera 3%h, (7, t) la valeur en z € R? de 9% (ha(-,1)).
Pour tout (z,t) € R? x [0,1] on a alors :

P ha(z,t) = (1 — t)F1Blgat8 £ ().

Pour tout 2 € R?, la fonction 0%h,(x,-) est continue sur [0, 1], en particulier mesurable. Soit
R >0 et Bp C R? la boule fermée de centre 0 et de rayon R. Pour tout € By et t € [0,1] :

’aﬁha(x,t)‘ <

0" f(t2)| < Nogun(f).

Le terme de droite est intégrable sur [0, 1] et indépendant de € Bg. En appliquant de fagon
répétée le théoréeme de dérivation des intégrales a paramétres, on obtient que

k 1
Yo x> — | ho(z,t)dt
Oé‘ 0
admet des dérivées partielles continues sur l'intérieur de Bgr & tout ordre inférieur & [. Donc
g est C' sur Pintérieur de Br. Comme R est quelconque, ¥, € C/(R?). De plus, ses dérivées
partielles s’obtiennent par dérivation sous l'intégrale : pour tout 5 € N? tel que 18] <1,

k 1

Oé' 0

P ipo () = f' / 1 Pho(z,t)dt = (1 — t)F=14BlgatB £ (1) dt. (i)
al Jo

3. Soit B C RY une boule fermée centrée en 0. Pour tout o de longueur |a| = k, montrer que
Npi(Ya) < Npi(0%f) < Nppwa(f)-
Soient a et B € N tels que |a| = k et |8] < 1. Pour tout o € B, I'équation (i) donne que :

k 1 1
‘8/3%(;5)‘ < '/ (1 — t)k71t|5| ‘3a+ﬁf(tx)‘ dt < NB,l(aaf)/ k:(l o t)kfl dt — NB,l(aaf)-
o Jo 0
On obtient la premiére inégalité en passant au sup sur x € B et [ de longueur au plus [. La
seconde égalité est une conséquence directe de la définition de Np p1;(f).

Remarque. Ici et dans les questions précédentes, on considére 9% f uniquement sur le segment
joignant 0 & . On peut donc raisonner de méme en remplacant R? (resp. B) par un ouvert
(resp. un compact) étoilé en 0.

4. Dans cette question on suppose que d = 1, de sorte que I’équation (1) se ré-écrit :

k—1 -
VoeR  fla) =3 fO0)% + o tunla),
=0 :

On suppose que f € D(R), a quelle condition a-t-on ¢ € D(R)?

D’apres la question 2, la fonction . est de classe C°. 1l s’agit donc de savoir a quelle condition
le support de 1, est compact (i.e. borné, vu qu’il est fermé par définition). Si ¢y, est & support
compact, alors il en est de méme du polynéme de Taylor de degré K — 1 de fen O :

k-1 ,
> 1005 = £ = XHh

J=0



Ce polynome est donc nul. Inversement, si ce polynéme est nul alors ¢ s’annule hors du
compact supp(f) U {0}, et donc ¢ € D(RY). Ainsi 1, € D(R?) si et seulement si toutes les
dérivées de f d’ordre strictement inférieur & k£ s’annulent en 0.

Exercice 2 (Inégalité de Holder généralisée). Soit (X, i) un espace mesuré. Pour tout p € [1, +0o0],
on munit LP(X, ;) de sa norme d’espace de Banach ||-||, définie pour f € LP(X, ) par :

11l = </X'f @)"’dﬁ‘(w)); si p < +o0,

inf{M >0 | |f(z)| < M pour presque tout z € X} sip= +oo.

On rappelle I'inégalité de Holder classique : soient f € LP(X,pu) et g € LY X, pu), oupet g € [1,400]
sont, tels que 1 +1 = 1, alors fg € LM (X, 1), et de plus [|fgll1 < |/l

1. Soient p,q et r € [1,+00] tels que %—l—% = % Montrer que pour tout f € LP(X,pu) et
g€ Li(X,p)ona fgeL"(X,p) et |[fgll- <|flpllgllq
Commengons par supposer que r < 400 et posons p’ = £ et ¢’ = £, de sorte que ]% + % =1.
Soient f € LP(X,p) et g € LI(X, p), on a f7 € L' (X, i), et de méme g € L (X, p). D’aprés
le résultat classique on a donc (fg)" € LY(X, u), i.e. fg € L™(X, u), et

Hngi=/X!f(w)|’”!9(m)!’"du(w) <Ml llg" -

Sip < 400 alors p’ < 400 et :

171 = ([ 1@ an@)” = ([ 1P ant ) — 171,

Si p = +oc alors p' = 400, et on a aussi || f"|l,y = || f]},- De méme [|g"[|; = ||g]l;- Finalement
on a bien || fgllr < [ fllpllgllq-

Si maintenant r = +oo alors on a nécessairement p = +o0o = ¢. Dans ce cas, fg est bien
essentiellement bornée et || fg|loo < ||flloollglloo, ce qui conclut la preuve.

RS
o

2. Dans cette question on suppose p(X) < oco. Montrer que si r < g alors LY(X, u) C L™(X, p)

1
et || fllr < p(X)?||f|lg pour tout f € LI(X, ). L'inclusion réciproque est-elle Vraie7

e Al 1
Sans perte de généralité on peut supposer que 1 < r < ¢ < +00. On a alors 0 < 1 -3 L<lga
et il existe donc p € [1,4o00] tel que %D = % — ~. S50t 1 : X — R la fonction Constante al.

a
Comme p(X) < +oo,onale LP(X,pu) et |[1], = pu(X)r.
Soit f € LI(X, ), en appliquant I'inégalité de Holder généralisée de la question 1 & fet g =1
on obtient que f € L"(X, ), et méme que || f||, < p(X )%Hqu
L’inclusion réciproque est fausse en général, par exemple la fonction x — f est dans L1([0,1])
mais pas dans L%([0,1]).
3. Donner un contre-exemple a U'inclusion de la question 2 lorsque u(X) = +o0.
La fonction = — L est dans L*([1, +oc[) mais pas dans L'([1, +00[).
4. Déduire de la question 2 que, pour tout p € [1,+o0], L (R?) C L (RY).
Soit p € [1,4+o0[ et soit f € LlOC(Rd)' Soit K € R? un compact, il est de mesure finie
pour la mesure de Lebesgue. D’aprés la question 2 on a donc fjx € LP (K) c LY(K). Ainsi

f € Lipe(RY).



Exercice 3 (Continuité des translations dans LP pour p < 4+00). Soit p € [1, +oo[, pour tout a € R?
on définit I'opérateur de translation 7, : LP(R%) — LP(RY) par 7,(f) :  — f(z — a). Le but de
I’exercice est de prouver que, pour tout f € LP(R?),

I7a(f) = Fll, —= 0 (2)

P a—0

1. Montrer que (2) est vrai lorsque f € Co(R%).
Soit f € Co(RY) et soit R > 0 tel que supp(f) C B(0, R) la boule de centre 0 et de rayon R.
Soit a € R? tel que ||a| < 1, alors 7,(f) est a support dans B(0, R + 1). On a alors :

) =5l = [ @) = F@Pde = [ (=)= f@)P da.

(0,R+1)

Comme f € Co(R?) elle est uniformément continue. Soit & > 0, il existe § € ]0, 1[ tel que pour
tout a € B(0,6) et x € R, |f(x —a) — f(x)| < e. Donc, pour tout a € R? tel que ||al| <6 :

I7a(f) = fllp < £ VOl(B(0, R + 1))7.

2. Conclure grace a la densité de Co(R?) dans LP(R?).
Soient f € LP(RY), g € Co(RY) et a € RY. On a :

17a(f) = Fllp < lI7a(f) = 7al9)llp + 17a(9) = gllp + llg = Fllp = 2[1f = gllp + 17alg) — 9llp-

Soit € > 0, par densité de Co(R?) dans (LP(R?), -[|,) il existe g € Co(R?) tel que || f — g, < e.
D’aprés la question 1, il existe 6 > 0 tel que ||7(g9) — gllp < € dés que |la]| < 0. Pour tout
a € R tel que |lal| < 6 on a donc ||7,(f) — f|| < 3¢, ce qui établit (2).

Définition (Convolution). Soient f et g mesurables de R? dans C. Soit € RY, si y +— f(x —y)g(y)
est L, on note f * g(z) = / f(z —y)g(y)dy. La fonction f x g est appelée la convolée de f et g.
Rd

Exercice 4 (Convolution : premiers exemples). 1. Soient f et g mesurables et soit z € R%. Si
f * g(x) est bien défini, montrer que g * f(z) est bien défini et que g * f(x) = f x g(z).
Par le changement de variable z = z — y, on obtient :

[ Jote = wlirwldy = [ Js@lIf - )=
R4 R4

Le terme de droite est fini par hypothése, donc (g* f)(x) est bien défini. Le méme changement
de variable sans les modules montre que (g * f)(z) = (f * g)(x).

2. Soient a < b et ¢ < d, on note 1,y et 1 g les fonctions indicatrices de [a, b] et [c, d] respecti-
vement. Montrer que 1, * 1. g est bien définie sur R et I'expliciter.

Soit € R. Pour tout y € R, on a

1 sia<z—y<bete<y<d,

0 sinon.

Loy (@ = yY)licaq(y) = {



de sorte que 14 (z — )1 g = Lz—po—anjed) € L'(R). Donc 14 * 1| q est définie sur R, et

Ljgp) * Lo : 0 — /R b o—anfed (y) dy = Long([x —b,x—a]Ne, d])

Sans perte de généralité on peut supposer que b — a < d — ¢, d’aprés la question 1.
e Siz < ate, alors z—a < cet [x—b, z—a]N[c,d] = (). Donc Long([z — b,z — a] .d]) = 0.
e Siatc<zrz<b+tcalorsr—b<c<xr—a Commeb—a<d—c, onaaussix—a<d.
Donc [z — b,z — a] N [c,d] = [¢,z — a] et Long([z — b,z — a] N [c,d]) =z—a-—c

e Sib+c<zr<a+t+dalorsc<r—b<zx—a<det[r—bx—a]lN|ed =[r—bz—d
est de longueur b — a.

e Sia+d <z <b+d, alorsc<z—b<d<z—aetLong([zr—bx—alNcd)=b+d—uz.
e Siz>b+dalors d <z —b et donc Long([z — b,z —a] N [c,d]) =0

a-+c b+c a+d b+d

FIGURE 1 — Graphe de 1j, 3 * 1| g, qui est continue et affine par morceaux.

3. Soient a < bet f € C¥(R), montrer que (4,5 % f est bien définie. Vérifier que 1, y* f € CF(R)
et calculer sa dérivée.
Soient x et y € R. On a 14(x —y)f(y) = 0si x —y ¢ [a,b], ie. siy ¢ [x— b,z — a]
Comme f est continue sur [z — b,z — a] elle y est bornée, et pour tout y € [x — b,z — al,
‘1[a,b] (ZL' - y)f(y)‘ < HfH[:L‘—b,:c—aLO' Donc 1[a,b] * f(.CII) est bien défini.
Pour tout x € R, on a

r—a

1[a,b]*f(x):/Rl[a,b](-r_y)f(y)dy:/ fly)=F(z —a)— F(z -),

—b

ou F': R — R est n’importe quelle primitive de f, par exemple F' : z — fo y) dy. Comme
f € C*(R), sa primitive est de classe C**1, et 1jqy * [ également. Enfin, pour tout reR:

(L * f) (@) = F'(z —a) = F'(z = b) = f(z —a) = f(z —b).

Le résultat suivant donne un critére assurant que la convolée de deux fonctions f et g est bien définie
presque partout sur R?%. Il donne aussi un controle sur les normes LP de f % g. On le prouvera dans
plusieurs cas particuliers dans ’exercice 5. Le cas général fait ’objet de I'exercice 10.

Théoréme 1 (Inégalité de Young). Soient p,q et r € [1,+00] tels que %—l—% =1+ % Si f € LP(RY)
et g € LY(RY), alors fx g€ L"(RY) et || f * gl < [Iflnllgllq



Exercice 5 (Inégalité de Young, cas particuliers). 1. Prouver le théoréme 1 pour p=qg=r = 1.
Soient f et g € L'(RY). Par le théoréme de Fubini-Tonelli :

[ e wlsldsts = [ ol [ e=ldray = Illglh < 0. )

La fonction (z,y) — f(z —y)g(y) est donc intégrable sur R? x R?. Par le théoréme de Fubini,
f % g est donc bien définie presque partout sur R? et intégrable. Enfin, par I'équation (ii),

If 2o = [ Ves@lars [ [ - vllswlayar < silol

2. Soient f € L'(R%) a support compact et g € LIIOC(Rd), montrer que f * g € Llloc(Rd).
Soit C' € R? un compact et soit z € C. Pour tout y € R on a :

flx—y)#0 = z—yecsupp(f) <= y € {z} —supp(f) = y € C —supp(f).

Notons K = C'—supp( f ) qui est compact car image du compact C x supp(f) par (a,b) — a—b.
Par contraposée, f(z — -) est nulle hors de K. Donc,

f gl /fx— dy—/f:v— y)dy = £+ (Lig) (),

ol 1 est l'indicatrice de K. Comme g € Li _(R?) on a gk € L'(K) donc 1xg € LY (RY).
D’aprés la question 1, la fonction f*(1xg) est bien définie presque partout sur R? et intégrable.
Comme f g et f*(1gg) coincident sur C, la fonction f % g est bien définie presque partout
sur C, et (f *g)c € LY(C). Comme C est quelconque, on a bien f* g € LL (R9).

3. Soient f,g et h € L*(R?%), montrer que f % (g% h) = (f * g) * h dans L'(R%).
D’aprés la question 1, f * (g * h) est bien définie presque partout. Soit = € R?, on a :

retgen@ = [ se-nnmar= [ ([ o= a.
Comme dans la question 1, par Fubini—Tonelli on a :

/Rd/RdeJf(x—y)|9(Z/—z)|]h(z)|dydzdx:/Rd|h(z)\/Rd|g(y—z)|/Rdf(g;_y)|dxdydz

= [[fllllglixl[p ]l < +o0.

Donc, pour presque tout z € R?,

[ 5=ty = )] dydz < +oc
R4xR4
On suppose dorénavant qu’on a choisit un tel . On peut alors appliquer le théoréme de Fubini

pour échanger les intégrales dans le terme de droite de (iii). A I’aide du changement de variable
y = z + t, on obtient alors :

reen@ = [ ([ se-natv-aan)aeas= [ ([ 1=z og0at )
= [ (7 *gla = Dhi)dz = (1 29) i)

Cette égalité étant valable presque partout, on a bien f * (g * h) = (f * g) * h dans L'(R%).



4. Prouver le théoréme 1 lorsque r = +o00. Montrer que f * g est alors uniformément continue.
Comme r = 400, on a % —{—% = 1. Soient f € LP(RY) et g € LI(R?). Soit = € R on a
flx—-) e LP(RY) et || f(z — )|, = || fll,- Par Holder, f * g(x) est bien défini et :

|f*g(x /\f z=y)llg)ldy < 1f (@ = )lpllglly = 1/ llpllgllq-

Finalement, f x g € L(R%) et || f * glloo < || fllpllgllq, comme attendu.

En terme des opérateurs de translation introduits dans 'exercice 3, I'uniforme continuité de

f * g signifie que HTa(f xg) — f* gHOO —0> 0. C’est cette propriété qu’on va prouver. Pour
a—r

tout z et a € R, on a :

ma(f * 9)(x) = frg(@)] = [fxg(x —a) = fxg(z)| =

| fe—a—y) = fla—y)gl)dy

< Rd\(m(f)—J"’)(J«"—y)Hg( Yl dy <ll7a(f) = fllpllglly,

ot on a utilisé 'inégalité de Holder et le fait que (7a(f) — f)(z—-) est dans LP(R?) et de méme
norme que 74(f) — f. On obtient que HTa(f xg) — [ * gH < |lma(f) = flipllallq-

Quitte a échanger les roles de f et g dans I'inégalité précédente (ce qui est possible d’apres
la question 1 de l'exercice 4), on peut supposer que p < +oo. Alors, par la continuité des
translations dans LP(R"™) prouvée dans l'exercice 3, on a :

l7als 9) = £ *ll . < I7alf) = Fliplglly — 0

5. Prouver le théoréme 1 lorsque ¢ = 1.

—1
Indication. Ecrire f * g(x / flx— ) 9(y )pT dy et utiliser I'inégalité de Holder.

Comme ¢ = 1 on a 7 = p et il s’agit de montrer que f x g € LP(R?) et ||f * gll, < || fllpllgll1-
Les cas p = 1 et p = +oo ont été traités dans les questions 1 et 4 respectivement. On peut
donc supposer que p € |1, +oo[. Notons p' = 1%’ de sorte que % + 1% =1.

Soit z € R?, suivant l'indication on écrit :
£ra@I < [ 1= lla)lF o] d. (iv)
1 /
Comme g € L'(R?) on a |g|? € L (R?). Par ailleurs |f|P € L*(R?%) donc |f[P % |g|(z) < 400

pour presque tout x € R% d’aprés 1. Pour un tel z on a Jalf(@ —y)Plg(y)| dy < oo,
1
c’est-a-dire |f(z — -)||g|» € LP(R?). En appliquant I'inégalité de Holder dans I’équation (iv) :

frgla (/ £ - 9)Plty >\dy) gl

Cette inégalité étant valable presque partout, par Fubini-Tonelli :

P
LI ea@Paz<lal? [ | 1f )Pl dedy = ol 15 1lal = 171Gl < +x.

Donc f x g € LP(R?) et || f * gllp < || fllpllgll1, comme attendu.

7



Exercice 6 (Support d’une convolée). Soient A et B C R, onnote A+ B ={a+b|a€ A bc B}.
1. Si A C R? est compact et B C R? est fermé, montrer que A 4+ B est fermé. Est-ce encore vrai

si on suppose seulement A et B fermés ?
Soit (2, )nen un suite de points de A + B qui converge dans R? vers un certain x. Pour tout

n € N, il existe a, € A et b, € B tels que x,, = a, + b,. Par compacité de A, on peut extraire
de (a,) une sous-suite (a@(n)) qui converge vers a € A. Alors

Do) = Top(n) — pn) T > T —a=Db.

Comme B est fermé, on a b € B. Donc x =a+b € A+ B. Donc A+ B est fermé.

Si on suppose seulement A et B fermés, le résultat est faux en général. Par exemple, pour
A =7 et B =+/2Z qui sont fermés dans R, on a que A+ B = Z @ /27 est dense dans R (car
V2¢Q), et A+ B #R (car A+ B est dénombrable).

2. Soient f et ¢ deux fonctions mesurables telles que f % g soit bien définie sur R%. Montrer que

si x ¢ supp(f) + supp(g) alors f * g(x) = 0.
Notons A = supp(f) et B = supp(g). Soit = ¢ A+ B, comme f est nulle hors de A et g est
nulle hors de B on a :

fg( / flxz—y) dy—/fw— dy—/{x}_Bf(Z)g(x—@dz

= / f(2)g(x — 2)dz.
({z}—B)NA

Sion avait ({z} — B)NA # 0, il existerait a € Aet b € B tels que z—b = a,i.e.z = a+b € A+B
ce qui est absurde. Donc ({z} — B)NA=0et fxg(zx) =0.

3. Si f ou g est a support compact, montrer que supp(f*g) C supp(f)+supp(g). Que se passe-t-il
dans le cas général 7
Sans hypothése sur les supports, la contraposée de la question 2 montre que si f * g(x) # 0
alors z € A+ B. Donc {l’ € R? } frg(x)# 0} C A+ B. En prenant I'adhérence, il vient :

supp(f*g) C A+ B.

Supposons maintenant que f ou g est & support compact. Par symétrie, on peut supposer A
compact. Comme B est fermé par définition, la question 1 montre que A 4+ B est fermé, donc
égal a son adhérence. Donc supp(f * ¢g) C A+ B comme voulu.

Exercice 7 (Convolution et dérivation). 1. Soient f € C} (Rd) et g € L'(RY), montrer que f * g

est de classe C! et que af*g = gg * g pour tout i € {1,...,d}.
Comme f € C}(RY) C LOO(Rd) et g € LY(RY), la question 4 de Dlexercice 5 montre que
f * g définit bien une fonction continue sur R?. De méme, pour tout i € {1,.. d}, &C

est continue car gT{i € CO(Rd). On va appliquer le théoréme de dérivation des 1ntegrales a
parameétres. Notons h : (z,y) — f(z —y)g(y).

e Pour tout x € R?, h(z,-) est L' car produit d'une fonction L> et d’une fonction L'.

e Pour tout y € RY, h(-,y) est C' et %h(-, Y) 1T gg (x —y)g(y).

e Pour tout z,y € R4,

()| = [ @ =)l < |

- est dominée uniformément en x par une fonction intégrable par rapport a y.

of
8.’,Ci 00

l9(y)|-

Donc ah



Donc f*g¢g: x> fRd h(z,y)dy admet une dérivée partielle par rapport a x;. De plus,

f xg [ Oh _of
a:Ei _/Rd Oxl(’y)dy_ ze *

9

et cette application est continue sur R%. On en conclut que f g € Cl(Rd).

. Montrer que le résultat est encore vrai si on suppose seulement que g € LIIOC(Rd).

Soit 2 € R? un ouvert borné, il suffit de vérifier le résultat sur . Le méme raisonnement que
dans l'exercice 5 question 2 montre que f * g = f * (1xg) sur Q, o K = Q — supp(f) est
compact. Comme g € Llloc(]Rd) onalgg € LY(R?). D’aprés la question 1, la convolée fx (1xg)
est C! sur R?, en particulier sur . Donc f * g est C! sur €.

Pour tout 7 € {1,...,d}, toujours en utilisant la question 1, sur Q on a :
Of xg 0 af af
.~ Da (f*(1kg)) = I (1kg) = 5 <9 (v)

. Soient f € D(RY) et g € Li. (R?), montrer que f g est C* et expliciter ses dérivées partielles.

loc
On va montrer par récurrence sur k € N* que si f € C(l)“(Rd) alors f x g est C* et ses dérivées
partielles sont données par : 9%(f * g) = 0% f * g pour tout o de longueur |a| < k.

L’initialisation a été traitée dans la question 2. Supposons le résultat vrai pour k € N*.
Soit f € C§+1(Rd). D’aprés la question 2, la fonction f % g est C' et ses dérivées partielles

sont données par la formule (v). Pour tout ¢ € {1,...,d}, 9] ¢ CE(RY). Par hypothése de

ox;
récurrence, les (5)97{2 s g sont C* et donc f * g est CFH1.
La formule pour les dérivées partielles est vraie si |a| € {0,1}. Soit « tel que 2 < |a < k +1,

il existe i € {1,...,d} et Stelsque 1 < |f| < ket 0% = 858%1_. Par I'hypothése de récurrence :

o B of _ of o
0 (f*g)—36<axi*g> —35<8mi> xg=0"fxg,

ce qui achéve la récurrence.

Exercice 8 (Régularisation par convolution). Soit ¢ € L'(R?) telle que [z, ¢ = 1. Pour tout € > 0
on définit . : z — 8%90(%)

1. Soit f € L'(R%), montrer que pour presque tout z € R% :

oo @)= 1) = | o) @) = F(a) d Q

Soit € > 0, observons d’abord que @, est définie de sorte que :

/Rd%(z)dz:/RﬁP(z)jj:/Rd@(y)dyzl'

D’aprés la question 1 de 'exercice 5, pour presque tout = € R%, o, * f(z) est bien définie et :

pox 5(0) = fa) = Frpelo) = ([ oe01a2) ) = [ oo = 2) = ) a:

= [ o) rr@ =55 = [ o) (i@ - ) .



2. En déduire que @, * f - f dans L'(R9).
e—

D’aprés la question 1 de 'exercice 5 on a bien ¢, * f € L'(R?). On calcule :

loos £ == [ [ o)t = se) | as < [ [ [owlrms@) - 1(0)]ayaz

On peut échanger les intégrales par Fubini—Tonelli, donc :

oo F=flb < [ e [ |rf@) = @)l dedy = [ Jolims = 7], dv

On a ||reyf — f|, < I7eyflli + [Ifl1 < 2[|f]l1, donc I'intégrande dans le terme de droite est
dominé par la fonction intégrable 2| f]|1|¢|, indépendamment de . D’aprés 'exercice 3, cet
intégrande converge simplement vers 0 quand € — 0. D’aprés le théoréme de convergence

dominée de Lebesgue, on a donc [|¢: * f — f|l1 p— 0.
e—

Remarque. Ce résultat apparait de facon cruciale dans la preuve de la formule d’inversion de Fourier
pour les fonction L' dont la transformée de Fourier est L', avec ¢ égale a la gaussienne standard.

Dans toute la suite de cet exercice, on suppose que ¢ est & support compact.

3. Soit f € Llloc(Rd), montrer que la formule (3) est toujours valable pour presque tout = € R
Notons K = supp(y). Soit € > 0, pour tout x ¢ eK on a £ ¢ K et donc ¢.(x) = 6%90(%) =0.
Donc supp(p:) C eK. En particulier ¢, est & support compact et ¢, * f € L%OC(Rd) d’aprés
I’exercice 5 question 2.

Le calcul effectué a la question 1 est toujours valable dans ce contexte, les intégrales étant bien
définies grace a la compacité des supports de ¢ et .. Ceci établit la validité de (3) presque
partout sur R

4. Soit f : R¢ — C une fonction uniformément continue, montrer que o, * f —> f uniformément.
Comme f est uniformément continue elle est bornée sur tout compact et f € LlOC(Rd). Par
l'exercice 2 question 4 on a f € LL (RY) donc on peut appliquer la formule (3). Soit R > 0

tel que la boule fermée Br de centre 0 et de rayon R contienne supp(y), pour presque tout
z € R% on a alors :

I%*f(w)—f(w)lé/B\@(y)l\Teyf(l’)—f(w)}dy S S ey f = Fll o / (y)| dy

lyll<R

et donc

H‘Ps*f_f” < el sup HTzf fH

Izll<eR

Comme f est uniformément continue, on a H’TZ f—f HOO ———0—> 0. Donc le sup tend vers 0 lorsque
zZ—>

e — 0 dans I'inégalité précédente. On a donc bien |[¢. * f — f|| — 0.
E—

5. Soient p € [1,4+00[ et ¢ son exposant conjugué. On suppose que ¢ € L9(R%). Pour tout
f € LP(RY), montrer que ¢, * f 0 f dans LP(R?). Le résultat reste-t-il vrai pour p = 400 ?
e—

Comme le support K de ¢ est compact, remarquons que ¢ € L4(R?) implique ¢ € L'(R?). En
effet o € LI(K) C L'(K) d’apreés 'exercice 2 question 2 et ¢ est nulle hors de K.
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Soit f € LP(RY), par l'exercice 2 question 4, on a f € L} (R?) c Li (RY). On peut donc
utiliser la formule (3). Pour presque tout z € RY,

|0e % f(2) = f()] </Klw(x)l\fsyf(w)—f(ﬂf)!dy< HsOIIq(/K}Tsyf(ﬂf)—f(fﬂ)!pdy>p,

ot on a appliqué l'inégalité de Holder sur K. Cest licite car y — f(x) € L>®(K) C LP(K) et
y — f(z—ey) est LP sur R? donc sur K. Donc y + 7o, f () — f() est dans LP(K). En élevant
cette inégalité a la puissance p et en intégrant, on obtient :

e £ = 11l; < llell /R ) /K [7euf (@) = (@) dy de = [l¢ll; /K e = 7l dy

par Fubini-Tonelli. D’aprés 'exercice 3, I'intégrande dans le terme de droite converge simple-
ment vers 0 lorsque ¢ — 0. Par ailleurs HT5yf — ng < 2P| f||} pour tout € > 0 et y € K.
Comme K est compact, ceci fournit une domination par une fonction intégrable et on peut

appliquer le théoréme de convergence dominée. Finalement Hcpa * f — pr ﬁ 0.
E—r

Si p = +00 la preuve s’effondre car on n’a pas la continuité des translations dans L>°(R%). En

fait le résultat est faux dans ce cas. Si p € LY(RY) et f € L>®(RY) alors ¢, * f est continue

d’aprés la question 4 de l'exercice 5. Si on a ¢. * f — f dans L>(R?) alors f est continue
E—

comme limite uniforme de fonctions continues. Cette convergence n’a donc pas lieu pour les
fonctions non continues dans L>(R9).

6. En déduire que D(R?) est dense dans LP(R?) lorsque p € [1, +o0].
Soient p € [1,+o0o] et f € LP(RY). Soit ¢ € D(R?) telle que [pa¢ =1 et soit K son support.
En particulier ¢ € L9(R%), ot ¢ est 'exposant conjugué de p. On note By la boule fermée de
centre 0 et de rayon R > 0 et 1 sa fonction indicatrice. Pour tout R > 0et d > 0 on a :

1f = w5+ A, < If = 1rfl, + llws * Arf) — 1rf],

Soit € > 0. On a :
If - 1rfIE = / F@Pde —0

2| >R R—rdo0

par convergence dominée, donc il existe R > 0 tel que || f — 13f||p < e. D’aprés la question 5,
il existe alors 0 > 0 tel que [|ps * (1rf) — 1rf||, <e. On adonc |f — s * (1rf)|, < 2e.

Pour conclure, il s’agit de vérifier que s * (1gf) € D(R?). D’une part s € D(RY) et d’autre
part 1rf € LP(RY) C LL _(RY), voir exercice 2 question 4. Donc s * 1rf est C* par la

loc
question 3 de l'exercice 7. On a vu dans la question 3 que supp(yps) C K est compact.

D’apreés la question 3 de 'exercice 6, on a :

supp (s * (1rf)) C supp(¢s) + supp(1rf) C 6K + Bg.
Comme 6K + Bp est compact, on a bien ¢s * (1rf) € D(R?), ce qui conclut la preuve.

Exercice 9 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Le but de cet exercice est de prouver le lemme de
Riemann-Lebesgue : pour tout f € L'(R),

/R f(t)e™t dt ——— 0. (4)

|z|—=+o0
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1. Prouver que (4) est valable pour tout f € D(R).

Soit f € D(R), on procéde par intégration par parties, en utilisant le fait que f est nulle hors
d’un compact. Soit M > 0 tel que supp(f) C [-M, M], pour tout x € R, on a :

itx itx 1 it M 1 M itx
tdt‘ l/ tdt‘ [f(t)et] - — f(t)edt
1T _oM 1T oM
|x| s o Jeloroo

2. En déduire que (4) est valable pour tout f € L1(R).
On utilise la densité de D(R) dans L!(R). Soit f € L(R), pour tout g € D(R) et z € Ron a :

t)e't® dt—/g(t)em dt‘ +‘/g(t)e“”” dt' < ]f—g||1+‘/g(t)eitx dt'.
R R R

Soit € > 0. D’aprés la question 6 de l'exercice 8, il existe g € D(R) tel que ||f — ¢g||1 < e.
D’aprés la question 1 pour tout z suffisamment loin de zéro on a } fR g(t)ei® dt‘ < € et donc
| [g f(t)e'™ dt| < 2e. Dot le résultat.

t)e't® dt' <

Exercice 10 (Inégalité de Young, cas général — facultatif ). 1. Etablir 'inégalité de Holder a n
termes : soient pi,...,p, € [1,400] tels que pll + e pin = 1, soient f; € LPs (RY), alors

froofo € LNRY) et | oo fully < I fallpy - [ fallpa-

On procéde par récurrence sur n € N*| le cas n = 1 étant trivial. Supposons le résultat vrai
pour n € N*. Soient p1,...,pnt1 € [1,+00] tels que p% +-- 4+ ﬁ = 1 et soient f; € LPi(R?)

pour tout j € {1,...,n+1}. On note g = %,desorteqne' i—F---—#—i :1—ﬁ = %.
En appliquant ’hypothése de récurrence a 22, ..., 22 et aux fonctions fq € L a (Rd) on obtient

q’ ’ q
que fi--- fl e LYRY), ie. f1--- f, € LY(RY). De plus,

fr e fullg = N Fll < e Wl = AN, - 1Ll -
q q

Comme ¢ et p,11 sont des exposants conjugués, on conclut la récurrence en appliquant Holder
a fi... fo € LY(RY) et frrq € LP»+1(RY). On obtient bien f;... foy1 € LY(RY) et

11 Frrlle < v Fallgfnallpns < Ifallpy - fnsallpnsn-

2. Soient p,q et r € [1,+0o0] tels que % + % =1+ 1. On note p’ et ¢ les exposants conjugués de
p et q respectivement. Si f € LP(R?) et g € LY(R?), vérifier que :

1
T

”3\‘@

Vo,y eRY (@ —y)g(y)] = |f (@ — )7 |g(y)|

En déduire U'inegalite : (|f]  |gl)" < IF15 " gl (IF1P = 191%).

Pour le premier point, il suffit de vérifier les relations suivantes sur les exposants :

1 1 1 1
:p<1—+>:1 et de méme q+q:q<1—+>:1.
q r p

(If @ =y)Plgw)?) .

_l’_

»Q\‘@
Rl ke
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Pour le second point, fixons 2 € R%. La formule | f|*|g|(z) = [ga|f(z —y)||g(y)| dy définit bien
un élément de [0, 4+00]. On applique I'inégalité de Holder a 3 termes a :

s

fr= (=7, fo= g, 3= (1f (@ =)IPlg|9)r,
p1=q, p2 =1, p3 =T,

cequiestpossiblecar%—&— —i—%:l—%—i—l—%—i—%:l.llvien‘c:

(L -wrura)’

1
p

1
»

A1 lgl@) = LA fosslh < (1017 [lo1”

q/
L 4
<IF15 gl (1£17 + 1g1*(=))

Pour conclure, on remarque que 22 =rp(1—1) =rp(L —1) =r—pet de méme 24 =r —gq.
’ q q p T p

3. Etablir le théoréme 1 dans le cas général.
Soient f € LP(R?) et g € LY(R?), avec % + % =1+ 1. D’aprés la question 2, on a :

/ |f *g(z)|" dz </ (11 lgl(2))" dz < ||f||£_p|!g|!2_q/ [P+ gl () da.
R4 Rd Rd

Comme | f|? et |g|9 € L'(RY), la question 1 de I'exercice 5 montre que |f[P * |g|? € L'(R?). Le
terme de droite dans I’équation précédente est donc fini, et ainsi f x g € LT(Rd). De plus,

1F# gl < AR Pllglle N+ 1gl9h < WP gl 1P gl = 1 f 15 llgllg-

Exercice 11 (Construction d’une fonction-test par convolution — facultatif). Pour tout a > 0 on
définit la fonction indicatrice normalisée H, par

Ho oz {Cll siz € 0,qal,
0 sinon.
Soit (ay)ren une suite de strictement positive telle que ) ;o ax < +00. On note up, = Heo*- - -+ Hy,, .
Le but de 'exercice est de prouver que (uy), .y converge uniformément sur R vers une fonction-test.
On utilisera les notations suivantes :
o A, =31 ,ak, pour tout n € N,
o D.f:x+ %(f(x) — f(x —r)) pour toute fonction f et tout r > 0.
1. Soient f € CK(R) et r > 0, montrer que H, * f € C¥T1(R) et que (H, * f)' = D, f.
Le travail a déja été fait dans 'exercice 4 question 3. On y a montré que H, * f = %(1[0’7,] * f)
est de classe CFTH(R) et que (H, * f)' = 1 (Ljg, * ) =Yf-7f) =D

2. Vérifier que u; est continue, positive, a support dans [0, A;] et d’intégrale 1.

Onawuy = Hy, x Hy, = ﬁl[o,ao} * 170,4,]- On peut donc utiliser le résultat de la question 2
de l'exercice 4. La figure 2 présente le graphe de uy. On y lit que u; est continue, positive et
a support dans [0, A;]. Par ailleurs,

/Rm(x)dx:44Hao<x—y>ﬂal<y>dydx:/RHaxy)/RHaO(x—y)dxdy:1.

(S
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i )
o min(ag, a1)

min(ag, a1) max(ag, a1)

FIGURE 2 — Graphe de u;.

3. Montrer que pour tout n € N*, la fonction u, est de classe C"~!, positive, & support dans
[0, A,] et d'intégrale 1.
On prouve le résultat par récurrence sur n € N*, I'initialisation étant traitée dans la question 2.
Supposons le résultat vraie au rang n. Alors up1 = up * Hy, ,,, avec u, € C" 1(R). D’aprés
la question 1, u,+1 est de classe C". En utilisant la question 3 de I'exercice 6, on obtient que

supp(un+1) C supp(un) + supp(Ha,,,) C [0, Ap] + [0, ant1] = [0, Appa].

Pour tout x € R,
1

an+1

An+41
Unt1(T) = /0 up(z —y)dy = 0.

Enfin

/IRunH(w)dw:AAHan+1(w—y)un(y)dydm=Aun(y)AHan+l(w—y)dwdy=1,

=1

ce qui conclut la récurrence.

4. Montrer que pour tout n > 2 et tout j € {1,...,n— 1} ona:

wl) = (Dao 0. ODa]-_l)(Haj *"‘*Han)-

n

Commengons par observer que 'opérateur D, commute a la dérivation. En effet, si r > 0 et f
est C' alors (D, f) = 1 (f' = f'(- = 7)) = Do(f").

Soient n > 2 et 1 < j < n— 1. D’aprés la question 3, la fonction w,, est C"~!. En appliquant
de fagon répétée la question 1 on obtient :

uly) = (Hag * (Hay -+ Han))(j) = (Day(Hay * - Han))(j_l) = Da, ((Hal *oe Han)(j_l))

= Da, ((Dal(Haz % --Han))(jfz)) = (Dyy © Dal)((Haz .. --Han)(H))

(Dag ©++-0Dq, ) (Hq, %% Hg,).

5. Montrer que pour tout n > 2 on ||u}||c < cmu

Indication. Utiliser 'inégalité de Young.
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Soit n > 2, on va appliquer successivement les inégalités de Young pour (p, q,r) = (400, 1, +00)
et pour (p,q,r) = (1,1,1). D’aprés la question 4 on a :

nlloo

2 2
Hu%”oo = ||Dag(Hay * -+ % Han)Hoo S CTOHH(M *oox Hy S ;0‘|Ha1|IW|’Ha2 ook HanH1

2 2 2
H,, *---xH < —||H, | H = .
aoay || az anH1 X a0y || az“1 || anHl aoay

<

. Soient m et n > 2, montrer que ||Unptm — Um|loo < %(Amﬂb — Ap,). En déduire que (uy,)
converge uniformément sur R vers une fonction u.

Soit f = Hg,, .\ %% Hg, ., de sorte que wy, 1, = Uy * f. En appliquant le résultat de la
question 3 a la suite (by) définie par by = a1, pour tout k& € N, on obtient que f est
positive, d'intégrale 1 et a support dans [0, A,y — Apy]. Pour tout € R, on a :

(@) =t (@)] = i * £(@) — tm ()] = ] [ e =) = ) 10)
< /R (2 — ) — 4 ()| £ (9) dy
Ammgn—Am
< letlnlloo /0 iyl (y) dy

<l oo (Amn — Ar) /R @) dy = [y oo (Amsn — Aum).

ou la troisiéme ligne s’obtient par le théoréme des accroissements finis appliqué a u,, et la
condition de support sur f. L’inégalité recherchée est alors obtenue grace a la majoration de
la question 5.

On a ||tntm — Umloo < Wil(Amﬂl — Ap) pour tout m et n > 2. Comme ) ;-4 ar < +00, la
suite (A,) converge, donc est de Cauchy. L’inégalité précédente montre que la suite (u,) est
de Cauchy uniforme sur R. Elle converge donc uniformément.

. Montrer que, pour tout j € N*, la suite (ug))n%ﬂ converge uniformément sur R.
Soit 7 > 1, d’aprés la question 4, pour tout n > j+ 1 on a:

u) = (Dgy o+ 0Dq, ) (Ha, %+ Hy,).

En appliquant la question 6 a la suite (aj4x)r>0, il vient que (Haj Kook Han) converge

nzj+1
uniformément sur R vers une fonction g;.

Soit r > 0, pour tout fonction h continue et bornée sur R on a || Dyhllse < 2||h|oo. Done D,
est un opérateur linéaire continu sur ’espace des fonctions continues et bornées, muni de la
norme |[|-||s0. Par composition, c’est aussi le cas de (Dg, 0 -+ 0 Dg,_, ). Donc

ul)) = (Dag 0 -0 Dy, ;) (Hay * - * H,) (uniformément, (Dag 00 Do, ,)gj == fj-

n——+00
. Conclure que u € D(R) et que [pu(z)dz =1.

Soit k € N, pour tout j € {0,...,k}, la suite (ug))n>k+1 converge uniformément. Donc
u € CH(R) et w/ = lim,,_, 1o u9) pour tout j < k. Donc u € C*(R). En notant A = > k>0 Ok
pour tout n € N on a supp(u,) C [0,4,] C [0,A]. Donc supp(u) C [0,A4] et u € D(R).
Finalement, en utilisant la convergence de (uy,)nen vers u sur [0, A], uniformément et donc au
sens L', on a :

1:/Run(x)d:c:/oAun(x)dx—> Au(x)d:E:/Ru(x)dx.

n—-+o00 0
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