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L’épreuve dure 2 heures. L’usage de documents, calculatrices, téléphones portables est interdit.
Veuillez rédiger les deux problémes sur des feuilles séparées.

1. UNE DISTRIBUTION D’ORDRE 2

On rappelle la limite suivante :
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=1

‘]:
ou vy est une constante réelle, appelée constante d’Euler-Mascheroni.

(1) Montrer que pour tout N € N*, I'application linéaire Ty : Z(R) — C

N
(T = - 9(5) = No(0) = () ')

n=1
est une distribution sur R, d’ordre exactement 1.

(2) Quel est le support de Ty ?

(3) Montrer que 3T € Z'(R), telle que Ty A2 7 dans 2'(R). Montrer que T est
d’ordre < 2.

(4) Quel est le support de T'?

(5) On veut montrer que 7" est d’ordre > 1. Pour cela, on va se servir de la suite de
fonctions test suivantes. On choisit x € Z(R) une fonction plateau sur U'intervalle
[—2,2] (c’est-a-dire x(x) = 1 sur [—2,2], et x prend ses valeurs dans [0,1]). On
construit pour chaque entier k > 1 la fonction

def 1

or(r) T x(x) sin(kz), VzeR.

Montrer que les suites (|| loo)p>1 €t ([[¢%/loo),>q sONt bornées.

(6) En vous servant du développement de Taylor de sin(x) en = = 0 et de I’équation
(1.1), montrer que

N
JC > 0,YN >1,¥1 <k < N, ( 3 @k(l) —In(N) + (k)| < C.
. J
Jj=k+1
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Indication : on pourra utiliser, aprés 'avoir justifiée, la borne Zj:k:-s—l 7 < 2

pour un certain Cy > 0 et tout entier k > 1.

(7) En déduire que (T, ¢) = —In(k) + O(1). Conclure sur I'ordre exact de T'.
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2. SERIES DE FOURIER

Pour tout n € Z on introduit la fonction e, : R — C définie par

en () o 2™ Yr € R.

Soit a = (ay)nez une famille de nombres complexes telle que :

dpeN, IC >0, VneZ, la,| < C (1 + |n|)P.
Montrer que la suite de distributions (7' )y associées aux fonctions :
N
N o Z Qn €n,
n=—N

converge dans 2'(R) vers une distribution, qu’on appellera T,. On notera

T, = Zanen.

ne”L
Indication : on pourra utiliser des intégrations par parties.

Montrer que la distribution dérivée T, vérifie
/ .
T, = E 217N Ay, €.
nez

On considére le cas particulier de la suite constante (a, = 1, Vn € Z), et on appelle
la distribution correspondante S =) _, e,. Montrer que S satisfait I'’équation

(1 - el)S =0.
En déduire que la restriction de S a 'intervalle I =] — %, %[ est nécessairement de
la forme S|; = cdp pour un certain ¢ € C.
Montrer que S est une distribution réelle, et en déduire que ¢ € R.

Pour tout v € R, on note 7, l'opérateur de translation par v agissant sur les
fonctions test p € Z(R) :

Vi ER, (@) = plz — ).
Montrer que l'opérateur 7, : Z(R) — Z(R) est linéaire, et séquentiellement continu

(c’est-a-dire, pour toute suite (¢, )n>1 convergente de fonctions test, la suite (7,95 )n
est aussi convergente).

On définit alors l'action de 7, sur une distribution 7' € 2’(R) par dualité :

def
Vo e IR),  (nT ) = (T, 7-up).
Montrer que 7,7 est une distribution. Si T" = Ty pour une fonction f € L}OC(R),
identifier la distribution 7, 7.
Montrer que 7, : 2'(R) — 2'(R) est une bijection, séquentiellement continue dans
7'(R).
Montrer que pour toute suite (a,)nez vérifiant 'estimée (2.1), la distribution Ty,
vérifie 7T, = T,. Une telle distribution est dite périodique.
En utilisant cette périodicité, en déduire que la distribution S introduite a la ques-
tion (3) peut s’écrire :
S=)Y cbn

ne”



