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Résolution approchée d'un probléme de Cauchy:.

Soit I C R un intervalle et f : I x R — RY vérifiant les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz. Pour
to € I, on considére le probléme de Cauchy (P) :

{ y(t) =fty), (E)

y(to) = y« € R? donné.

Soit  : J C I — R? la solution maximale de (P) et [to,to +T] C J.

On veut approcher numériquement y sur [tg, to+ 7], connaissant y, = y(¢9) ou au moins une valeur approchée
Yo de ys«. Pour résoudre numériquement ce probléme, on se donne une subdivision tg < t; < ... <ty =tg+T
de [to,to + T et on cherche des valeurs approchées y1,...,yn de y(t1),...,y(tn), on définit ensuite une
fonction y continue sur [ty,to + 7] qui interpole linéairement (to,yo), .. (tn,yn).

1 Meéthodes explicites a un pas.

Dans le cadre de cette UE, on va se restreindre aux méthodes explicites a un pas constant, c’est-a-dire, h = %
constant et pour tout 0 < n < N,

Ynt+1 = Yn + hq)(tna Yn, h) y (S

ou ® est une fonction continue ne dépendant que de f. Le schéma d’Euler explicite

~—

Yn+1 = Yn + hf(tnv yn)
tn+1 =t + h,

est un exemple de méthode explicite & un pas (constant), avec ®(t,y,h) = f(¢t,h). On en verra d’autres en
TP, comme par exemple le schéma du point milieu, satisfaisant

tno =ty + 3h

Yn,2 = Yn + %hf(tna yn)
Ynt+1 = Yn + hf(tn 2, Yn2)
tnt1 =tn + h.

Lorsqu’on analyse une méthode numérique, on veut en général montrer que les solutions de la méthode
numérique (ici de (S)) convergent (ici en norme uniforme sur [tg, %o + 77]) vers “la” solution du probléme
initial (ici de (P)). Dans ce but, on distingue deux types de contributions dans l’erreur entre la solution
exacte et la solution approchée :

— la consistance qui mesure l'erreur commise lorsqu’on applique le schéma (S) a la solution exacte de (P),

— la stabilité, qui mesure 'amplification des erreurs a travers le schéma.

2 Consistance
On commence par introduire la notion de consistance. Dans toute cette section, étant donné N € N*, on note
to < t1 <...<ty =top+T lasubdivision uniforme de [to,to+T] en N sous-segments i.e. pour n =0,..., N,

T
t,=tg+nh ou h:N.

On rappelle de plus que y désigne la solution de (P) sur [t, tp + 7] introduite en section 1.




Université Paris Sud L3 MFA 2021-2022

Définition 1 (Consistance et ordre d’un schéma.). Soit N € N*. On définit l'erreur de consistance locale,
pour n =0,...,N —1:
Tn(h) == y(tn +h) —y(tn) — h ®(tn, y(tn), h)

et l’erreur de consistance (globale) :
N-1
(h) =Y (Bl
n=0

On dit que le schéma (S) est consistant avec le probléme de Cauchy (P) sur [to, to+7] si l'erreur de consistance
7(h) tend vers 0 quand h tend vers 0 (i.e. quand N tend vers +00).

On dit de plus que le schéma est consistant a l’ordre p € N* avec le probléme de Cauchy (P) sur [to,to + T
s’il existe une constante C' > 0 telle que

T(h) < ChP.
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Ajoutons quelques remarques concernant la définition précédente.

e Dans la définition précédente, C' doit étre indépendant de h et dépend en général de f, to, T et yp (et donc
y & travers les quantités citées). On rappelle de plus que h et N sont liés par la relation T = N h.

1
e On trouvera dans la littérature la définition alternative d’erreur de consistance 7(h) := 5, max |7 ().

On vérifiera que 7(h) < 7(h) et notre notion de consistance est en théorie moins restrictive ce qui signifie
que les résultats & venir restent vraies si on remplace 7 par 7 dans la définition de consistance. C’est
la consistance 7(h) définie ici qui apparait naturellement dans la preuve de convergence (voir preuve du
Théoréme 1) et c’est en pratique la quantité 7(h) qu’on estimera.

e On parlera de consistance du schéma avec 'EDO (FE) lorsque pour toute solution maximale (Ymaz, J C I
de (E) et tout segment [to,tp + 1] C J, le schéma est consistant avec le probléme de Cauchy ((E),y(to) =
Ymaz (to)) sur [to, to + T].

Proposition 1. Si f est de classe C1, le schéma d’Euler explicite est consistant avec 'EDO (E) a l'ordre 1.

Preuve. Soit (y, J) une solution maximale de (E) et soit [tg,to+ 7] C J. Comme f est de classe C!, y est de
classe C? et par I'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout n =0,..., N — 1,

2

h
| y(tn +h) —y(tn) — hy/(tn) || < 5 sup y"l -
[to,to+T]
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On rappelle que ®(t,y,h) = f(t,y) dans le cas du schéma d’Euler et donc v/ (t,) = f(tn, y(tn)) = @(tn, y(tn), h)
de sorte que

1
| (R)]] < ( sup ||y"”> h? et finalement 7(h) < CNh*>=CTh.
[to,to+T]

=:C
Attention, on ne peut appliquer 1’égalité de Taylor-Lagrange que si y est a valeurs réelles (d = 1), dans le cas
général il faut appliquer directement l'inégalité de Taylor-Lagrange. O

3 Stabilité

Un schéma est stable si les erreurs cumulées sont éventuellement amplifiées au fil des itérations, mais au plus
linéairement avec un controéle uniforme en h (i.e. N). Ce qui est formalisé par la définition suivante:

Définition 2 (Stabilité). On dit que le schéma (S) est stable s’il existe M > 0 (indépendant de h ou N) tel
que pour toutes suites (Uy,), (V;,) et (€,) (& valeurs dans R?) satisfaisant

{ Up+1 = Uy + h®(t,,Upn, h)

Vier = Vi + h®(tn, Vo, h) + €5 vn e {0,...,N -1}

n—1

onaVvn€{0,...,N}, [[Uy=Vall <M | [|Uo—Voll + D _ el
7=0

On remarque que la notion de stabilité concerne le schéma (S) et ne dépend de (E) qu’a travers ® et pas
d’une solution cette fois !

Proposition 2. Si ® est Lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, c’est-a-dire qu’il existe A > 0 tel
que pour tout t € [to,to + T, y1, yo € RY, h € Ry (ou h < hyae pour un certain pas mazimal hmaz ),

||(p(t7y17 h) - ¢(t7y27h)” < AHZ/l - y2|| )

alors le schéma (S) est stable et on peut prendre M = eAT . En particulier, si f est globalement Lipschitzienne
par rapport 4 y, le schéma d’Euler explicite est stable.

Preuve. Soit (Uy), (Vi) et (én)n comme dans la définition 2}, on a alors pour n =0,...,N — 1,

||Vn+1 - Un+1|| = HVn —Un+h ((I)(t7 Vs h) - <I>(t, Un, h)) + EnH
< (T4 hA) ||V = Un|l + [lenll

On en déduit par récurrence et en utilisant 'inégalité 1 + x < e* (valable pour z € R):

n—1
Ve = Unll < (1 + RA)[Vo = Tl + Y (1 + hA)" e
k=0
n—1
<"t <|V0 —Uoll + ) ||ek||>
<eTA k=0

O]

Dans la proposition [2] 'hypotheése @ globalement Lipschitzienne par rapport a y est assez restrictive, en tra-
vaillant un peu plus, on pourrait en fait s’en sortir avec I’hypothése plus naturelle ® localement Lipschitzienne
par rapport & y (qui revient & f localement Lipschitzienne par rapport & y pour le schéma d’Euler explicite),
quitte & se restreindre & un intervalle de temps plus petit [to, to + T”].
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Remarque 1. La constante de stabilité eAT apparaissant dans la proposition [2 peut "facilement" étre trés
grande : pour une fonction f qui serait 2-Lipschitz par rapport & y, sur un intervalle de temps 7" = 10, les
erreurs peuvent étre amplifiées par un facteur e2° ~ 5.10%, il s’agit bien stir d’une estimation dans le pire
des cas et non d’'une asymptotique en général. Cela étant, en considérant le cas f(t,y) = Ay, pour A > 0,
le schéma d’Euler explicite donne alors yny1 = ¥n + hAy, = (1 + AR)y, et donc yy = (1 + Ah)Nyo. La
différence entre les solutions partant de yg et yg + dyo est ainsi

N AT\ AT
(L4 AR) yo + 0yo —yol = ( 14+ =] |6y0] ~noo €7 [0y0|
N
et on tend vers "le pire des cas" quand on raffine le pas de temps ... La question de la stabilité numérique
n’est ainsi pas entiérement réglée par la proposition 2] On ajoutera qu’on retrouve au niveau discret une
propriété déja existante au niveau continu : les solutions de y' = Ay telles que respectivement y(0) = yo et
y(0) = yo + dyo différent au temps T exactement de e T |5ypo).

4 Consistance + Stabilité = Convergence

Définition 3 (Convergence). Soit y la solution du probléme de Cauchy (P). On dit que le schéma (5) est
convergent pour (P) (sur [tg,to + 1) si

() = max [y(tn) = yall — 0

Ve

quand h tend vers 0 et yg tend vers y,.
On précise que pour yp € R? donné et pour chaque N € N*,| (y,)n—1..~ est la suite obtenue par application
du schéma (S) partant de yo.

Théoréme 1. Si le schéma (S) est stable et consistant pour (E), alors il est convergent (pour tout probléme
de Cauchy associé a (E)).

En particulier, si f est de classe C et Lipschitzienne par rapport & sa seconde variable, le schéma d’Euler
explicite est convergent.

Preuve. Soit tg € I et y, € R%. Soit (y,J C I) la solution maximale du probléme de Cauchy ((E),y(to) = y+)
et fixons [tg,tg + 1] C J. Soit yo € R? et (y,)n=1..n obtenue par le schéma (S) partant de yo. Il suffit de
remarquer que

e par définition de (Yn)n, Yn+t1 = Yn + AP (tn, yn, h),
e par définition de 7,(h), y(tn+1) = y(tn) + h®(tn, y(tn), h) + 7 (h).

En reprenant les notations de la définition [2, avec U, = yn, V), = y(t,) et €, = 7,(h), on en déduit par
stabilité de (5) :

n—1
h) = tn) — yal < M { [ly(to) — h
eh) = oy lultn) = wal (Hy(o) wll +, g 3 >u>
<M(lgo—wl+ 1) )
—~—~

h—0
par consistance de (S)
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Remarque 2. La convergence au sens de la définition |3| implique la convergence uniforme sur [to, tg + 7| de
Y vers y. En effet, pour ¢ € [to,to +T] et n € {0,...,N — 1} tel que ¢ € [tp, tni1] on a

t—1n a
=(1—0)ty, +0t,11 avec 0= z ety (t) = (1 — 0)yn + Oyps1 -

Comme y est C!, y est k-Lipschitz sur [to, o+ T pour k = SUPp, 1o-+7] |1Y']] €t en écrivant y(t) = (1-0)y(t) +
Oy(t),

ly(&) =y @O < @ = O)lly(t) — yall + Olly(t) — Yntall

<@ =0)ly®) —yt)ll + @ = 0)lly(tn) — yull + 0lly(®#) — y(Enr)l| + Olly(tns1) — Yol
< ( )’i|t_tn| +9’€|t_tn+1‘ +(1 _0+0)6(h)

<k e

h+eh) — 0
h—0
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