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SEANCE 5
Dynamique des populations

Exercice 1.— Points fives et suites récurrentes Soit f : Ry — [0,1] de classe C? telle que
oVt >0, fi(t)>0et f'(t) >0,

e 0< f(0)<let f(1)=1 (et f'(0) < 1).

On définit la suite (z,,)nen par récurrence par g €]0, 1] et pour tout n € N, 41 = f(z) .
1. Vérifier que la suite (z,,)nen est bien définie et Vn € N, z,, € [0, 1].

2. Soit z € [0, 1[. Montrer que f(z)— (f(1)+ f'(1)(z —1)) > 0.
Qu’est-ce que cela signifie graphiquement ?

3. Cas 1: on suppose f'(x) < 1.

(a) Montrer que pour tout x € [0,1[, f(z) —x > 0.
(b) En déduire que 1 est 'unique point fixe de f sur [0,1] et que (z,), converge vers 1.

4. Cas 2: on suppose f'(z) > 1 et xo = f(0).

a) On définit g sur [0,1] par g(z) = f(x) — z. Montrer qu’il existe un unique ¢ €]0, 1] tel que ¢’(¢) = 0.

(¢) En déduire que f a exactement deux points fixes sur [0,1]: 0 < z, < c et 1.

(d) Etudier les variations de (), selon que zq €]0,z.[ ou |y, 1[. Si zg = xx, (#,), est constante égale &
T

(a)

(b) Etudier les variations de g.
)
)

(e) Montrer que pour tout n € N, z,, € [0, z,] et que (z,), converge vers .

Exercice 2.— Composition d’entiers
Soit s,k € N, Une s—composition (faible) de k est un s-uplet (kq, ..., ks) d’entiers > 0 tel que

k... 4+ ks=k.

On note Cy ¢ 'ensemble fini des s—compositions faibles de k et c(k,s) = card Cy ¢ le nombre de s—compositions
faibles de k.

1. Calculer c(k, s).
2. Montrer que c(k, s) est le coefficient de ¥ dans (1 4z + 22 + ... + 2F)*.

3. Montrer de méme que

Z Dky Pksy - - - Dk, = coefficient de 2% dans (po + prz + poa® + ... + ppa®)®

(k1,....ks)EN
composition de k
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4. Montrer enfin que si on impose en plus que chaque part k1, ..., ks € {0,...,q} alors

Z Dky Pk - - - Pk, = coefficient de 2¥ dans (po + p1 + poz® + ... + ppx?)®

(klv--wks)E{Ovm:(I}S
composition de k

Exercice 3.— Galton- Watson

Soit ¢ € N* et pg,p1,...,pq € [0,1] tels que po+p1 + ... +pg = 1.
On consideére une population d’individus évoluant au cours des générations. On notera Z, la variable aléatoire
donnant le nombre d’individus a la génération n € N. Dans le modele de Galton-Watson, on passe de la génération
n a la génération n 4+ 1 de la fagon suivante:
e Chaque individu de la génération n se reproduit avec probabilité py € [0, 1] d’avoir exactement k enfants pour
k €{0,...,q} et ne peut avoir plus (strictement) de ¢ enfants.
e Chaque individu meurt instantanément apres reproduction.

On peut formaliser ce modele ainsi, on notera X, 1, X, 2,..., X, z, le nombre d’enfants qu’ont respectivement les
Zp, individus de la génération n, de sorte que les (X, s)n sen,s<z, sont indépendantes de méme loi et

ZnJrl = Xn,l + Xn,2 +...+ Xn,Zn .
On suppose Zy = 1 (plus précisément P(Zy=1) =1), po > 0 et po+p1 < 1.
1. Quel est le nombre maximal d’individus a la génération 1 7 n ?

2. Soit ¢ : Ry — R4 définie par

q
Vo, ¢(x) =po+piz+pea’ + ...+ pad = ZPMZ
=0
=P(Zy=0)+P(Z =1z + P(Z; =2)2* +... + P(Z; = q)a? .

Pour n € N*| on définit similairement ¢,, : Ry — Ry définie par

Vo, ¢p(x)=P(Z,=0)+P(Z,=1)x+ P(Z,=2)a* +... 4+ P(Z, = ¢")a*

(a) Soit n € N. On suppose qu'il y a s individus a la génération n, quelle est la probabilité qu’il y ait
k€ {0,...,¢""} individus & la génération n + 1 ?
Indication: on pourra commencer par montrer que si s > 1,
P(Zpy1 = k|Zy =s) = > P(Xp1i =k et ... et Xpg=ks) .

(k1 ki) €40, }°
composition de k

puis utiliser Uezercice 2 et montrer que P(Zny1 = k|Zn = s) = coefficient de z* dans (¢(z))* .

(b) En déduire que pour tout x, ¢n11(z) = dpn(d(x)) .
(c) En déduire que pour tout n € N*, ¢, = po...0¢ .
R S

3. On définit 7, = P(Z,, = 0) la probabilité d’extinction a la génération n.

(a) Montrer que 7, vérifie la relation de récurrence suivante: Vn, w41 = ¢(m,) .

(b) Calculer et interpréter ¢'(1). Montrer que ¢ vérifie les hypotheses de I'exercice précédent. Conclure
quant & la limite de 7, en fonction de ¢/(1).

4. Montrer que si pg = 0 alors pour tout n, m, = 0. Montrer que si pg > 0 et pg +p1 = 1 alors 7, = 1 — (p1)".



