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THEME 1
Dynamique des populations

On considere une population comportant p, individus & la génération n € N. On suppose que I’évolution de
la population peut étre modélisée par une ralation de la forme

{ po >0
Pn+1 = Pn + f(pn)

On se pose la question du devenir de la population, a-t-on

o FExtinction: p, —— 07
n—oo

o Stabilisation: p, —— peo €0, +00[ ?
n—oo
e Ezxplosion: p, —— +o00 7
n—oo

Dans l’exercice 1 on considere le modele le plus simple qui soit: la population croit avec un certain taux de
croissance r > —1 constant. Dans ’exercice 2, on tient compte du fait que les ressources a disposition de I'espece
ne sont pas infinies, ce qui entraine une compétition au sein méme de ’espece.

Exercice 1.— Croissance de type linéaire
1. Soit r > —1, on considere la fonction de croissance linéaire f telle que

f(p):rpa r>-—1.

(a) Calculer p,, en fonction de r et po.
(b) En déduire le devenir de la population.
2. On considere & présent la population d’une ville de 15000 habitants en ’an 1980. Chaque année 4% de la

population quitte la ville tandis que 300 nouveaux habitants décident de venir s’y installer. On note p,, le
nombre d’habitants de la ville en 1980 + n.

(a) Quelle est la fonction de croissance f telle que pp+1 = pp + f(pn) ?
(b) Pour quel ¢ € R, la suite (v, )pen définie par v, = p,,+c vérifie-t-elle une relation de récurrence linéaire ?

(c) Exprimer v, puis p, en fonction de n et conclure quant au devenir de la population.
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Exercice 2.— Compétition a l'intérieur d’une espéce: le modéle logistique

On prend a présent en compte le fait que les ressources nécessaires au développement de ’espece ne sont pas
inépuisables et qu'une compétition pour ces ressources a lieu. On considere ici un modele dans lequel le taux de
croissance r > 0 est pondéré par la taille de la population elle-méme:

Pntl —Pn _ <1 _@)
Dn K

En particulier, si la population dépasse le seuil K > 0, le taux de croissance est négatif et la population diminue.

10.

HK
. Pour quelle fonction f a-t-on p,y1 = pn + f(pn) 7 Que se passe-t-il si pg > u ?
HK
On suppose par la suite 0 < pg < u
On définit la suite (uy)neny par Vo € N, u, = _TPn__
(r+ 1)K

Montrer que (pn)nen satisfait la relation de récurrence p,+1 = pn + f(pn) si et seulement si la suite (uy)pen
satisfait la relation de récurrence

Unt1 = (r+ Dup (1 —uyp) . (1)
Que devient ’hypothese sur pg 7
On étudie donc le comportement de la suite (up)nen définie par (1) et ug €]0, 1.
Etudier les variations de la fonction g : [0,1] = R, z — (r + 1)z(1 — z).
Montrer que 'intervalle [0, 1] est stable par g pour r €]0, 3], ¢’est-a-dire g([0, 1]) C [0, 1].
Montrer que g admet un unique point fixe a (c’est-a-dire g(a) = ) dans ]0, 1] et le calculer.

Calculer ¢'(«).

1
On suppose a présent 0 < r <1 ou encore a < ok

Montrer que les intervalles ]0, a] et [« %] sont stables par g, et que de plus

gq;,l—aD C [a;] et g([1—a,1]) C]0,q] .

Si ug €]0, o], montrer que (uy)nen est croissante et converge vers . Que peut-on en déduire pour (pp)nen 7

Siug € o, %], montrer que (u,)pen est décroissante et converge vers a. Que peut-on en déduire pour
(Pn)nen ?
Pn)neN !

Et siug € [3,1[ ? (Penser & uy.)



