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SEANCE 3
Développement dyadique, suite logistique et chaos

On va étudier le “systéme dynamique” associé a

g : [0,1] — [0,1]

On va montrer qu'il existe a € [0, 1] tel que la suite (x,)nen définie par zg = « et pour tout n € N, z,41 = g(xy,)
est dense dans [0,1]. On dit alors que le systéeme dynamique associé & g est chaotique. Afin de prouver ce
résultat, on va s’intéresser au nombre de Champernowne (une variante de ce nombre) m €]0, 1[ qui est défini
via son développement en base 2 de la fagon suivante: m est obtenu en concaténant, apres la virgule, toutes les
suites possibles formées d'un chiffre (€ {0,1}), puis de 2 chiffres, puis de 3 chiffres etc. de sorte que le début du
développement dyadique (en base 2) de m est

m =0, 01 0001 1011000001010011100101110111....

~— -~
1 2 3
Exercice 1.— Développement dyadique (en base 2) d’un entier
Le but de I'exercice est de démontrer de résultat suivant: pour tout a € N*, il existe (ag, a1, .. .,ayx) € {0, 1}V F!

tels que
a=an2Y +an_ 12V T+ a2+ ap.

Cette décomposition est unique si on suppose de plus ay # 0 (i.e. ay = 1).

1. On va montrer 'existence d’une telle décomposition par divisions euclidiennes successives. Soit a € N*, on
définit deux suites a valeurs dans N, (ag)ren et (bg)ren par by = a et pour tout k& € N: on effectue la division
euclidienne de by, par 2, il existe donc g € N et r € {0, 1} tels que

b, =2q+r.

On définit alors bg11 = q et ap = 7.

a
(a) Montrer que pour tout k € N, by < o

(b) Soit X = {k € N : 2¢*1 > q}. Montrer que X admet un minimum que ’on notera N = min X par la
suite.

(¢) Montrer que byy; = 0 puis par récurrence que pour tout k > N + 1, by = 0. En déduire que pour tout
k> N+ 1, a = 0.

(d) Montrer par récurrence que pour tout k € N, k < N,
by_r = CLNQIC + aN_12k_1 +...+an—gr12+an—f -

(e) Conclure.
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2. On va a présent montrer I'unicité d’une telle décomposition. On suppose qu’il existe N,P € N, N < P, et
(ag,ai,...,ayn) € {0,1}N*1 (ag,ay,...,ap) € {0,1}7F! tels que

a=an2y +an_ 12V '+ . +ag=ap2¥ +ap_12P7 + . 4 ao.
(a) On suppose par 'absurde que N < P. Montrer que
‘(&N — CLN) oN + (dN—l — aN_l) oN—1 + ...+ (ELl — a1) 2+ (ELO — ao)‘ < oN+1

et aboutir & une contradiction.

(b) On a donc P = N. Montrer que pour tout k € {0,1,..., N}, ax = ar. On pourra procéder par l’absurde
et considérer kg = min{k € {0,1,..., N} | ax # a;}.

3. Ecrire 175 en base 2.
Exercice 2.— Développement dyadique d’un réel

a
Définition. Un nombre dyadique est un nombre rationnel de la forme d = on avec a € Z et n € N.

Theorem 1. Soit z € [0,1]. Il existe une suite (an)nen+ telle que pour tout n € N*, a,, € {0,1} et

— lim (& ®2 an

x_ngr—il-loo(Q +22+"'+2n>
n

oy a

- (53

La suite (an)nen+ est appelée développement dyadique de = et on note alors (en base 2) x = 0,a1az2...ay. ...
Le but de ’exercice est de montrer le théoreme.
1. Montrer qu'un nombre dyadique d > 0 peut s’écrire sous la forme
Na

> a2® avec Ni,Ny€Z et Vk, a€{0,1}.
k=N1

On note alors si Ny > 0 > N,
d= aAN,QGNy—1-..0Q100 , A—1G—-2...QN; -
Décaler la virgule d’un cran & droite (resp. a gauche) correspond alors a multiplier d par 2 (resp. par 271).

2. Soit = € [0,1[ et n € N*. Pour tout k € N*, on définit aj, = F(2¥z) — 2F(2¥~'z). Montrer que

n

Z ap _ E(2"z) '

ok T on
k=1

E2"
3. Montrer que lim (2"z) = x et conclure.

n——+o0o

4. Soit x € [0,1] dont un développement dyadique est (an)nen+. Soit p € N*, montrer qu'il existe v € [0,277]
tel que

P
ag
sz,alag...ap+’y:Zka+V
k=1

, 1 "1 1
5. Ecrire 3 en base 2. Calculer Z ok En déduire que 3 admet deux développements dyadiques différents.
k=2
Afin de récupérer lunicité du développement dyadique, on doit exclure les développements de la forme
0,a1...ap11111111111 ... se terminant par une infinité de 1. Un développement qui n’est pas de cette forme
est dit propre et tout x € [0,1] admet un unique développement dyadique propre. Les réels qui admettent
deuz développements dyadiques sont les nombres dyadiques.



Exercice 3.—
Soit m le nombre de Champernowne défini au début de la feuille et a = sin?(m7). On va montrer que la suite
(Tn)nen définie par g = a et Yn € N, x,41 = g(z,) est dense dans [0,1]. Soit x € [0, 1] et € > 0.

1. Soit h: R — [0, 1], t = sin?(¢). Montrer que pour tout u,v € R, |h(u) — h(v)| < |u —v|.

2. Soit t € R, montrer que g(h(t)) = h(2t) puis que pour tout n € N*/ g"(h(t)) = h(2"t) ou g" =go...0g.
—_—

n fois
3. Montrer qu’il existe un unique 6 € [0, /2] tel que = = sin? § et qu’alors pour tout n € N*, g"(z) = sin?(2"0).

0
4. Soit p € N* et a1, as,...,a, € {0,1} les p premiers termes d’un développement dyadique (an)nen de —:
T

—=0,a1a2...0ap....

Montrer qu’il existe N,q € N et 8 € [0,27P] tels que 2Vm = ¢+ 0,a1az. .. ap,+
5. En déduire que ‘QNmﬂ' — (qm + 9)’ < m27P.
6. En déduire que ‘gN(oz) - :L“} = ‘sin2 (2Nm71') — sin? (9)| < m27P,
7. Choisir p assez grand tel que |g" (a) — z| < € et conclure.

Rappel.— ... ou exercice ...
Soit a,b € R, a < b. Soit D un ensemble dense dans [a,b] et di,...,dy € D N éléments distincts de D, alors
Iensemble D \ {dy,...,dyN} est encore dense dans [a, b].

Exercice 4.— Plus de densité ...
Montrer que I’ensemble

{a €0,1] | la suite (zy), définie par xo = a et Vn € N, x,,41 = g(zy,) est dense dans [0, 1]}

est lui-méme dense dans [0, 1].
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Figure 1: On représente en bleu les points (n,z,) pour n € {0,..., N}, et en rouge les points (N, z,) (projection
de tous les points bleus sur la droite x = N.



