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Chapitre 1

Topologie

1.1 RAPPELS SUR LES REELS

On rappelle juste ce qui va nous intéresser spécialement pour parler
bientot de la topologie dans R"™.

a. Bornes supérieures et inférieures

Définition 1.1.1

Soient E C R et M € R. On dit que M est un majorant de E si x < M
pour tout x € E. On dit que M est un minorant de E st x > M pour tout
x € E. On dit que M est le plus grand élément de E si M € E et M est un
majorant de . On dit que M est le plus petit élément de & si M € E et M
est un minorant de E.

Noter que £ (méme non vide et majoré) n’a pas forcément de plus grand
élément (prendre £ = [0, 1]), mais que l'unicité est triviale.

Définition 1.1.2

On dit que E C R est majorée s’il existe un magjorant M € R. Sinon, c’est
que pour tout M € R (ou tout entier M > 0), il existe x € E tel que x > M.
On dit que E C R est minorée s’il existe un minorant M € R. Sinon, c’est
que pour tout M € R (ou tout entier M > 0), il existe x € E tel que x < M.
On dit que E est bornée si elle est a la fois majorée et minorée.

Propriété fondamentale de R (Théoreme ou définition, c’est selon) :
St E C R est une partie non vide et majorée de R, alors E admet une borne
supérieure. C’est a dire, un nombre M € R tel que :

o x < M pour tout x € F/;



e m > M pour tout majorant de E.

En bref, M est le plus petit des majorants de £. On le note par exemple
SUp,cp  Oou encore mieux sup{z; z € E} (notation qui a 'avantage d’étre
explicite et de se généraliser)

C’est pareil pour la borne inférieure inf,cp x.

Remarques :

— la borne supérieure peut appartenir, ou pas, a I’ensemble. Si c’est le

cas, l'ensemble a un plus grand élément. Contrexemple : [0, 1[.
— La propriété fondamentale est fausse sur Q, par exemple, a cause de
E={reQ;a* <2}

Convention acceptée : sup{z; r € E} = 400 si E n’est pas majoré.

Mais on ne parlera pas de borne supérieure dans ce cas.

b. Distance, suites de Cauchy On en profite pour donner les définitions
en termes de distance.

Définition 1.1.3

Soit E un ensemble. Une distance sur F est une fonction dist, définie sur
E x E et a valeurs dans Ry = [0, +00[, avec les trois propriétés suivantes :
o dist(z,y) = dist(y, x) pour x,y € E;

o dist(z,y) = 0 si et seulement si v =y ;

o dist(z, z) < dist(z,y) + dist(y, z) pour tout choiz de x,y,z € E (inégalité
triangulaire). Un espace métrique est un couple (E,dist), ou E est un
ensemble et dist est une distance sur E.

On s’intéresse surtout a la distance usuelle sur R, définie par dist(z,y) =
|z — y|. Noter que c’est facile d’en trouver d’autres, par exemple dist(z,y) =
le” — e¥|, ou dist(z,y) = /|x — y|. Voici un exemple un peu plus patholo-
gique : la distance discrete définie sur un ensemble E (par exemple E = R)
par dist(z,y) = 0 si z = y et dist(z,y) = 1 si x # y.

Définition 1.1.4

Soient {T, }n>0 (ou plus simplement {x,}) une suite de nombres réels. Soit
I € R. On dit que {x,} converge versl (et on note lim,_, . x, = 1) quand,
pour tout réel € > 0, il existe N > 0 tel que dist(z,, ) < € pour tout n > N.

Noter que cette définition marche aussi tres bien pour des suites a valeurs
dans un ensemble E, muni d’une distance dist (espace métrique).

Notons aussi une propriété de R essentiellement équivalente a celle de la
borne supérieure :



Toute suite {x,} dans R, qui est croissante et majorée, est convergente
(c.a.d., a une limite | € R).
[Exercice : démontrer chacune a partir de autre.

On a la méme propriété pour les suites décroissantes minorées.

Définition 1.1.5

Une suite {x,}n>0 est dite de Cauchy quand, pour tout € > 0, il existe
N > 0 tel que dist(zp,, x,) < € pour tout choiz de m > N etn > N. [En
gros, dist(x,,, z,) tend vers 0 quand m et n tendent vers +00.]

Noter que cette définition marche tres bien dans un espace métrique.
Noter aussi que toute suite convergente est une suite de Cauchy (le faire).
Mais il n’est pas vrai en général, c’est que toute suite de Cauchy dans un
espace métrique converge, comme dans ce qui suit.

Théoreme 1.1.6
Toute suite de Cauchy dans R est convergente.

Notons que c’est faux dans @, ou dans R\ {0}. Cette propriété caractérise
les espaces métriques dits “complets”.
Démonstration.

D’abord, toute suite de Cauchy est bornée : On prend € = 1 et on trouve
N > 0 tel qu’en particulier dist(z,,zy) < 1 pour n > M. Alors |z,| < M
pour tout n, ou 'on peut prendre M = Max (1 + |zn/|, |zol, |21], .- - |xN_1])-

Soit M tel que |z,| < M pour tout n. Puis, pour tout & > 0, on pose
Sk = SUp,>j, U (borne supérieure d’un ensemble). Noter que sy, est bien défini,
et que s, € [~M, M].

Ensuite, {sx} est une suite décroissante. Elle a une limite [ (puisqu’elle
est aussi minorée par —M). [en fait, [ est la limite supérieure de la suite, et
on vient de voir qu’elle est définie et finie si la suite est majorée.]

Il reste a voir que lim,_,, x, = [. On se donne £ > 0. On trouve N; tel
que |vy —I| < ¢/3 pour k > Ny, et Ny tel que |z, — x| < €/3 pour m et
n > Nj.

Voyons si |z, — | < € pour n > N = Max(Ny, Ny).

D’abord, x,, < s, <[+ ¢/3, juste par définition de s, et de Nj. Reste a
minorer x,,

Mais s, > | — /3. C’est une borne supérieure, donc le plus petit des
majorants, donc s, — €/3 n’est plus un majorant, donc il existe m > n tel
que x,, > s, —¢/3. Donc z,, > | — 2¢/3. Mais |z,, — x,| < ¢/3, donc
rn > | —e. Tout ¢a vaut pour tout n > N, donc lim, , 2, = [ et le
théoreme est démontré. O



c. Suites extraites, Bolzano-Weierstrass

Définition 1.1.7
Une suite extraite de la suite {x,} est une suite de la forme {x 1)}, ot
¢ : N — N est une application strictement croissante.

Par exemple, la suite {zor 3} est extraite de la suite {z,} (avec (k) =
2k +1).

Commentaire : Puisque ¢ est strictement croissante, on vérifie par récurrence
que (k) > k pour tout k. En particulier, limy_, 1o, ¢(k) = +00.

Remarque : Une suite extraite d’une suite extraite est une suite extraite.
En effet, on part de {z,}, puis on passe a {yx}, avec y = x,u), puis a
{21}, associée a D'application strictement croissante v, ce qui donne z; =
Yp(l) = T(p@))- Donc, {2} est la suite extraite de {z,, } associée a I’application
strictement croissante ¢ o 1.

Proposition 1.1.8
Si la suite {x,} converge vers I, alors toute suite extraite {x,u} converge
ausst vers [.

En fait, {z )} converge vers I des que ¢ : N = N tend vers +oo a 'infini.
La démonstration est standard par composition des limites.
La réciproque est fausse, comme le montre la suite de terme général z,, =

(=)™

Théoréeme 1.1.9 [ (Bolzano- Weierstrass).]
Si{x,} est une suite bornée a valeurs dans R, alors il existe une suite extraite
{Zpw)} qui converge.

Ce théoreme est tres important ; la démonstration vient plus tard.

Définition 1.1.10

Soit {x,,} une suite a valeurs dans R. Une valeur d’adhérence de {z,} est
un nombre | tel que, pour tout € > 0, il existe une infinité de valeurs de n
telles que dist(x,,[) < €.

Ou encore, pour tout € > 0 et tout N > 0, il existe n > N tel que
dist(z,,1) < e. [Expliqué a loral]

Cette définition marche plus généralement dans un espace métrique.
Exemples :
e Pour z,, = (—1)", il y a deux valeurs d’adhérence (1 et —1).



e Si la suite {z,,} converge vers ¢ € R, ¢ est valeur d’adhérence. [Comparez
les définitions.]

Une convention acceptée est de dire que +o0 est valeur d’adhérence
si la suite n’est pas majorée. [Penser : pour tout voisinage V' de +o00, on a
x, € V pour une infinité de valeurs de n.]

Noter que la propriété d’avoir une valeur d’adhérence estune propriété de
la suite, et pas seulement de I'ensemble des valeurs prises par la suite.

Une étape importante pour la démonstration de Bolzano-Weierstrass est
le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.11
Toute suite bornée dans R a au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration :

Soit M tel que z, € [—M,M] pour tout n (on a utilisé '’hypothese du
théoréme). On va définir une suite d’intervalles fermés emboités .. Chacun
sera de longueur 27%(2M), et contiendra x,, pour une infinité de valeurs de
n.

On commence par Iy = [—M, M]. Supposons construit Iy, avec les pro-
priétés ci-dessus. On note ¢, le centre de I, et on coupe [ en deux mor-
ceaux (& gauche et a droite de ¢,), a savoir I, = {z € I;; z < ¢} et
LI ={x € I; x > c¢}. Si I, contient u, pour une infinité de valeurs de
n, on prend I, = I . Sinon, on prend [, = I,j. Dans ce cas aussi, [
contient u,, pour une infinité de valeurs de n, parce que c’est le cas pour
I, = I, UL, et que seul un nombre fini atterrit dans [, . Ceci termine la
construction de I, par récurrence.

Vérifions maintenant que la suite {c;} des centres converge. Il suffit de
voir que c’est une suite de Cauchy. Soit donc € > 0. Choisissons N > 0 tel
que 2~ V*TIM < e. Alors pour tout choix dem > Netn> N, ¢, € I, C In
(parce que les intervalles sont emboités et m > N), et pareillement ¢, € I, C
In. Donc |z, — x,| < longueur(Iy) = 2=V M < &, comme souhaité.

Donc {c¢;} est une suite de Cauchy, et converge. Soit ¢ la limite. On
montrerait assez facilement que I'intersection des I est exactement {c}, mais
on n’en a pas besoin.

Vérifions juste que c¢ est une valeur d’adhérence de la suite {xj}. Soit
donc € > 0, et vérifions que |x,, — ¢| < & pour une infinité de valeurs de n.

Choisissons N tel que 27VT1M < £/2 d’une part, et |c, — ¢| < /2 pour
n > N d’autre part. Rappelons que x,, € Iy pour une infinité de valeurs de
n. Et pour ces valeurs, |z, — ¢,| < /2 puisque les deux points sont dans Iy,
et ¢, — ¢| < e/2 par choix de N, donc |z,, — ¢| < &, comme souhaité. O



Une observation bien plus simple, et qui marche dans n’importe quel
espace métrique, se traduit par la proposition suivante :

Proposition 1.1.12
Si 1 est valeur d’adhérence de la suite {x,}, alors il existe une suite extraite
{@pom} qui converge vers 1.

Remarque : Si on ne prend pas une sous-suite, c’est faux (penser a la
suite (—1)").

Démonstration de la proposition.
On va définir ¢(k) par récurrence sur k. On part de ¢(0) = 0. Soit k£ > 0,
supposons (k) défini, et trouvons p(k + 1).
Appliquons la définition avec ¢ = 27*~1: on trouve que |z,, — | < 27*~1 pour
une infinité de valeurs de n. En particulier, on peut trouver n > (k) tel que
|z, — | < 27%71. On prend cet n pour p(k + 1).

Clairement, ceci nous donne une fonction ¢ strictement croissante, et
comme on s’est assuré que |Typi1y — | < 27%=1 pour tout k, on a bien
hmk—H—oo Tp(k) = l. O

Maintenant le théoreme de Bolzano-Weierstrass est une conséquence immédiate
de la proposition et du dernier théoreme.

Notons aussi que pour qu'il existe une suite extraite de {z,,} qui converge
vers [, il faut que [ soit valeur d’adhérence de la suite. C’est assez facile a
vérifier (il faut que [ soit valeur d’adhérence de la suite extraite, donc aussi
(en vérifiant les définitions) de la suite de départ) et donne une réciproque
au théoreme ci-dessus, mais c¢’est aussi assez peu utile en pratique.

Le théoreme de Bolzano-Weierstrass joue un role fondamental en analyse.
Voici une application parmi beaucoup.

Théoreme 1.1.13

Soient I un intervalle fermé borné de R (on dit aussi un intervalle compact,
voir la suite du cours) et f : I — R une application continue. Alors f
est bornée et atteint ses bornes. Autrement dit, m = inf{f(z); x € I} et
M = sup{f(z); x € I} sont des réels, et il existe « € I et f € I tels que

fla)=m et f(b) =M.

Démonstration pour la borne supérieure.
Si E = {f(x); x € I} n’est pas majoré, on peut, pour tout n > 0, trouver
yn € E tel que y,, > n, donc aussi z,, € I tel que y, = f(z,) > n. La suite
{z,,} est bornée (puisque I est bornée). Par Bolzano-Weierstrass, on peut en
extraire une sous-suite (= une suite extraite) {x,u)} qui converge vers une



limite [. Et [ € I, parce que [ est fermé. Plus précisément, si I = [a, b], on a
que a < T, < b pour tout k£, donc a <1 < b en passant a la limite. Et alors

(+) F(1) = lim fra0)
par continuité de f en [. C’est impossible parce que f(l) est fini, mais la
limite a droite est +o00 (car f(Zyk)) = Yo > @(k) > k).

Donc E est majoré, et a une borne supérieure M € R. Par définition
de M, f(x) < M pour tout x € I. Mais aussi, pour tout n > 0, il existe
yn € E tel que y, > M — 27", donc aussi un z,, € I tel que f(z,) = y. Donc
M—-2""< f(z,) < M.

A nouveau et comme avant, la suite {z,} est bornée donc Bolzano-
Weierstrass donne une sous-suite {z )} qui converge vers une limite [, et

[ € I car I est fermé. De plus, la continuité de f en [ donne encore (x).
Mais ici, M — 27" < f(x,) < M pour tout n, donc

M =220 < flz,4) <M
pour tout k. Comme limy,_, 2-%(k) = 0, on trouve

lim f(x¢(k)) = M

k——+o0

en passant a la limite, et (x) donne f(I) = M. Bref, on peut prendre § = I.
Le cas de la borne inférieure m est traité pareillement. O
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1.2 TOPOLOGIES

C’est le moyen général de s’intéresser a la notion de convergence. On
commence par I’exemple le plus courant, qu’il conviendra de garder a I’esprit
dans la suite. Nous introduisons le langage général, mais au final nous ne
travaillerons que dans ’espace R".

a) Ouverts et fermés dans un espace métrique
On se donne un espace métrique (£, dist) (voir la définition 1.1.3). L’exemple
qu’on utilisera le plus est celui de R, muni par exemple de la distance eucli-
dienne dist(z,y) = { > 1, |z;—y:|2}/2, ot bien siir on anoté x = (21, .. ., x,)
et pareil pour y. [On verra d’autres exemples, qui d’ailleurs peuvent donner
les mémes ouverts et fermés.]

Un autre exemple important est celui d’un sous-ensemble £ de R", tou-
jours muni de (la restriction a E de) la distance euclidienne.

Notations : Pour z € E et r > 0, B(z,7) est la boule ouverte centrée
en z et de rayon r, a savoir B(z,r) = {y € E; dist(z,y) < r}; pareillement

B(z,r) est la boule fermée centrée en z et de rayon r, a savoir
B(z,r) ={y € E; dist(z,y) <r}
(et on peut tolérer r = 0 si vous voulez).

Définition 1.2.1

Soit donc (E,dist) un espace métrique. Un ouvert de E est un sous-ensemble
O de E tel que, pour tout x € O, il existe r > 0 tel que B(x,r) C O. Un
fermé de E est un sous-ensemble F' de E tel que E\O (ici le complémentaire
de F dans E) est ouvert, c’est a dire, tel que pour tout x ¢ F, il existe r > 0
tel que B(x,r) ne rencontre pas F.

En général, on note A\ B = {z € A; x ¢ B}. Parfois le complémentaire
de A dans E est noté A° (si, a cause du contexte, il est absolument clair que
l'on sait qui est I'ensemble E).

Exemples :

— B(z,70) est toujours ouvert, comme le montre I'inégalité triangulaire.
[Six € B(xg,70), alors la boule B(z,r) est contenue dans B(xg, ), ou
on a choisi r = ry — dist(x, zg) > 0.

— De méme, B(z,r) est fermé (par I'inégalité triangulaire & nouveau, qui
montre que six ¢ B(z,r), alors B(x, ) est contenu dans le complémentaire
de B(x,r), ot 'on a pris r = dist(z, 29) — ro > 0.
Malheureusement, la notion peut préter a confusion, parce que dans
certains espaces métriques, il peut se faire que 'adhérence de B(z,r)
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(voir plus bas) soit strictement contenue dans la boule fermée, alors
que la notation est pareille. [prendre B(0,2) dans Fy = [0,1] U [2, 3]
(contenu dans R).]

— Pour la méme raison que pour une boule fermée, tout singleton {x}
dans un espace métrique est fermé.

— Une droite, dans le plan euclidien, est fermée.

— Un sous-ensemble A C E peut tres bien n’étre ni ouvert ni fermé (par
exemple [0,1] dans R), ou les deux a la fois (par exemple B(0,3/2)
dans I'exemple précédent avec E = Fy).

— Quand dist est la distance discrete sur F, tout sous-ensemble est a la
fois ouvert et fermé.

Proposition 1.2.2

Soit (E,dist) un espace métrique.

e Une union quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E.

e Une intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

e Une intersection quelconque de fermés de E est un fermé de E.
e Une union finie de fermés de E est un fermé de E.

Démonstration.
Pour une union U d’ouverts O; : soit x € U. Soit i tel que x € O;. Il existe
r > 0 tel que B(z,r) C O;. Alors B(z,r) C U, 0.

Pour une intersection finie O = Ni<;<,,0;, soit x € O. Comme O; est
ouvert, il existe r; > 0 tel que B(z;,7;) C O;. On prend pour r le plus petit
des r;; alors B(z,r) C O; pour tout i, donc B(x,r) C O, 0O

Notez que Nyen<] — —, —[= {0} . C’est un exemple simple d’une intersec-

n'n

tion infinie d’ouverts qui n’est pas ouverte.

Le cas des fermés se fait par passage au complémentaire, ou directement
par le méme genre d’argument. O

Pour bien des choses, le résultat de la proposition est ce qu’il nous faut,
par exemple, pour parler de convergence. C’est pourquoi on lui attache une
notion (la notion de topologie), comme ci-dessous.

b) Topologie sur un ensemble

Définition 1.2.3

Soit E un ensemble. Une topologie sur E est la donnée d’une famille T de
sous-ensembles de E (la liste des ensembles qu’on déclare ouverts), avec les
propriétés suivantes :



12

e EcTetheT;

e toute union d’ensembles de T est dans T ;

e toute intersection finie d’ensembles de T est dans T .

Un espace topologique est juste un couple (E,T), ot E est un ensemble et T
est une topologie sur E.

Exemple majeur :

C’est celui des ensembles ouverts dans un espace métrique (et en particu-
lier dans R™ ou un sous-ensemble de R™, muni de la distance euclidienne).
D’ailleurs, le plus souvent, quand on travaillera sur R", on utilisera cette
topologie-la, sans méme se donner la peine de préciser.

Voici quelques exemples plus académiques (mais utiles pour les contre-exemples) :
la topologie discrete on 7 = P(E) (tout ensemble est ouvert), et la topologie
grossiere ou 7 = {0, E'} (le minimum syndical).

Dans ce qui suit, on donne les définitions logiques, et on essaie de vérifier
un peu au fur et a mesure que c’est bien cohérent avec ce que vous savez de
la convergence sur R. On se donne donc maintenant un espace topologique

(E,T).

Définition 1.2.4
Soit © € E. Un voisinage de x est un ensemble V. C E, qui contient un
ouvert qui contient x.

Dans un espace métrique, cela veut juste dire qu’il existe r > 0 tel que
B(z,r) C V. Cela peut paraitre un peu ridicule, mais ¢’est quand méme bien
utile. Par exemple, | — 1, 1] est un voisinage de 0 (dans R, muni de la distance
usuelle), et on se moque souvent qu’il ne soit pas fermé ou pas ouvert.

Comme dans le cas métrique on a la définition :

Définition 1.2.5
Un ensemble fermé est un ensemble F' C E tel que E'\ F' soit ouvert.

Notons que () et E sont aussi fermés. Toute union finie de fermés est un
fermé, et toute intersection de fermés est un fermé. On se sert aussi souvent
de la notion suivante.

Définition 1.2.6 (topologie restreinte).
Soient (E,T) un espace topologique, et A C E (pas forcément fermé ou
ouvert). La topologie restreinte (de T a A) est la topologie T' = {0’ C
A; il existe O € T tel que O' = AN O}.
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On vérifie facilement que c’est bien une topologie, et que dans le cas ou T
vient d’une distance sur E, alors 7" vient de cette méme distance (ou pour
couper les cheveux en quatre, de sa restriction a A).

Notons aussi (exercice), que les fermés de A pour la topologie restreinte
sont les ensembles de la forme AN G, ou G est un fermé de E.

Passons a la convergence des suites.

Définition 1.2.7

Soit {x,}, n > 0 une suite a valeurs dans E. Soit £ € E. On dit que la suite
{z,} converge vers {, ou que lim,, . x, = {, quand pour tout voisinage V
de { (dans E), il existe N > 0 tel que z,, € V' pour tout n > N.

Proposition 1.2.8

Dans un espace métrique (c.a.d., si la topologie sur E est celle qui vient d’une
distance dist), lim,, 1o x, = € si et seulement si pour tout r > 0, il existe
N >0 tel que x, € B({,r) pour tout n > N.

Autrement dit, il suffit de vérifier la condition pour des voisinages particuliers
de ¢, a savoir les boules ouvertes centrées en ¢. La vérification est facile. Un
sens est vraiment trivial, et voici 'autre. Soit V' un voisinage de ¢. Il existe
un ouvert O C V contient ¢, donc aussi r > 0 tel que B(¢,r) C O C V. On
choisit N comme dans la proposition (et avec le choix de 7), et N marche
aussi pour V. O

Notez donc que notre nouvelle définition de convergence d’une suite coincide
avec 'ancienne dans le cas de suites a valeurs réelles (ou a valeurs dans C,
muni de la distance dist(z1,29) = |21 — 22]), ou a valeurs dans R", si vous
vous en souvenez ou comme on le verra plus loin).

La proposition suivante est du méme type que les résultats standards de
passage a la limite, et est donc fort utile.

Proposition 1.2.9
Soit (E,T) un espace topologique, F' un fermé de E, et {x,} une suite a
valeurs dans F. Si la suite {x,} converge vers une limite £, alors { € F.

Démonstration.
Sinon, ¢ est dans l'ouvert E \ F, et il existe un voisinage V' de x qui est
contenu dans E \ F, c.-a.-d. qui ne rencontre pas F. Mais c’est impossible,
parce que par définition d’une limite, z, € V pour n assez grand, et que
rn, € F par hypothese. O
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c) Fonctions continues

Définition 1.2.10

Soient (F1,T1) et (Es,T2) deuz espaces topologiques, f : Ey — Ey une appli-
cation, et x € Ey. On dit que f est continue en x quand, pour tout voisinage
W de f(z) dans Es, il existe un voisinage V' de x dans E; tel que f(V) C W.

Noter la similitude avec la définition de convergence d’une suite, que I'on
peut voir comme application de N dans E.

Exercice.
Donner la définition de “ lim, ., f(z) =£".

Proposition 1.2.11

Soient (E1,T1) et (Eq,Ts) deuz espaces topologiques, f: Ey — Ey une appli-
cation, et x € Ey. Pour que [ soit continue en x, il suffit que pour tout ouvert
W de Ey qui contient f(x), il existe un voisinage V de x dans E; tel que
fV)y c W. Si Ty vient d’une distance dist sur Es, il suffit méme que, pour
tout r > 0, il existe un voisinage V de x dans Ey tel que f(V) C B(f(x),r).

La démonstration est la méme que pour la proposition précédente. La
réciproque est triviale. Et d’ailleurs on peut prendre V' ouvert, ou méme une
boule centrée en x. O

Vous connaissez déja plein de fonctions continues, typiquement définies
sur des intervalles et a valeurs dans R ou C. [Les fonctions polynomes, les
fonctions dérivables, z”sin(1/z), etc.] Inutile de faire semblant de ne pas
savoir.

Exemple utile : toute fonction lipschitzienne est continue.
On rappelle que si (Ey,d;) et (Es, dy) sont des espaces métriques, on dit que
la fonction f : Ey} — FEs est lipschitzienne quand il existe C' > 0 telle que

(%) do(f(x), f(y)) < Cdy(x,y) pour tout choix de x € E et y € E.

La démonstration est facile : fixons z € F; et voyons la continuité en x. On
se donne un voisinage V' de f(z) dans E,. Par définition, il existe ro > 0
tel que B(f(x),r2) C V (boule dans Es). Prenons r1 = ro/C si C' > 0, et
r; = 1 sinon !, et vérifions que f(B(z,r;)) C B(f(x),72) C V; on en déduira
le résultat. Mais siy € B(x,711), alors do(f(x), f(y)) < Cdy(z,y) < Cry < 1y,
ce qu’on voulait. O

1. N’importe que réel strictement positif convient.
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Corollaire
Si (F,dist) est un espace métrique, alors pour tout y € E, la fonction
x — dist(z,y), de E dans R, est continue.

En effet, cette fonction est lipschitzienne avec la constante C' = 1, par
I'inégalité triangulaire : pour z,2’ € F, dist(z,y) — dist(2’,y) < dist(x,z’),
parce que dist(x, y) < dist(z, 2’)+dist(z’, y), et pour 'autre inégalité, il suffit
d’échanger x et 2’ O

En fait on a un peu mieux : la fonction (z,y) — dist(z,y), de E x E
dans R, est continue. Pour cet énoncé, il convient de mettre une distance
sur £ x E. Par exemple, on peut choisir

diSt((CL’l, .IQ), (?/1, yg)) = diSt(Il, y1> + diSt(I‘g, yz) .

Mais on aurait aussi pu prendre

dist((w1,2), (Y1, y2)) = Max(dist(z1,y1), dist(z2,y2)),

et obtenir le méme résultat. La démonstration est facile et laissée en exercice.

Exercice.
Démontrer que toute fonction holdérienne f : £y — FEs est continue. Holdérienne
signifie qu’il existe un exposant o > 0 et une constante C' > 0 telle que

(xx)  do(f(x), f(y)) < Cdi(x,y)* pour tout choix de z € E et y € E.

On dit que f : Ey — FEs, est continue si elle est continue en tout point
x € FEj. Le critere suivant est facile, mais montre bien que les fonctions
continues sont les morphismes d’espaces topologiques (en un sens qui ne sera
pas précisé).

Proposition 1.2.12

Soient (E1,T1) et (Ey,Ts) deux espaces topologiques, [ : Ey — Ey une appli-
cation. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est continue

2. f7YU) est un ouvert (de E;) pour tout ouvert U de E,

3. f7YF) est un fermé (de E,) pour tout fermé F de E.

La démonstration est facile (chasse aux définitions).
Supposons d’abord f continue, et montrons 2.. Soit U un ouvert de Fjs. Soit
V =f"YU)={z € Ey; f(x) € U}. Il suffit de montrer que pour tout z € V,
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il existe un voisinage W de = qui est contenu dans V. Mais f(z) € U, qui est
ouvert, donc est un voisinage de f(z). La définition de continuité donne un
voisinage W de x tel que f(W) C U. Alors W C V, par définition de V', o

Dans l'autre sens, si on a 2. et si x € E;, f est continue en x parce que
pour tout voisinage W de f(z) dans E,, W contient un ouvert U qui contient
f(x), alors V = f~1(U) est un ouvert qui contient x, donc c’est un voisinage
de x dans Ey, et f(V) C U parce que V = f~}(U). Donc aussi f(V) C W,
comme demandé.

L’équivalence de 2. et 3. est facile. Par exemple, si on suppose 2. et si F'
est fermé, on note U = E, \ F, et on note que f~}(F) = {x € Ey; f(x) €
F} ={z € Ey; f(z) ¢ U} est le complémentaire de f~'(U), qui est ouvert.
On fait de méme pour ”3. implique 2.”. O

Deux mots sur la composition.

Proposition 1.2.13

Soient (E1,T1), (B2, Tz2), (Es,T3) des espaces topologiques, f : Ey — Fs et
g : Fy — E5 deux applications.

e Si f est continue en x et g est continue au point f(x), alors go [ est
continue au point x.

e Si f et g sont continues, alors g o f est continue.

C’est facile (vérification laissée en exercice). Donnons juste la démonstration
de la seconde partie (qui peut aussi étre déduite de la premiere).
Soit Uz un ouvert de E5. Alors U, = g_l(Ug) est ouvert si g est continue, et
donc U; = f~1(Uy) est aussi ouvert si f est continue. Mais

Up=A{z € Ey; f(x) e Usy ={z € BEy; g(f(x)) € Us} = (go )" (Us).
C’est donc bien que (g o f)~!(Us) est ouvert pour tout ouvert Uz de E3. O

d) Intérieur et adhérence
Encore un peu de vocabulaire. Dans la suite on se donne un espace topolo-
gique (E,7T) et une partie quelconque A de E.

Définition 1.2.14
L’intérieur de A C E, noté A, est ['union de tous les ouverts contenus dans

A.

C’est donc un ouvert, et méme le plus grand ouvert contenu dans A.

La vérification est facile.
Il peut arriver que A = ), méme si A lui-méme n’est pas vide (on dit alors
que A est d’intérieur vide). Par exemple A = {x} est d’intérieur vide dans
R.

On utilisera dans la suite la caractérisation facile de 'intérieur de A.
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Proposition 1.2.15
Lintérieur de A est l’ensemble des x € FE tels qu’il existe un voisinage de x
contenu dans A.

En effet, si z € A A est un voisinage ouvert de x contenu dans A;
réciproquement, si x posséde un voisinage contenu dans A, ce voisinage
contient un ouvert O qui contient z, et alors O C A par définition de A
donc z € A. O

Passons au complémentaire.

Définition 1.2.16 -
L’adhérence de A, en général notée A, est l'intersection de tous les fermés
qui contiennent A.

C’est donc un fermé, et c’est en fait le plus petit fermé qui contient A. La
vérification de cette derniere affirmation est facile.

Parfois on dit aussi la fermeture de A. Le mot adhérence est un peu malheu-
reux, parce que la notion n’est pas exactement la méme que celle des points
d’adhérence d’une suite, mais tant pis : c’est le vocabulaire utilisé par tout
le monde.

Noter que le complémentaire de I'intérieur de A est I’adhérence du complémentaire.
[C’est le complémentaire de I'union des ouverts contenus dans A ; c’est donc
I'intersection des complémentaires de ces ouverts, qui sont justement les
fermés qui contiennent E \ A.

Quand A = E, on dit que A est dense.
Par exemple, Q est dense dans R.

On utilisera aussi la caractérisation suivante par les voisinages, obtenue
a partir de celle de la proposition 1.2.15.

Proposition 1.2.17
Pour tout sous-ensemble A de E, A est 'ensemble des x € E tels que tout
voisinage de x rencontre A.

En effet, soit € E. Alors € A si et seulement si z n’est pas dans
Iintérieur de A€, ce qui signifie qu’il n’y a pas de voisinage de = qui est
contenu dans A°, ou encore que pour tout voisinage V de xz, V n’est pas
contenu dans dans A€, ou en langage plus clair, V' rencontre A.

Exercice :

Chercher A C R tel que A # Act BCR tel que B # (E)
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Définition 1.2.18 o
La frontiére de A est l'ensemble 0A = A\ A.

C’est donc l'ensemble des points x € FE tels que tout voisinage de x
rencontre a la fois A et son complémentaire.

C’est un fermé. Noter que A = AN Ac. Donc aussi 04 = 9(A°). Vous
pouvez tracer quelques exemples dans le plan pour vérifier qu’on a eu raison
d’appeler ceci frontiere.

e) Utilisation des suites dans les espaces métriques

L’avantage des espaces métriques par rapport a des espaces topologiques
généraux (dont on ne parlera pas ici), c’est que beaucoup de choses peuvent
étre décidées avec des suites. Voici juste deux exemples ci-dessous; la pro-
priété de Bolzano-Weierstrass de la prochaine section pour décider de la
compacité en sera un autre.

Proposition 1.2.19
Soient (E,dist) un espace métrique et A C E. L’adhérence de A est l’en-
semble des limites de suites a valeurs dans A.

Autrement dit, pour € E, € A si et seulement s'il existe une suite
{z,} a valeurs dans A, telle que lim,,_, ., z, = x.

On sait déja que la limite d’une suite & valeurs dans A est dans A, par la
proposition 1.2.9 et parce que A est fermé. Cela donne la partie facile.

Réciproquement, soit # € A; pour tout n, B (z,27™) est un voisinage de
x, donc rencontre A. Choisissons z,, € AN B(z,27"). Alors lim,, 1 =, = ,
comme souhaité. O

Proposition 1.2.20

Soient (Eq,dist) un espace métrique, (Eo,T) un espace topologique, — f :
Ey — FEy une application, et x € FE;. Alors f est continue au point x
si et seulement si lim, o f(z,) = f(x) pour toute suite {z,} telle que
lim, o x, = .

Démonstration.
Si f est continue en x et {z,} tend vers z, alors

lim f(z,) = f(z)

n—-+o0o

par composition de limites. C’est donc la réciproque qui est intéressante.
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Supposons que f n’est pas continue en x. Il y a donc un voisinage V' de
f(z) tel que l'on n’ait f(W) C V pour aucun voisinage W de x. Pour tout
n >0, on essaie W = B(x,27"). Comme f(W) n’est pas contenu dans V, il
existe z,, € B(x,27") tel que f(z,) ¢ V. La suite {z,,} converge bien vers
x, mais f(x,) reste hors de V', donc ne tend pas vers f(z), donc la propriété
sur les suites est violée aussi. O

Exercice :
Enoncer un critere semblable sur l'existence de lim, ,, f(y) sous les hy-
potheses du théoreme.

Conclusion de la section :
Tout ceci est surtout (pour l'instant) un vocabulaire pratique pour parler de
convergence ; évidemment, il y a beaucoup d’exemples intéressants en dehors
de R"™, et de notions complémentaires utiles, mais nous allons nous concentrer
dans ce cours sur R" et exploiter les résultats déja connus sur R (par exemple,
le fait que la somme ou le produit de deux fonctions continues est continu(e)).
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1.3 TOPOLOGIE DE R".

On a déja vu des choses sur la topologie de R, et on va s’en servir pour
étudier R™.
1.3.1 Topologie de R"

On munit R” de la distance euclidienne usuelle
dist(z,y) = { Y _ |z — u*}'?,
i=1

ou on a noté x = (1,...,2,) et y = (Y1,...,Yn). Cela donne aussi une
topologie sur R"™. Vérifions tout de suite que 1'on aurait pu choisir d’autres
distances, sans changer la topologie.

Définition 1.3.1
Soit EE un espace vectoriel sur R. Une norme sur E est une application
N : E — [0, +00[, ayant les propriétés suivantes :

N(Ax) = |A|[N(z) pourz e E et A€ R, (1.1)

N(z+y) < N(z)+ N(y) pour tous x,y € E, (1.2)
(l'inégalité triangulaire), et (pour x € E)

N(z) =0 si et seulement si x = 0. (1.3)
Voici quelques exemples de normes et de distances. Pour z = (x1, ..., z,),
on peut poser :
el = L1, (1.4)
j=1

||x||00:MaX(|$1|7|x2|7'-'7|xn|)7 (15>

n 1/2
lefle = { > 1w} (1.6)

j=1

et méme, pour 1 < p < +00,

lell, = {Z e} (17)

qui généralise ||z||1 et ||x]]2.
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Comparaison des normes
On utilisera les inégalités suivantes qui disent, avec le vocabulaire qui sera
défini ci-dessous, que les normes ||z||,, 1 < p < 400, sont équivalentes :

|zlloo < lzllp < ||z|li < n]|z||ee pour 1 < p < 400 et tout z € R". (1.8)

La premiere inégalité est facile (ne garder que le plus grand terme dans
la somme des |z;|?), ainsi que la derniere (chaque terme de la somme est
inférieur au plus grand, et on somme). Pour la seconde, il s’agit de voir que

n

sl < {Z |z 37

j=1

On fait ceci par récurrence sur n. Le cas de n = 1 est trivial. Pour n = 2,
il s’agit de voir que a? + b” < (a + b)? pour a,b > 0. On fixe a, on note que
¢’est vrai pour b = 0, puis on dérive par rapport a b, et il suffit de noter que
pour tout b,

pbPt < pla+b)Pt.

La fonction RT 5 b — (a + b)? — a? — P est donc croissante et nulle pour
b = 0. Elle est donc positive pour tout b positif.
Enfin, pour passer de n a n+1, on utilise I'inégalité qu’on vient de démontrer :

n+1 n
Zjil 2P = |zpalP + Zj:l |z;[P
=ab
< (a+0b)P

n p
— {Jznsl + { X 2P}
n p
< {lanal + Xl
n+1 p
= {5 bl

par I'hypothese de récurrence (élevée a la puissance 1/p). O

Exercice : Montrer que ||z||, < ||z||; pour 1 < ¢ <p < +o0 et x € R",

Proposition 1.3.2
Pour 1 <p < 400, la fonction ||x||, définie ci-dessus est une norme sur R".

On a une définition semblable quand E est un espace vectoriel sur C.
Alors N est toujours définie sur E et a valeurs dans [0, +oc[, et la seule chose
qui change est qu’on demande (1.1) aussi pour A € C.
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Pour la démonstration de la proposition, seule la propriété (1.2) est non
triviale (pour (1.3), on utilise le fait que si une somme de nombres > 0 est
nulle, chaque terme est nul).

Quand p = 1 et quand p = +00, c’est une conséquence facile de I'inégalité
triangulaire dans R, qu’on laisse également en exercice.

Reste donc (1.2) avec 1 < p < 4+00. On va juste le vérifier quand p = 2.
Quand p # 2, c’est un petit peu délicat (quelques inégalités de convexité a
démontrer), et vous le verrez 1’an prochain sous le nom d’inégalité de Min-
kowski.

Pour p = 2, donc, on utilise le produit scalaire

=1

On doit prouver que
z +yll2 < [lzll2 + [ly]]2.

ou encore que
[z +yll3 < Mzllz + 1yl + 2lz]l2 [lyll2.

(puisque tous ces nombres sont positifs).
Mais
|z +yll5 = [l][5 + yll3 + 2(z, y)

en développant les sommes, donc il suffit de voir que

[z u)| < l2ll2[lyll2

qui est I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Pour démontrer cette derniere, on rappelle qu’on dit que

Al + Aylls =l + Myl + 2M =, y) .

est un polynome de degré 2 en \, qui reste positif, donc n’a pas deux racines
distinctes, ce qui implique qu’il a un discriminant négatif ou nul.

Distance associée a une norme

Maintenant, dés qu’'on a une norme N sur un espace vectoriel £ (et on dit
alors que (E, N) est un espace vectoriel normé), on peut définir une distance
sur F en posant dist(z,y) = N(x —y). Le fait que dist est bien une distance
sur E est une conséquence facile des définitions (et on n’a pas vraiment
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besoin de (1.1), mais seulement du cas ou A = —1). En plus, la distance est
invariante par translation :

dist(x + z,y + 2z) = dist(z,y) ,Vo,y,2 € E
et (1.1) dit méme que
dist(Az, \y) = |A| dist(z,y) .

Bref, cette distance se marie bien aux deux lois interne et externe qui donnent
a F sa structure d’espace vectoriel sur R.

Exemples sur R".

Le plus souvent, on prendra N(z) = ||z||2, ce qui donne la distance eucli-
dienne vue plus haut. Le plus souvent, on notera juste ||z|| ou méme |z| au lieu
de ||z||2. Mais on peut prendre n’importe quelle norme ||z||,, 1 < p < 400,
et on obtient une distance dist,, définie par

dist,(z,y) = ||z — y||,, pour z € R".

Noter que les normes ||z|[,, 1 < p < 400, sur R” sont (deux a deux)
équivalentes, au sens suivant.

Définition 1.3.3
On dit que deuxr normes N; et Ny sur E sont équivalentes quand il existe
une constante C' > 1 telle que

Ni(z) < CNy(z) et Ny(z) < CNy(x) pour tout x € E. (1.9)

Evidemment, C' ne doit surtout pas dépendre de x et on n’a pas besoin
de prendre la méme constante dans chacune des inégalités (la plus grande
des deux constantes conviendra pour les deux inégalités). Ici, I’équivalence
des diverses normes ||z||, vient de (1.8) (et on peut méme prendre C' = n).

Pour ceux qui veulent en savoir plus, voici d’autres exemples, dont
le but est de montrer qu’l n’y a pas que R™ comme espace vectoriel muni
d’une norme.

1. On peut prendre pour E ’ensemble des suites {x,} a valeurs réelles (pour
avoir un espace vectoriel réel), telles que > % |z, < +oo. Il est d’usage de
noter (' ou (*(N) cet espace.

La norme la plus naturelle sur (' est ||z||; = 720 |,|, mais on pourrait

1/2
aussi utiliser ||x||y = { it |xn|2} ;0 ||7[0o = SUP,5q |Tn-
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On peut comparer ces normes, au sens ou
[|2]loo < ll2ll2 < [l]]s

pour tout x € (1. La premiére inégalité est toujours aussi facile. pour tout
e > 0, on choisit n tel que |x,| > ||z||lex — €, alors, rien qu’en gardant le
terme |x,| dans ||z||2, on trouve que

H‘CCH2 > ‘xn‘ > HxHoo —€£.

Pour la seconde, on note qu’on a encore

Sl < {3 b

n<N n<N

pour tout N (c’est juste (1.8) sur R™); on passe a la limite en N, en notant
que chacun des deur membres donne une suite croissante, que le membre de
droite tend vers ||z||?, et le membre de gauche tend vers ||x||3.

Ce qui nous intéresse le plus dans cet exemple, c’est que ces trois normes
ne sont plus du tout équivalentes en dimension infinie. En effet, notons xz(N)
la suite définie par ©(N), =1 pour 0 <n < N, et (N),, =0 pour n > N.
Alors ||z(N)||1 = N, ||z(N)||s = V'N, et ||x(N)||o = 1, ce qui montre assez
clairement qu’aucune de ces normes n’est équivalente a une autre.

2. On peut aussi prendre pour E ’ensemble des fonctions f continues sur un
intervalle fermé borné I, et utiliser ['une des normes

[|flloo = sup{|f(z)|; x € I} (la norme de la convergence uniforme),

ou
fll = /!f(m)\ dz (la norme intégrale ou L"),
I

ou encore

170 = { [ 1P} anorme 1)

(voir l’an prochain).
Ces normes ne sont pas équivalentes non plus.

Topologie sur un espace normé

Retournons au cas d'un espace vectoriel normé (E, N). Puisque E est muni
d’une distance, il est automatiquement muni d’une topologie (ou les ouverts
sont définis comme au chapitre précédent). La proposition suivante dit que
remplacer la norme N par une autre norme équivalente ne modifie pas la
topologie :
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Proposition 1.3.4
Soient N1 et No deuxr normes sur E. Si Ny et Ny sont équivalentes, alors
elles définissent la méme topologie sur E.

Autrement dit, la liste des ouverts est exactement la méme dans les deux
cas. Notons d; la distance associée a Ny (donc dy(x,y) = Ni(x—1y)), et pareil
pour ds et Ny. Ces distances sont équivalentes au sens ou il existe C' > 1
(et on peut prendre le méme que pour (1.9) tel que

di(z,y) < Cdy(z,y) et do(x,y) < Cdy(z,y) pour tout choix de x,y € E.
(1.10)

La vérification est vraiment tres facile (écrire di(x,y) = Ni(x — y) et
da(z,y) = Na(x — y)). On va carrément vérifier que si dy et dy sont deux
distances équivalentes sur E, alors elles définissent la méme topologie sur E.

Par exemple, soit U un ouvert pour (la topologie associée a) dj, et mon-
trons que c’est un ouvert pour ds. Soit donc x € U. Puisque U est ouvert
pour dy, il existe r > 0 tel que By(z,r) C U, ou 'on note By(z,7) = {y €
E; di(z,y) <r} (la boule ouverte pour dy).

Vérifions que Bs(z,r/C) C Bi(z,r), ou on note By(x,r/C) = {y €
E; dy(z,y) < r/C}. Clest facile : si y € By(x,r/C), alors do(z,y) < r/C,
donc dy(z,y) < Cdy(z,y) < r, grace a (1.10) ). Donc on a bien trouvé une pe-
tite boule pour ds, a savoir By(x,r/C), qui est centrée en x et contenue dans
U. On peut faire cette construction pour tout x dans U et par conséquent U
est un ouvert pour d».

La réciproque (tout ouvert pour dy est ouvert pour d;) se fait par échange
des roles de dy et dy. La proposition s’en déduit. O

1.3.2 Convergence des suites

Donc on munit R™ de la topologie associée a la norme euclidienne, ou
d’ailleurs de toute autre norme équivalente (en vertu de la proposition ci-
dessus). La topologie élémentaire de R™ sera facile a étudier, au moins dans un
premier temps, parce que I’on pourra se ramener a R en regardant coordonnée
par coordonnée.

Proposition 1.3.5

Soit {xy}, k € N, une suite a valeurs dans R™. Notons xi, 1 <j<mn,les
coordonnées de x. Alors :

o Si la suite {xy} converge (dans R"™) wvers une limite x, alors pour tout
j€{1,2,...,n}, la suite {xi} converge vers 7, la 7™ coordonnée de x.

e Si pour tout j € {1,2,...,n}, la suite {x{c}, k € N, converge vers une
limite 27, alors la suite {x}} converge vers x = (x',... a™).
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On a mis les coordonnées en haut pour éviter les conflits de notations; c’est
aussi pour cela qu’on a indicé nos suites par k.

Supposons pour commencer que {xj} converge vers z, fixons j, et mon-
trons que {xi} converge vers 7. On se donne ¢ > 0; on sait (par la proposi-
tion sur les limites de suites dans un espace métrique) qu’il existe N > 0 tel
que pour k > N, on ait dist(zg, x) < e. Alors on a aussi :

|z — 27| < dist(a, ) < €

pour k > N. Bref, on a vérifié a la main que limy_,, xi = aJ,

Réciproquement, montrons que si limy_, ;o xi = 77 pour tout j < n, alors
limy s 0ot = 2, ot & = (zt,...,2").

Soit € > 0. On trouve, pour tout j, un N; tel que |9[;§g — z;] < ¢/n pour
tout & > N;. Prenons pour N le plus grand des N;; alors pour & > N, on
a|lzy — x| <32, |z — 2| < >_;j€/n < ¢, par (1.8) notamment, et comme
souhaité. O

On aurait aussi pu démontrer la partie directe en montrant d’abord que
la j-iéme projection z — 27, qui va de R"™ dans R, est continue, puis en
appliquant la proposition 1.2.20 ci-dessus, qui dit que si {z}} converge vers
z, et f: R™ — R est continue en z, alors { f(xy)} converge vers f(z).

On a la méme proposition pour la continuité des fonctions, avec la méme
démonstration (qu’'on ne recopiera donc pas) :

Proposition 1.3.6

Soient (E,T) un espace topologique, f : E — R™ une application, et x un
point de x. Alors [ est continue au point x si et seulement si chacune de ses
fonctions coordonnées est continue au point x.

Est implicite dans cet énoncé le fait que R™ et R sont munis des topolo-
gies usuelles (venant par exemple de la distance euclidienne). Les fonctions
coordonnées sont les fonctions f;, 1 < j < n, définies par le fait que pour
tout y € E, f(y) = (f1(y),---, fu())-

Evidemment, on déduit de la proposition le fait que f est continue (par-
tout) si et seulement si chacune des fonctions coordonnées est continue par-
tout.

1.3.3 Complétude

Définition 1.3.7
On dit qu’'un espace métrique (F,dist) est complet si toute suite de Cauchy
dans E est convergente.
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On "rappelle” que la suite {x;} est de Cauchy si, pour tout € > 0, il
existe N > 0 tel que dist(xy, ;) < e pour tout k > N et tout £ > N.

Noter que, bien sur, la définition d’une suite de Cauchy dépend de la
distance autant que de E. Cependant, si on remplace dist par une distance
équivalente dy (comme en (1.10)), cela ne change pas la liste des suites de
Cauchy, ni la topologie, donc (E, dist) est complet si et seulement si (£, d;)
est complet.

Notons aussi que, dans n’importe quel espace métrique, toute suite conver-
gente est de Cauchy. La démonstration est la méme que dans R.

On a vu comme premier exemple d’espace complet : R. En voici un autre.

Théoreme 1.3.8
L’espace R™ (muni de la distance euclidienne, ou donc n’importe quelle dis-
tance équivalente) est complet.

Démonstration. 4 '
Soit {x}} une suite de Cauchy. Pour tout j < n, on a que |z, — 7| < |z —2/|
pour tout choix de k et £ € N, donc la suite {x;} (a valeurs dans R) est de
Cauchy. Comme R est complet, {z]} converge. Comme ceci est vrai pour
tout 7, la proposition 1.3.5 dit que {x;} aussi est convergente. O

Exemple typique d’espace métrique non complet :
une partie A de E qui n’est pas fermée (comme Q dans R) n’est pas compléte.
Bien str A est muni de la restriction a A de la distance sur E.

En effet, soit z € A\ A. On sait que tout point de A\ A est limite d’une
suite {x;} dans A (c’est la proposition 1.2.15).

Cette suite est de Cauchy dans E (puisqu’elle est convergente), donc elle
est aussi de Cauchy en tant que suite dans A (la définition ne fait intervenir
que les distances entre les xy). Il ne reste plus qu’a vérifier qu’elle ne converge
pas dans A.

Mais si {2} convergeait dans A, vers une limite 2/, cela signifierait que

lim dist(z',zx) = 0. (1.11)
k—+o00
Or on sait déja que limg_, ;o dist(x,x;) = 0 (puisque {zx} converge vers x
dans FE), et puisque dist(z,z’) < dist(x,zx) + dist(xg, ') et que le second
membre tend vers 0, il vient dist(x,z’) < 0 par passage a la limite, donc
x = 2’. [Une contradiction, puisqu’on a supposé que = ¢ A et que 2’ € A.|

On aurait aussi pu noter que (1.11) signifie aussi que {x}} converge vers
2’ dans F, et utiliser 'unicité de la limite dans F. L’argument ci-dessus
re-démontre en fait I’unicité de la limite dans un espace métrique F.

Signalons pour finir que la réciproque est vraie quand E est complet :
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Proposition 1.3.9
Si (E,dist) est un espace métrique complet et A C E, alors (A,dist) est
complet si et seulement si A est fermé dans E.

On vient de voir que A n’est pas complet quand il n’est pas fermé. Sup-
posons maintenant qu’il est fermé. Soit {x;} une suite de Cauchy dans A.
C’est aussi une suite de Cauchy dans F (la distance est la méme!), donc elle
converge dans F vers une limite . Mais « € A parce que la suite est & valeurs
dans A, donc = € A puisque A est fermé. Et finalement limy_, ;o 2 = = dans
A aussi (vérifier les définitions). O

Evidemment, ceci signifie en particulier que tout fermé de R™ (muni de
la distance euclidienne) est complet.

1.3.4 Compacité

Définition 1.3.10

Soit (E,dist) un espace métrique. On dira que E a la propriété de Bolzano-
Weierstrass si de toute suite {x,, }nen @ valeurs dans E, on peut extraire une
sous-suite convergente {T (k) }ren-

Par léger abus de notation, on dira aussi, de maniere équivalente que F
est compact (quand il a la propriété de Bolzano-Weierstrass).

Hors cours, pour les mordus.

En fait, la vraie définition générale de "E est compact” (pour un espace
topologique) est la suivante. On demande a la fois que E soit séparé (juste
une petite précaution), et surtout que E ait la propriété de Borel-Lebesgue
sur les recouvrements par des ouverts. Voyons ce que ceci veut dire.

On dit que 'espace topologique (E,T) est séparé si pour tout choiz de
x,y € E, avec x # vy, il existe un voisinage V de x qui ne contient pas y.
Dans un sens, c’est bien le moins qu’on puisse demander (on ezxige que la
topologie sache distinguer x de y). Pour un espace métrique, c’est trivial :
prendre V = B(x, % dist(x,y)). Mais la topologie grossiére sur un ensemble a
au moins deux éléments n’est pas séparée.

La propriété de Borel-Lebesque s’énonce ainst : pour tout recouvrement
de E par des ouverts, il existe un sous-recouvrement de E par un nombre fini
de ces ouverts.

De maniere plus explicite, st U;, © € I, est une famille d’ouverts de E
(indezée par un ensemble I) telle que E C Ui U;, alors il existe un ensemble
fini Iy C I tel que E C Uep,Us.
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On a fait un petit abus de langage ici, en écrivant E C U;erU; (et pareil
pour Iy), alors que visiblement on aurait di dire E = U U; (puisque tout
se passe dans E). Il y a quand méme une excuse : en pratique, E est sou-
vent un sous-espace d’'un espace F' plus grand, et les ouverts de E sont de la
forme ENU;, ou les U; sont des ouverts de F'. Alors la formulation plus haut
est exacte, a la fois en écrivant E = U;(ENU;) et plus simplement E C U;U;.

Par exemple, 1"intervalle I = [0,1] (dans R) est compact. Ceci n’est pas
trop difficile a vérifier, mais quand méme il faut travailer un peu. Mais juste
pour avoir une idée, firez € > 0 petit, et partez du recouvrement de I par les
ouverts |x — e, x + €[, x € I, et voyez a la main quel recouvrement fini on
peut prendre.

1l se trouve que (et c’est un théoréme), lorsque E est un espace métrique,
E est compact si et seulement s’il a la propriété de Bolzano-Weierstrass.
Donc la définition ci-dessus n’est pas mensongere, et elle nous permettra
de gagner du temps (parce que nous n’aurons pas vraiment besoin d’espaces
topologiques non métriques ni de la propriété de Borel-Lebesgue). On va donc
abandonner la propriété de Borel-Lebesque avec un petit regret, et continuer
ce cours avec Bolzano-Weierstrass.

Exemples.
On a vu que tout intervalle [—M, M] dans R est compact (a la propriété
de Bolzano-Weierstrass). On va voir bientdt que, plus généralement, toute
partie fermée et bornée de R™ est compacte.

Par contre, R tout entier n’est pas compact (prendre la suite de terme
général z;, = 2%), et [0, 1] non plus (prendre une suite qui tend vers 1).

Théoreme 1.3.11
Tout espace métrique compact est complet.

Soit donc (E, d) un espace métrique compact. On veut montrer que (F, d)
est complet, donc que toute suite de Cauchy dans E est convergente. Soit
{z,} une telle suite. Le plus dur est de deviner une limite potentielle, et ici
on 'obtient de la maniere suivante. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass,
on peut extraire une sous-suite de {z,} qui converge. Notons-la {xz,, } pour
utiliser une autre notation courante. [Donc ny = (k) avec nos notations
standard.] Soit x la limite ; on va vérifier que

lim z, ==x, (1.12)

n—-+o0o

(et pas seulement pour la sous-suite {z,, }). On se donne donc € > 0.
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Puisque {x,} est suite de Cauchy, il existe N > 0 tel que
dist(z, x,) < €/2 pour m,n > N. (1.13)

Puisque limy_, 4o z,, = z, il existe K > 0 tel que dist(z,,,z) < €/2 pour
k > K. Choisissons k > K tel qu’en plus ny, > N (c’est vrai pour tout k assez
grand). Alors on peut prendre m = n; dans (1.13) ci-dessus, et on trouve
que dist(x,,,, z,) < &/2 pour tout n > N. Et donc aussi

dist(z, z,) < dist(z, z,, ) + dist(zp,, 2,) <e/2+4+¢€/2=c pour n > N .

On en déduit bien (1.12), donc aussi que toute suite de Cauchy dans E
est convergente, et que (E,d) est complet. O

On a démontré au passage que que si {x,} est une suite de Cauchy dans
fY vy . .
un espace métrique, et s’il existe une sous-suite {x¢(k)} qui converge, alors
{z,} elle méme converge vers la méme limite.

Le théoreéme suivant sera bien utile.

Théoreme 1.3.12
Soit K une partie de R™, que nous munissons de la topologie restreinte (qui
est aussi celle qui vient de la restriction a K de la distance euclidienne).

Alors K est compact si et seulement si il est a la fois fermé et borné dans
R™.

Commencons par les vérifications faciles de conditions nécessaires.

La condition de fermeture est nécessaire, parce que si K est compact, il
est complet, donc aussi fermé a cause des propositions 1.3.11 et 1.3.9. Ou
directement, s’il n’est pas fermé, on choisit 2 dans K \ K, puis une suite
{zx} & valeurs dans K et qui converge vers z. Toutes les sous-suites de {xy}
convergent donc également vers x (dans R"), et donc aucune ne converge
dans K (parce que z ¢ K et par 'argument d’unicité des limites fait avant la
proposition 1.3.9). Bref, K ne vérifie pas la propriété de Bolzano-Weierstrass.

Rappelons que dans R™, on dit que K est borné quand il existe R > 0 tel
que K C B(0, R).

Si tel n’est pas le cas, pour tout k > 0, il existe z € K tel que ||zg||o > 2%,
Ceci nous donne une suite {z;} dans K, dont il est facile de montrer qu’au-
cune sous-suite ne converge (elle s’en vont toutes a linfini). Par exemple,
pour montrer que si y € R" et une sous-suite {z,x)} sont donnés, alors
{x k) } ne converge pas vers y, on observe que :
dist(z (), y) > dist(zpm), y) — dist(y, 0) > 2¢*) —dist(y, 0) > 2F —dist(y, 0),



31

parce que @(k) > k; le membre de droite tend vers +oo, donc ne tend pas
vers 0, donc y n’est pas limite de la suite extraite.

Cet argument vaut aussi bien dans un espace métrique (ou l'on dira que
K est borné s'il est vide, ou s’il existe z € K et R > 0 tels que K C B(z, R)).
Donc un espace métrique compact est toujours borné.

On va donner deux démonstrations de la partie intéressante du théoreme,
a savoir que K C R"™ est compact quand il est fermé borné. La deuxieme est
"hors cours”.

Premieére démonstration (extractions successives).
On commence par une démonstration dont I’idée est de se ramener a R en
extrayant des sous-suites succcessives.

Soit donc K C R"™ fermé et borné, et on veut montrer que K a la propriété
de Bolzano-Weierstrass. On se donne donc une suite {z;} a valeurs dans K,
et on veut extraire une sous-suite qui converge dans K.

Notons que pour chaque choix de coordonnée j, la suite {a:{c} est bornée.
[Car si K C B(0, R), alors |z}| < R pour tout j et tout k.] Ceci restera vrai
de toute sous-suite de {7}

Donc on part de la suite {z} }, et on commence par regarder la suite bornée
{z}} & valeurs réelles. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass (démontré
dans la premiere section), il existe une sous-suite convergente {x}ol(k)}, as-
sociée a une premiere fonction strictement croissante ¢; : N — N. On note
r! sa limite.

Maintenant on regarde la sous-suite {'T(Qpl(k:)}keN correspondante, mais
pour la seconde coordonnée. C’est encore une suite bornée. Donc on peut en
extraire une nouvelle sous-suite convergente de limite 2%. Appelons ¢, 1'ap-
plication strictement croissante correspondante. La suite extraite est donc
{231 (oo P

On recommence avec la suite bornée extraite {ajil( (k) S een- Clest une

. 7 . _ . 3
suite bornée, et on en extrait une sous-suite convergente {:v@l(m(%(k)))}keN

qui converge vers un certain z°.

Et ainsi de suite. A la fin de la construction, on a obtenu une suite extraite
{xz(k)}keN, avec 1) = @1 0...0 ,, et qui converge vers un certain x".

Vérifions que la suite extraite {@yx)} (qui est cette fois a valeurs dans R™),
converge vers x, le vecteur dont la j-ieme coordonnée est
) = hmk'_>+oo :%l(w(m(%(k)m)) (la j-ieme suite extraite de no:cre argum(?n‘t).

On sait qu’il suffit de procéder coordonnée par coordonnée, et de vérifier
que pour chaque j € {1,...,n}, on a limy xfp(k) = 27. Ou encore,
il suffit de vérifier que la suite {xi(k)} est une suite extraite de la suite

J

. ’ ;_ . .] bl .
:E@l(w(m(%(k)m))} citée ci-dessus, et qui converge vers x/. C’est bien le cas,
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puisque ¢ est la composée de ¢ 0py0...¢; et de ;1 0...¢,. En termes
moins techniques, on dit juste que la suite {xi(k)} est construite a partir
de‘ {ZL‘ZD (92 (k)...))} par extract.ions successives, et qu'une suite extraite de
sulte extralte est une suite extraite.

En résumant ce qu’on a obtenu coordonnée par coordonnée, la suite
{zyw)}, k> 0, est convergente. Pour l'instant, la convergence est dans R".

Maintenant, la limite = est dans K, puisque chaque élément est dans
K. Donc, x € K puisque K est fermé. Enfin, dire que x = limy_, o Ty)
dans R", c’est aussi dire que limy_, o ||Zyx) — || = 0, donc encore que
x = limy_, 4o Ty dans K. (En fait, le seul risque était que x ¢ K).

C’est fini, on a trouvé une suite extraite qui converge dans K (et on a
utilisé nos deux hypotheses). O

Seconde démonstration (pour les mordus).
On peut aussi regarder attentivement la démonstration donnée dans le cas de
R, et s’assurer qu’elle marche encore.

D’abord, on avait vu que la seule chose a démontrer est que toute suite
dans K a au moins une valeur d’adhérence. Dés qu’on a cette valeur d’adhérence
x, on trouve une sous-suite qui converge vers x exactement comme dans la
proposition 1.1.12, qui marche dans un espace métrique quelconque.

1l reste a trouver une valeur d’adhérence, ce qu’on essaie de faire comme
au théoreme 1.1.11, mais en généralisant un peu la construction. On va le
refaire parce que c’est joli. On commence par le lemme suivant.

Lemme 1.3.13
Soit K C R™ une partie bornée. Alors pour tout k > 0, il existe une famille
finie B;, i € I, de boules de rayon 27%, telle que

Kc|JB:. (1.14)

i€},

Bvidemment, on aurait pu remplacer 27% par n’importe quel € > 0. Plus
on prend les rayons petits (donc k grand), plus il semble difficile de trouver
les B;.

Pour info, quand K vérifie la propriété du lemme (pour tout k), on dit
qu’il est précompact.

Evidemment, ceci ressemble un peu a la propriété de Borel-Lebesgue, mais en
moins fort puisqu’on peut partir d’un recouvrement donné de K par toutes
les boules de rayon c.

Démonstration du lemme.

Puisque K est borné, il existe un entier R tel que K C B(0,R) C [—R, R|"
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(un gros cube centré en 0). On choisit un entier N assez grand pour que
N > 28/n, et on note Z l'ensemble des points y € [—R, R]"™ dont chaque
coordonnée est un multiple entier de 1/N. Ainsi Z est un ensemble fini, et
tout point de [—R, R]" est a distance /n/N < 27% d’un point de Z. Alors les
boules B(y,27%), k € Z, sont en mnombre fini, et recouvrent bien [—R, R|",
donc aussi K. O

Passons a la construction de boites. On se donne une suite {x,,} d valeurs
dans K (notre ensemble borné). On va construire par récurrence une suite
d’ensembles Ry, k > 0, avec les deux propriétés suivantes :

Ry, contient x,, pour une infinité de valeurs de m (1.15)
Ry, est contenu dans une boule de rayon 27, (1.16)

et
Ry C Ry pour k > 1. (1.17)

On commence par Ry. On utilise le lemme, qui donne une famille finie B;,
1 € Iy, de boules de rayon 1 et qui recouvre K. Si aucune ne contenait x,,
pour une infinité de valeurs de m, ce serait vrai aussi pour la réunion de ces
boules, ce qui est fauz : il y a bien une infinité de valeurs de m au départ, et
rm C K C UB; pour chacune.

Donc on choisit pour Ry une boule B; qui contient x,, pour une infinité
de valeurs de m, et on a (1.15) et (1.16) pour k = 0.

Soit maintenant k > 1, supposons construit Ry_1, et construisons Rj.
Par hypothese de récurrence, Ry contient x,, pour une infinité de valeurs de
m. A cause du lemme, on peut recouvrir K par un nombre fini de boules B;,
i € Iy, de rayon 27%. Comme dans le cas ou k = 0, Uintersection de Rj_;
avec au moins une de ces boules contient x,, pour une infinité de valeurs de
m. On choisit B; comme ceci, et on prend Ry = Ri_1 N B;.

Les propriétés (1.16) et (1.17) a l'ordre k sont alors clairement satisfaites,
et ceci termine notre construction des Ry par récurrence.

Reprenons notre recherche de valeurs d’adhérence. Choisissons un point
yr dans chaque K N Ry. C’est sans doute aussi bien de choisir l'un des
éléments de la suite (il y en a plein a cause de (1.15)), mais cela n’est méme
pas nécessaire. Par contre, c’est utile de savoir que K N Ry n’est pas vide.

Notons que pour tout N > 0 et tout choiz de k > N et |l > N, les deux
points yy et y; sont dans Ry (a cause de (1.17) ), et donc dist(y, y) < 27V
(0 cause de (1.16)). On en déduit que {yi} est une suite de Cauchy. Donc
elle converge, puisque K est complet (il est fermé dans R"™ qui est complet).
Soit y la limite. Il ne reste plus qu’a vérifier que y est une valeur d’adhérence
de notre suite {x,,}.
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On se donne donc € > 0. Puisque y est la limite des yy, il existe kg > 0 tel
que dist(y, yr) < /2 pour k > ko. Choisissons k tel que de plus 27Ft1 < g/2.
Notons qu’alors Ry, C By, 27 %) C B(yr,e/2) a cause de (1.16), donc
aussi Ry, C B(y,e) par linégalité triangulaire. Mais Ry contient x,, pour
une infinité de valeurs de m, par (1.15), donc B(y, ) aussi contient x,, pour
une nfinité de valeurs de m. Et comme ceci est vrai pour tout € > 0, y est
bien une valeur d’adhérence de la suite {x,}.

On a fint de montrer l'existence d’une valeur d’adhérence y € E de notre
suite. Soit on en déduit 'existence d’une sous-suite de {x,,} qui converge
vers y, comme indiqué plus haut, et on en déduit que y € K parce que K est
fermé, soit on montre directement que toute valeur d’adhérence d’une suite
de points de K est dans K (exercice), soit encore on utilise le fait que l’on
pouvait choisir y, dans K, donc que y € K. Dans tous les cas, on trouve que
y € K, donc la suite {x,,} a une valeur d’adhérence dans K. On en déduit
le théoréme (seconde démonstration).

Notons au passage qu’on a en fait démontré que tout espace métrique
précompact et complet a la propriété de Bolzano-Weierstrass. La réciproque
est vraie, et méme plutot facile. O

Remarque

L’histoire des fermés bornés qui sont compacts n’est vraie que parce qu’on
a supposé que K est un sous-ensemble de R”. “Compact” a une définition
précise, et n’est pas synonyme de “fermé borné”. Voici deux exemples.

1. Dans I'espace métrique [0, 1], 'intervalle [0, 1] est une partie fermée bornée,
mais n’est pas un compact. Assurez-vous que vous comprenez bien pourquoi,
puis lisez la suite.

Ceci se présente plus naturellement quand on se place dans un ouvert U de
R™ et qu’on regarde les parties de U. Dans ce cadre naturel aussi, il serait
erroné de croire que les parties fermées bornées de U sont compactes. [Bien
stir, il s’agit des parties qui sont fermées dans U, pour la topologie restreinte,
donc des intersections de U avec un fermé de R".]

2. Ezemple en dimension infinie (pour les mordus).
Plagons nous dans 'espace vectoriel normé E = (*(N), 'espace des suites
x = {z,} telles que ||z||y = ), |xn| est fini, muni de la norme ||z||;. C’est
un espace métrique, et on peut vérifier qu’il est complet. Mais la boule unité
fermée B = {z € (1(N); ||z||; < 1} nlest pas compacte. Montrons pour le
vérifier que la suite {ex} dans (*(N), ot (ex), =0 sin # k et (e), = 1 si
n = k ne converge pas, et n’a pas non plus de sous-suite convergente.

On aura besoin de savoir que pour tout j, Uapplication v¢; : E — R
qui @ x € (1(N) associe sa j-iéme coordonnée x; est continue. En fait,
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elle est méme lipschitzienne avec une constante 1, puisque pour x,y € F,
() = i)l = 2 — gl < llw =yl = 225 o — ynl.

Revenons a la non compacité de B. Soit donc {eyx)} une sous-suite de
notre suite initiale, et supposons pour obtenir une contradiction que y =
limy, s oo €p(k) €xiste.

D’abord, fizons j. Puisque ; est continue, on en déduit que ¢;(y) =
limy s poo ) (€piy). Mais j(eqm), qui est la j-iéme coordonnée de ey, est
nul pour k assez grand (en fait, dés que p(k) > j). Donc la limite est nulle,
et y; = 0.

On vient de montrer que y; = 0 pour tout j, doncy =0.

D’un autre coté, dans tout espace vectoriel normé, ||z|| est une fonc-
tion continue de x (voir (19) plus bas et la ligne qui le suit), donc ||y||1 =
limy 4 oo H%(k)Hl = 1, parce que chaque e, est de norme 1. Ceci contredit
bien sur le fait que y = 0, et de cette contradiction on déduit qu’aucune
sous-suite {eu)} ne converge.

Bref, la boule unité fermée de (*(N) n’est pas compacte. En fait c’est
toujours comme ¢a dans les espaces vectoriels normés de dimension infinie :
c’est le théoreme de Riesz que vous verrez ultérieurement.

1.3.5 Applications

On donne quelques applications spectaculaires du théoreme 1.3.12. On com-
mence par la généralisation logique du théoreme 1.1.13.

Théoreme 1.3.14

Soient (K, dist) un espace métrique compact. [Par exemple, K peut étre n’im-
porte quelle partie fermée bornée de R™.] Soit f : K — R une application
continue. Alors f est bornée et atteint ses bornes.

Rappelons que dans le cas ou K est une partie de R”, il est muni de la dis-
tance euclidienne, ou d’ailleurs de n’importe quelle autre distance équivalente.

Comme précédemment, la conclusion signifie que m = inf{f(x); z € K}
et M =sup{f(z); z € K} sont des réels, et qu'il existe a € K et b € K tels
que f(a) =m et f(b) = M.

La démonstration est la méme que pour le théoreme 1.1.13. O

Théoreme 1.3.15
Soit N une norme sur R™. Alors il existe une constante C' > 0 telle que

C7 |zl < N(z) < C||z||2 pour tout x € R™ (1.18)
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En bref, N est équivalente a la norme euclidienne. Nous avons vu ce
résultat avec les normes ||z|[,, ot 1 < p < 400 (voir au début de la section
les inégaltés (1.8)). Ici, ce qui est nouveau, c’est que N est n’importe quelle
norme.

Nous comparons a la norme euclidienne pour simplifier, mais notons que
si N7 et Ny sont deux normes sur R”; alors Ny est équivalente a Ny (au sens
de la définition 1.3.3), simplement parce que N et Ny sont toutes les deux
équivalentes a || - |2

Quand méme, la constante d’équivalence (la constante C' qui intervient
dans (1.9) ) ne dépend pas de x, mais dépend de N; et Ny. C’est inévitable :
on peut prendre Ny(x) = ||z||2 et No(z) = A||z||2 avec un A > 0 gigantesque,
ou plus sérieusement, en dimension 2, prendre No(z) = |x1] + A|z2].

Pour résumer 1’énoncé de facon un peu lapidaire :

Toutes les normes sur R" sont équivalentes.
Du coup, elles définissent des distances équivalentes et la méme topologie.

Démonstration (hors programme).

Une partie de ’équivalence est facile a établir. Notons (eq, ..., e,) la base ca-
nonique de R™, puis posons M = N(ey)+...+N(e,). Soit x = (x1,...,x,) €

R™. Alors
N(z) =N, je))
< Z?:l N(z;e;)
=51 |TiIN(ej)
< | sup, lol] 5y Neey)
= M ||z|[c
< M ||zl

(1.19)

en appliquant U'inégalité triangulaire (1.2), puis ’homogénéité de la norme
(1.1), puis la définition de ||x|| donnée en (1.5) et enfin la premiére inégalité
facile dans (1.8). [On aurait pu faire un peu mieuzr en appliquant Cauchy-
schwarz apres la fin de la premiére ligne, ce qui permettait de prendre M =
[N(e1)?+ ...+ N(en)?V2.

Donc N est dominée par ||z||2, et il ne restera plus qu’a voir le contraire.

Vérifions que la fonction N est Lipschitzienne, avec la constante M. No-
tons que pour x,y € R", N(z) < N(y)+ N(z—y) par l'inégalité triangulaire,
ce qui fait que

N(z) = N(y) < N(z—y) < M|z —yl>. (1.20)
Le méme raisonnement (en échangeant x et y) donne

N(y) — N(z) < Ml||z —yll2,
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donc N est bien lipschitzienne et par conséquent elle est continue.
Appliquons le théoréme 1.3.12 a la restriction de la fonction N a la sphére
unité S (pour la distance euclidienne). On trouve que m = inf{N(x); x € S}
est fini (ce qui était clair de toute fagon, puisque m > 0), mais surtout qu’il
eriste a € S tels N(a) = m. En particulier, m > 0 par (1.8) et puisque
a € S, donc a # 0. C’était la la partie délicate (tout ce mal pour montrer
que m > 0).
De par la définition de m, N(y) > m pour tout y € S ; utilisons ceci pour
vérifier que
N(z) > ml|z|ls pour x € R". (1.21)

C’est clair si x = 0, puisqu’alors ||x||o = 0. Sinon, on écrit x = Ay, avec
A =||z||2 et doncy = x/||x||2 € S. Et il vient

N(z) = N(Ay) = [A[N(y) = [Alm = m|[z]]2,

comme souhaité.
L’équivalence (1.13) se déduit maintenant de (1.15) et (1.17). O

Théoreme 1.3.16
Soient (E,dy) un espace métrique compact, (F,dy) un espace métrique, et
f: E — F une application continue. Alors f(E) est compact aussi.

Deux remarques.
D’abord, ce théoreme (tout comme le suivant d’ailleurs) est encore vrai pour
des espaces topologiques (pas nécessairement métriques), mais on a a peine
donné la définition.
Ensuite, pas question de montrer que F' tout entier est compact, si f n’est
pas surjective.

Pour la démonstration, on veut montrer que f(FE) vérifie la propriété
de Bolzano-Weierstrass, donc on se donne une suite {y,} dans f(£), et on
cherche une suite extraite convergente. Pour tout n, il existe x, € E tel
que f(x,) = y,. Puisque E est compact, on peut extraire de la suite {x,}
une suite {x,) } convergente. Par composition de limites, la suite {f(zox))}
converge vers I'image par f de la limite de la suite {x,u) }. Mais cette suite
n’est autre que la suite extraite {y,x)}. On a donc bien trouvé une sous-suite
de {y,} qui converge, et f(FE) est compact. O

Théoreme 1.3.17
Soient (E,dy) un espace métrique compact, (F,dy) un espace métrique, et f :
E — F une application continue bijective. Alors f est un homéomorphisme.
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Ceci signifie que f est continue bijective (ce qu’on sait déja), et que f~*
est continue.

Soit donc y un point de F, et vérifions la continuité de f~! en y. Supposons
en effet que f~! n’est pas continue en y. Il existe donc un voisinage V' de
r = f~!(y) tel que, pour aucun voisinage W de y, on n’ait f~1 (W) C V.
En particulier, si W = B(y,2™"), on trouve que f~'(W) ¢ V, donc il existe
yn € B(y,27") tel que z,, = f~!(y,) n’est pas dans V.

Puisque E est compact, on peut extraire de {z,} une sous-suite {z,)}
converge vers une limite £. Comme aucun des z, n’est dans V (et que V
contient une boule B(z,r)), on trouve que ¢ # x.

Maintenant {f(x,x))} converge vers f(€), puisque f est continue en .
Mais f(Zek)) = Ypk), donc {f(xym))} est une sous-suite de {y,}, qui par
choix converge vers y. Bref, { f(z,u))} converge aussi vers y, et y = f(£). On
savait déja que y = f(x), et ceci contredit I'injectivité de f. O



Chapitre 2

Calcul différentiel

Avant d’aborder le cas de plusieurs variables, on fait un premier tour de
chauffe en rappelant (de maniére non exhaustive) ce qui est supposé connu
dans le cas de la dimension 1.

2.1 Fonctions d’une variable

2.1.1 Fonctions de classe C*¥

On commence par quelques définitions. On dira que f est de classe C™
dans I si elle est n-fois dérivable et si sa n-eme dérivée est continue. Dans le
cas n = 0, C? désigne donc ’ensemble des fonctions continues sur 7. On peut
aussi considérer le cas ou I est un intervalle fermé [a,b]. C°([a, b]) est alors
I'ensemble des fonctions continues de 'espace topologique [a, b] & valeur dans
R. On notera que cela coincide avec une autre définition peut-étre rencontrée
les années précédentes disant que f est continue dans ]a, b[ et que de plus f
admet une limite & droite en a et une limite a gauche en b.

2.1.2 Formules de Taylor

On commence par la formule de Taylor avec reste intégral pour les fonc-
tions d’une variable réelle définie sur un intervalle I ouvert.

Théoreme 2.1.1
Soit f : I — R une fonction de classe C"* et on suppose que 0 € I. Pour
tout k <n on a

) = O+ 5£0) + 570+ o+ 200+ [T e,



40

Preuve : Elle se fait par récurrence.

La formule est vraie pour k£ = 0. Elle dit simplement dans ce cas que, pour
feC ona:

£(s) = £(0) + / () du.

Supposons qu’elle le soit pour 'entier £ — 1, avec k > 1, c’est-a-dire que

| %ﬂ“(wdu = 5= 0 = 5f0) = . = G 0.

On integre par parties. Pour cela on rappelle la formule suivante. Si v et w
sont deux fonctions de classe C! sur [a, b], alors on a

/ o (w(t) dt = — / (W (1) dt + vB)wb) — vaw(@).  (2.1)

On applique cette formule avec v(t) = f®) (1), w(t) = ~——, a = 0 et

b = s. Ceci donne :

* (s —u)k 1 sk * (s —u)kt
| e = =0 + [ du.

et donc avec ’hypothese de récurrence

[ e =

S FV0) + £) — FO) ~ 5F0) .. -

On voit donc que la formule est vraie pour 'entier k. O

Remarque 2.1.2
On utilise cette formule également sous la forme

gk gkt 1
£5) = FO) +57 O+ o+ 1 PO+ 5 [a=t s, @22
dont on voit qu’elle tmplique :
e+
(k+ 1)1

6= (505710 .+ 590 ) | <o

(2.3)
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avec
M= sup |f*V(u)|.

u€[0,s]

On note que M, est fini car une fonction continue (ici f*) sur un com-
pact (ici [0,s]) est bornée. On note aussi que, si s < 0, on doit écrire plus
correctement :

M, = sup |f*+(u)].

u€[s,0]

Le cas k =0, correspond a la formule des accroissements finis
7(s) = FO)] < sup £ @) s]. (2.4)
ue
Si on n’est pas intéressé par la constante précise, on peut écrire :

F(s) = f(0) + sf(0) + ...+ s*

710+ O™, (2.5)

On notera que cette derniére formule implique :

f(s) = f(0) +sf'(0) ... + %f(k)(o) + o(ls[") (2.6)

formule qui est vraie sous ’hypothése plus faible que f € C*. On démontre
en fait cette derniére formule en utilisant la formule de Taylor avec reste
intégral au cran (k —1).

Une derniére variante de (2.3 ) est d’écrire qu’il existe £ € [0, s] tel que :

sk+1

(k+1)!

F(5) = F0) 4 5£0) + o+ S FO0) + 2 (I, (@

Si cette derniere formule peut paraitre séduisante, il ne faut pas oublier que
¢ dépend de s et qu’on ne sait rien de cette dépendance par rapport a s. Sans
le cas k = 0, on retrouve que pour une fonction de classe C' on peut écrire :

F(s) = F(0) = s£'(€). (2.8)

Exercice 2.1.3
Comment trouve-t-on (2.2) a partir de la formule du théoréme 2.1.17
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2.1.3 Extrema

Définition 2.1.4

Soit f : I — R une fonction, et sy un point de I. On dit que [ admet un
mazximum (resp. minimum) local en sq s’il existe un intervalle |sg— o, S9+ ]
dans I pour tout s duquel on ait f(s) < f(so) (resp. f(s) > f(so))-

Voici d’abord une condition nécessaire d’extremum local.

Proposition 2.1.5
Soit f : I — R une fonction dérivable et soit sg € 1. Si f admet un extremum
local en sy, alors f'(sg) = 0.

Preuve : On prend sq = 0 pour simplifier. Puisque f est dérivable, il existe
une fonction e de limite nulle en 0 telle que

f(s) = f(0) +5(f'(0) + €(s)).

Supposons que f'(0) # 0, par exemple que f'(0) > 0. Puisque € tend vers 0
en 0, il existe un intervalle | — o, [ pour tout s duquel f'(0)+¢€(s) > 0. Mais
alors f(s) > f(0) pour & > s > 0 et f(s) < f(0) pour —a < s < 0, ce qui
contredit le fait que 0 est un extremum local pour f. O

Remarque 2.1.6

Attention ! Dans le cas ou la fonction f est définie sur un intervalle fermé
la,b], le critére ci-dessus ne vaut que pour les extrema de f dans ]a,b[. On le
voit dans la démonstration ci-dessus puisque l'on doit pouvoir calculer f(s)
pour des s < 0 et des s > 0. On peut aussi penser au cas d’une fonction
strictement monotone, par exemple f :[0,1] = R, f(x) = x. Cette fonction
admet un mazimum en v = 1, alors que f'(1) = 1.

La formule de Taylor permet d’énoncer une condition suffisante pour
qu'une fonction (suffisamment réguliere) admette un extremum local en sg.
Soit f: I — R une fonction de classe C3. On écrit la formule de Taylor (2.2)
pour k=2 :

83

F(8) = FO) +57'0) + 5 70) + 5 / (1 — w)f® (su)du.

Il est peut-étre utile de rappeler que 'on peut obtenir un résultat moins
précis, mais qui nous suffirait ici, en supposant que la fonction f est de classe
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C? seulement. Sous cette hypothese on peut en effet montrer, en utilisant le
théoreme des accroissements finis, que

J($) = F(0) + 5f/(0) + S (0) + 5%€(s).

pour une certaine fonction e de limite nulle en 0. C’est d’aillleurs sous cette
forme qu’on utilise la formule de Taylor pour démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.1.7

Soit f: I — R une fonction de classe C3, et sy un point de I. Si f'(so) =0,
et si f"(so) # 0, alors la fonction f admet un extremum local en so. C’est
un mazimum si f"(so) <0 et un minimum si f"(so) > 0.

Preuve :
On reprend la formule de Taylor ci-dessus, sachant que f/(0) =0 :

2

1) = 10) = S0 5 [ (1= 0RO ) ).

Supposons par exemple que f(0) > 0. Puisque la fonction f®) est continue,
elle est bornée sur l'intervalle [0,s] (ou [s,0] si s < 0). Il existe donc une
constante C' > 0 telle que

\/ w)2f® (su)du| < C'.

Prenant o > 0 assez petit, on peut donc affirmer que pour tout s €] — «, af,
on a

7"(0) +s /01(1 —u)2fO (su)du > f"(0) — Ca > 0.

Donc, pour tout s €] — o, e, on a f(s) > f(0), ce qui montre que f admet
un minimum local en 0. Le cas f”(0) < 0 se traite de la méme maniere. O

Remarque 2.1.8

On appelle souvent points critiques de f les points ou f' s’annule. On vient de
voir que les points critiques ot la dérivée seconde de f ne s’annule pas sont
des extrema de f. Les points critiques ou la dérivée seconde de f s’annule
sont dits dégénérés, et on peut par exemple utiliser la formule de Taylor a
un ordre plus élevé pour connaitre l'allure du graphe de f au voisinage de ces
points.
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Exercice 2.1.9
Parmi les rectangles d’aire 1, quel est celui qui a le plus petit périmétre ¢

Remarque 2.1.10
On peut aussi s’interroger sur les extrema d’une fonction de classe C? définie
sur un intervalle [a,b] fermé. Par exemple f admet un minimum local en a

si f'(a) > 0.

2.2 FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
DIFFERENTIELLES.

2.2.1 Dérivées partielles et différentiabilité

Dans la suite, on se donne un ouvert U de R", et une fonction f : U — R™.
[On comprendra peut-étre plus facilement dans ce cadre un peu plus général.
En tout cas les difficultés vont venir du domaine de définition, et tres peu du
domaine d’arrivée).

On rappelle que f est continue en un point si et seulement si chacune de
ses fonctions coordonnées f;, 1 < i < m, est continue en ce point. Ca sera
pareil pour les diverses notions de dérivabilité ci-dessous.

On va essayer d’appeler 7 les numéros de coordonnées, et j les numéros
des variables (donc 1 < j < n).

On commence par la définition la plus facile, destinée aux amateurs de
fonctions d’une seule variable.

Définition 2.2.1

Soient x € U et 1 < 1 < n. On dit que f a une dérivée partielle par
rapport a x; au point x = (z1,...,%,) si la fonction d'une seule variable
t = f(xr,...,2j_1,t,2j41,...,2,) est dérivable en t = x;. Alors on note
a‘%(w) la valeur de cette dérivée.

Bref, on fixe toutes les variables sauf z;, on regarde la fonction f comme
une fonction de la seule variable x;, et on dérive en x;. Par exemple, la

fonction

[z, 22) = 2z}

a des dérivées partielles par rapport a chacune des deux variables, et

0 0
—f<l'1,.fl'2) = 21,75 et —f(ml,xg) = 3aiz] .

orq 0z
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Evidemment, les notations sont un peu fausses quand j = 1 (il n’y a plus
de j —1) ou j =mn (il n’y a plus de j + 1), mais nous espérons que cet abus
de langage compréhensible.

On a pris un ouvert U pour étre sur que f soit définie dans un voisinage
de z. Il y aurait des adaptations (du genre, “demi-dérivées” ou dérivée a
gauche ou a droite), mais oublions ceci en dimension > 1.

Quand f est a valeurs dans R™, on calcule simplement les dérivées par-
tielles éventuelles coordonnée par coordonnée (c.-a.-d., indépendamment pour
chaque f;).

Il n’y a pas grand-chose a dire de plus sur les dérivées partielles : vous
savez tout, puisqu’il s’agit simplement de fonctions d’une seule variable et
si vous ne savez pas révisez vos cours antérieurs. Mais malheureusement, la
notion ne suffit pas, et la bonne généralisation de la notion de dérivée est la
suivante.

Définition 2.2.2
On dit que f est différentiable au point x sl existe une application linéaire
A:R" — R™ telle que

[f(z+y) = flx) = Aly)] = 0. (2.9)

lim —
=050 [[y]

Avec des notations plus agréables, ceci veut dire qu’on a le développement
limité a I'ordre 1 en 0

flx+y) = flx) + Aly) + olllyl]) - (2.10)

[Noter que le cas de y = 0, qui était exclu dans la définition de la limite, est
trivial de toute fagon.| Si on préfere écrire la variable directement, on peut
aussi utiliser le développement limité

fy) = fx) + Aly — =) + o(lly — =) (2.11)

(cette fois au voisinage de x).
Enfin, si on préfere les limites, on peut écrire :

lim  —[f(y) — flx) — Aly — )] = 0. (2.12)

yonute [y — ]

Notez que quand n = 1, il s’agit bien de la notion de dérivabilité que vous

connaissez. C’est juste que toute application linéaire A : R — R™ est de la
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forme y — ay pour un a € R™ (prendre a = A(1)). En effet, dans ce cadre,
(2.9) est équivalent a
flx+y) = flz) - Aly)

lim —0, (2.13)
y—0,y#0 Yy

toujours avec A(y) = ay = f'(z)y .
St vous avez fait un peu de fonctions analytiques, la dérivée complexe de
f:C — C est du meme type. On demande que

PR (R )

z—0,2#0 A

existe, et c’est pareil a (2.9), mais avec une application C-linéaire A, de la
forme z — f'(x)z.

On peut sans rien changer généraliser la notion au cas ou f est a valeurs
dans un espace vectoriel normé F (de dimension infinie). On peut méme,
sans se fatiguer trop, généraliser au cas ou f est définie dans un ouvert
de l’espace vectoriel normé E. Mais alors, on demande en plus que A soit
continue (ou de maniére équivalente bornée), c.-a.-d., qu’il existe C' > 0 tel
que

AW < Cllyll pour tout y € E.

Quand E = R™ comme ici, cette condition de continuité est automatique
(exercice, ou voir la démonstration de la prochaine proposition). L’application

linéaire A est appelée différentielle de f en z, et on la notera Df(x). Il
nous arrivera de noter D f(z) -y, au lieu de D f(z)(y), 'effet de Iapplication
linéaire D f(x) sur le vecteur y € R™.

Pour faire des calculs, on fait souvent appel a la matrice de D f(x) dans
la base canonique, qu’on appellera matrice jacobienne de f en z. Il n’y
a pas vraiment une notation standard (et parfois on la note D f(z) comme
la différentielle elle méme). Nous essayerons dans la suite de la noter M, ou
M(x), ou My(z).

Donc M est une matrice avec n lignes et m colonnes ; chaque colonne est
comme d’habitude I'image du j-ieme vecteur de base de R™ par D f(z). Avec
des notations matricielles, (2.11) devient

fly) = f(x) + M(2)(y — 2) + of[ly — z]), (2.14)

ol maintenant x est vu comme une matrice-colonne, et le terme du milieu
est une multiplication de matrices.

Quand elle existe, la différentielle et donc sa matrice jacobienne sont
faciles a calculer, a cause de la proposition suivante.



47

Proposition 2.2.3

Supposons que f soit différentiable au point x, et notons M(x) sa matrice
jacobienne au poz’nt x. Alors f est continue au point x, et f admet une
dérivée partzelle 9L par rapport & chaque variable. De plus Tfj(x) est le j-

ieme vecteur colonne de M(x).

Démonstration de la proposition
Démontrons directement la continuité en x en revenant a la définition avec
les § et €. D’abord, il convient de noter qu’il existe K > 0 tel que

1AW < K {lyll

pour y € R", ou l'on a encore posé A = D f(x).
En effet,

1AW = szj Ale)l] < Zajlyj\ < Qa2 1yl

J

ol on a posé a; = ||A(e;)]| et utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Rappelons
qu’on utilise ici la norme euclidienne mais aussi que cela n’a pas grande
importance puisque toutes les normes sur l’espace de départ R™ ou l'espace
d’arrivée R™ sont équivalentes.

Maintenant on se donne € > 0. On sait qu’il existe ro > 0 tel que pour
y € B(0,79), 'expression dans la limite de (2.9)

stk

1 5
m”f(l‘—Fy)—f(I)—A(y)H < K+1,Vy€B(0,ro)\{0}>

qui est équivalent a :

f(x+y) = fz) = AWl < === llyll, vy € B(0, 7o)

K+1

Notez que le cas de y = 0 est trivial (bien qu’il ait été exclu de la définition 2.2.2
a cause de la notion de limite).

On choisit 6 = Min(1, 7o, 57). Alors, pour y € B(0,9),
1z +y) = F@) <Ifz+y)—flz) =AWl + [[AW)]]
< ii';ﬁ'l‘ + K ||yl
< &
<e.

On en déduit bien la continuité de f en .
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Passons a l'existence des dérivées partielles. On va se contenter de prouver
I'existence de 68—;1 en x, mais bien str les autres seraient obtenues de la méme
maniere.

Donc il s’agit de montrer que la fonction ¢ — f(xy + t,z9,...,2,) est
dérivable en 0, de dérivée A(e;) (avec les notations ci-dessus). C’est-a-dire,
que

lim f(x+ter) — f(x) — Alter)
t—0, t£0 |t]

=0. (2.15)

C’est exactement (2.9), restreint a ’espace vectoriel engendré par e;. O

Ainsi, si 'on sait que Df(z) existe, la matrice jacobienne est facile a

calculer : c’est juste la matrice composée des vecteurs colonnes %. Et le
J

théoreme suivant permet justement d’obtenir I'existence de D f(z).

Théoreme 2.2.4
Supposons que pour tout y dans un voisinage de x, f a des dérivées partielles
57’;, 1 <75 <n, au pointy, et que de plus chaque %’;(y) est continue au point

x. Alors f est différentiable en x (et donc sa différentielle se calcule a partir

des %(az‘) comme a la proposition précédente).

Les notations seront plus difficiles que la démonstration elle-méme. No-

tons v;(y) = %(y) pour simplifier. On doit choisir une application linéaire

A, et on définit bien sur A par

AR) =) zv(a)

1<j<n

pour z = (21,...,2,) € R™
Il nous faut donc évaluer

G(2) = flx+2) = flo) = Az) = flx+2) — f(x) = D zvi(z), (2.16)

1<j<n

pour z petit.
{ On se donne € > 0, et on choisit r > 0 tel que les dérivées partielles
807’;(3/) existent partout sur B(z,r), et de plus

vi(y) —vj(z)| < e, pour y € B(x,r).
On veut obtenir que dans ce cas,

1G] < nellz]| pour z € B(0,7), (2.17)
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et on en déduira aussitot le résultat (comparer a (2.9) ou (2.10) ).

Soit donc z € B(0,r) qu'on écrit dans la base (e;) sous la forme z =
> ;j7jej - On va supposer pour commencer que les z; sont positifs, pour sim-
plifier les notations. Posons yo = =, y; = x + z1e1, et ainsi de suite. Donc
Y =T+ gz et alafiny, =x+z2.

Notons que pour tout 1 < j < n, le segment qui va de y;_; a y; est un
segment parallele au j-ieme axe, et est entierement contenu dans B(x,r).
Donc la dérivée partielle v;(y) est bien définie sur ce segment.

Considérons I'application g; définie sur le segment [0, z;] par

9;(t) = fyj—1 +te;) .

On va donc de f(y;j—1) quand t =0 a f(y;—1+2;¢;) = f(y;) quand t =z —j.
Cette application est dérivable, et sa dérivée est :

, 0
g5(t) = %(%’1 +tej) = v(yj—1 + tey).

J

[En fait, g; est & une translation pres, la fonction d’une variable qui sert dans
la définition de L]

Appliquons le théoréme des accroissements finis a g;, entre 0 et z;. On
trouve un point &; € [0, z;] tel que

9i(25) = 95(0) = zjv;(y;-1 + &je;) -

De maniere équivalente,
fyi) = flyi—1) = zv5(G) s

en posant ¢; = yj_1 + §je; .
On additionne tout ceci. Comme la somme des f(y;) — f(y;—1) vaut

flm) = (o) = flx+2) = f(z),

il vient
flat+2)= @)= 50(6),

En comparant avec (2.16) , il vient également

G(2)| = |f(z+2) = flz) = Xi<jen 2 vi(2)]
= | Zlgjgn zj[v;(¢) — v;(@)]|
<] Z1§jgn 0;(¢5) — vi ()]

< nel|2|],
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puisque |v;(y) —v;j(x)| < e pour y € B(0,r) (et les ; sont bien dans B(0,7)).

C’est ce qu’on voulait, sauf qu’on a supposé que z; > 0 pour tout j pour
simplifier. Dans le cas général, on note ¢; le signe de z; (on fait ce qu'on
veut si z; = 0; de toute fagon y; = y;_1 et il n’y a rien a estimer), et on
peut définir g; sur [0, |2;|] par ¢;(t) = f(y;—1 +te;e;). Apres on fait les calculs
comme avant, et de toute fagon les signes qui apparaitraient sont perdus dans
la bataille a la fin.

On pouvait aussi éviter ce probleme en définissant g; sur [0, 1] par la
formule g;(t) = f(y;—1 + tzje;) et en dérivant une fonction composée. O

Remarque 2.2.5
Sans notre hypothése de continuité, le théoréme est faux. Un exemple ins-
tructif est de considérer lapplication de R? dans R définie par :

f(x our T 7&
Y 72 y2 y P Y )

et
£(0,0)=0.

FElle a des dérivées partielles partout trivialement, sauf peut-étre en (0,0).
Comme f(0,y) = 0 et f(x,0) = 0, les dérivées partielles existent aussi en
(0,0). Si f était différentiable en (0,0), la différentielle serait donc nulle, et
on aurait |f(xz,y)| = o(||(x,y)||). Mais f(x,x) = x/2, ce qui ne correspond
pas.

Il n’y a rien de magique dans cet exemple : on peut prendre presque n’im-
porte quelle fonction f donnée en coordonnées polaires par

f(rcos@,rsin@) =rg(0),

avec g Dans notre exemple précédent, g(0) = cos? 0 sin 6. Il y a automatique-
ment des dérivées partielles en (0,0) (a savoir g(0) et g(7/2)), et méme dans
n’importe quelle direction (voir plus loin la notion de dérivée directionnelle)
(la dérivée dans la direction d’angle 0 est g(0)). Mais pour que la fonction soit
différentiable en (0,0), il faut encore que toutes ces dérivée radiales viennent
d’une méme application linéaire. Du coup, c’est assez inattendu que dans le
théoréme plus haut, la continuité des dérivées partielles force ces dérivées
radiales a une certaine cohérence.

Finissons ce paragraphe par quelques définitions standard :
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On dit que f est de classe C'! sur U quand les dérivées partielles ngj sont

définies partout et continues sur U. Il revient au méme de dire (a cause de la
proposition et du théoreme) que f est de classe C' si f est différentiable sur U,
et que D f(z) est une fonction continue sur U. Cette fonction est en principe
a valeurs dans L(R", R™), qui est un espace vectoriel de dimension finie, donc
isomorphe a un R™", donc muni automatiquement dune topologie ; ceci dit,
la continuité de D f est équivalente a la continuité de la matrice jacobienne
M (z), qui se vérifie coordonnée par coordonnée. Finalement, done, le plus
simple est de dire que les dérivées partielles sont continues.

Quand f : U — R, les dérivées partielles sont a valeurs dans R. On appelle
gradient de f en z, et on note V f(x), le vecteur de R™ dont les coordonnées
sont les 8%(:6). Dans ces conditions, la différentielle agit de maniere simple,
puisque

DF)(5) = Y w55 () = V() -y 215)

par la proposition 2.2.3 et ou la derniere expression est un produit scalaire
euclidien.

Noter que le gradient donne la direction le long de laquelle f varie le plus
fort, et est orienté dans la direction ou f augmente, et sa taille est propor-
tionnelle a la taille de la dérivée dans cette direction. Dans les directions
orthogonales a V f(z) (s’il est non nul), la dérivée de f est nulle. Ainsi, dans
les bons cas, la ligne ou surface de niveau passant par x est perpendiculaire

aVf(x).

Exercice 2.2.6
Vérifier ces affirmations dans le cas de la fonction f(x,y) = 2*> +y* —1 ou
dans le cas de la fonction f(zx,y,z) = 2® +y* + 2% — 1.

Toujours quand f est a valeurs dans R, on utilise souvent la divergence
de f, définie par

Div(f)(z) =) 8—%(:6). (2.19)

C’est aussi la trace de la matrice jacobienne M (x).



52

2.2.2 Dérivée directionnelle

Revenons sur une notion qui a été évoquée dans le paragraphe précédent.

Définition 2.2.7 Soit f: U — R une application, x un point de 0 et u un
vecteur non nul de R™. On appelle dérivée directionnelle de f en x dans la
direction de u la dérivée en s = 0, si elle existe, de la fonction d’une variable

fu:s— flz+su).

On la note alors O, f ().

Exemple 2.2.8 Les dérivées partielles O, f ne sont autres que les dérivées
directionnelles de f dans les directions des vecteurs de la base canonique (e;).

Proposition 2.2.9 Soit f : U — R. Si f est différentiable en x, alors f
admet des dérivées directionnelles en x dans toutes les directions u, et

Ouf(x) = (Df)(@)u =V [(z) u.

Attention la réciproque est fausse, comme le montrent les exemples sui-
vants présentés sous forme d’exercice (voir Remarque 2.2.5 pour le premier) :

Exercice 2.2.10
1. On considére Uapplication f : R? — R définie par

2
fa,y) =

x? + y?
pour (x,y) # (0,0) et £(0,0) = 0. Montrer que pour tout u € R* 9,f(0,0)
existe, mais que f n'est pas différentiable en (0,0).
2. Méme question pour l'application f : R* — R définie par f(x,y) =
pour (z,y) # (0,0) et £(0,0) = 0.

£B3y

Cﬂ4+y2

2.2.3 Dérivées des fonctions composées

Proposition 2.2.11

Soient U un ouvert de R, V un ouvert de R™, f : U — R™, g : V — RF,
et x € U. On suppose que f est différentiable en x et que g est différentiable
en f(z) (donc f(x) € V). Alors g o f est différentiable en x, et sa dérivée

(=différentielle) en x est D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x).
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Ainsi Dg(f(x)) o Df(z) est 'application linéaire composée (qui va de R”
dans R*, comme il se doit).
Au niveau des matrices jacobiennes aussi les choses sont simples :
La matrice jacobienne de go f en x est M(x) N(f(z)) (produit de la matrice
jacobienne de f en x (une matrice n X m) et de la matrice jacobienne de g
en f(z) (une matrice m x k)).
En effet, la matrice de D(go f)(x) est la matrice de la composée de Dg(f(x))
et de Df(x); c’est donc bien le produit des matrices de Dg(f(x)) et de
La démonstration de la proposition est facile : il s’agit juste de manipuler
des développements limités d’ordre 1. Quand z tend vers f(x), on sait que

9(2) = 9(f(2)) + Dg(f(2)) - (z = [(z)) + o(l]z = f(@)]]). (2.20)

On applique ceci avec z = f(y) pour y proche de z. C’est 1égitime, puisque
f est continue en x par la proposition 2.2.3, donc z tend vers f(z) quand y
tend vers x. Noter que

2= f(y) = f(@) + Df(x) - (y— ) + ollly — =]) (2.21)
On remplace et on trouve
9(f(y) =g(z)
=g(f(x)) + Dy(f(z)) - [Df(z) - (y — z) + ol[ly — z||)] + o(||z — f(2)][])
= g(f(x)) + Dy(f(z)) - [Df(z) - (y — )] + o(|ly — z]) + o(||z — f(2)[])
parce que
I1Dg(f (@) - v|| < Clv]],
Ensuite,

Iz = f@) < Clly — =]
pres de y, par (2.21), donc
o[z = f(@)I]) = olly — =[])-

Donc

9(f(y)) = g(f(2)) + [Dg(f(x)) o Df ()] - (y — 2) + ol[ly — =])

comme souhaité. O
I est souvent aussi pratique d’écrire ceci au niveau des dérivées partielles.
Alors si f, g, et x sont comme dans 1’énoncé de la proposition, on obtient

dgof), \_x~9 o,
o, ()= 25, V@) 5, @ (2.22)
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ot éventuellement g a le droit d’étre & valeurs dans R¥, et alors (2.22) peut
étre pris coordonnée par coordonnée, et signifie que pour 1 < ¢ < k,

o 9, ofi
MeDi-$ 0y B e

Par exemple, on veut exprimer la “meéme” fonction a la fois en coor-
données cartésiennes et polaires, et calculer les dérivées correspondantes. Par
exemple, supposons que la fonction est donnée par la fonction

g(z,y) ="+,

et on veut calculer ses dérivées en coordonnées polaires. [Cela a l'air d'un
probleme un peu différent de ce qu’on vient de faire, mais c’est souvent
comme ceci que cela se présente. |

Donc on veut poser x = r cosf et y = rsin 6. Ceci fait qu’en fait on s’intéresse
a la fonction G = go f, ou f est définie sur le domaine adéquat U C R? (et
qu'il faudrait choisir en fonction du probleme) par f(r,0) = (rcosé,rsin#).
Dans notre exemple, donc, GG sera donnée par

G(r,0) = g(rcos,rsinf) = r® cos® 0 + r3sin® 6 ,

dont on pourrait bien str calculer les dérivées partielles directement. Mais
en tout cas la proposition dit que

8G _ g0z + 9g Oy
or g:v or Oy 87"
= 32 cosf + sin 6

= 322 cos ) + 3y sin 6
= 3r? cos® § + 3r?sin® 6,

ou l'on a noté un peu abusivement z et y les deux coordonnées de f (ce sont
des fonctions de r et 6).

Evidemment, le résultat final concorde avec ce qu’on aurait pu calculer di-
rectement plus vite, et aussi on voit que les calculs ci-dessus, une fois tout
réécrit, ne sont autres que des calculs de dérivées de fonctions composées
d’une seule variable a la fois. De méme,

oG _ag8m+<9g8y
90 _890889 dy 0
= —52rsinf + grcos@

= —322 rsm€+3y r cosf
= —3r3cos?fsinf + 3r3 cosfsin? 4,

ce qui est a nouveau sans surprise quant au résultat final.
Vous avez certainement fait ce genre de calcul en physique, surtout si vous
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avez vu de la thermodynamique, ou d’ailleurs le plus souvent on ne note pas
différemment les fonctions g et G (ce qui est un peu dangereux, mais pas trop
si 'on note consciencieusement les arguments de la fonction), et est motivé
par le fait qu’apres tout c’est la méme fonction (température, ou autre), juste
vue comme exprimée a partir d’autres variables).

2.2.4 DERIVEES D’ORDRES SUPERIEURS.

Juste quelques mots sur cette question et d’ailleurs on va se concentrer
sur des dérivées d’ordre 2.

Si U est un ouvert de R" et f : U — R est, disons, de classe C* pour
commencer, on a n applications continues g; = %, définies sur U et a valeurs
J

dans R. On peut se demander si ces fonctions sont a leur tour dérivables (et
ainsi de suite).

Ainsi, on dit que f a des dérivées partielles d’ordre 2 si f a des dérivées
partielles continues (donc elle est différentiable), et si chacune de ces dérivées
af:ng la dérivée
partielle de 887]; par rapport a k, sauf quand j = k, ou 'on note directement
2%f
Bmi '

On dit que f est de classe C? sur U si de plus toutes les différentielles
d’ordre deux qu’on vient de définir sont continues sur U.

a elle-méme des dérivées partielles (en tout point). On notera

On dit que f est de classe C* si I’'on peut continuer a dériver ainsi jusqu’a

s . ;e . oF f
Iordre k compris, et que les dérivées partielles Tr;, 0w,

Enfin, on dit que f est de classe C* s'il est de classe C* pour tout k.

sont continues.

Proposition 2.2.12

Soient U un ouvert de R®, V un ouvert de R™, f : U — R™, g : V — RF,
et x € U. On suppose que f est de classe C* sur U et que g est de classe C*
sur V. Alors go f est de classe C* sur U.

La proposition est admise. Cette proposition permet en particulier de montrer
qu'une fonction est de classe C* une fois connue cette propriété pour des
fonctions plus simples. Par exemple, si f est une fonction de R dans R de
classe C*, 1a fonction (z,y) — f(2% + y*) est de classe C*.
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2.2.5 Formule de Taylor

On va se contenter de k = 2. Par une démonstration semblable a celle du
théoreme 2.2.4 (considérer la fonction [0,1] 3 ¢ — g(t) = f((1 — t)x + ty) et
utiliser la formule de Taylor & une variable en 0), on montre que si f a des
dérivées partielles d’ordre 2 dans un voisinage de x, et qui sont continues au
point z, on a le développement limité d’ordre 2 au voisinage de x :

n 8](. 1 n n 82f )
$)+; a—xj(x)(yj—%”g ; ; 0,02 (@) (yj—2;) (Yo —zk) +o(|lz—y|[")
ou de maniere équivalente
B n 3f 1 n n 82f )
fla+2) —f(a:)+;z] o (x)+2;kl % gy @l (224)

quand z tend vers 0.
On peut aussi déduire de la démonstration que (toujours si les dérivées par-
tielles secondes sont continues en x) que :

Proposition 2.2.13
Si f est de classe C?, alors :
o*f o) = o f .
Ox;0xy, " Oxpdx; "’

(2.25)

Ceci tombe bien, parce que du coup il est a peu pres inutile de se souvenir si

aggx est la dérivée partielle de o L par rapport & k, ou le contraire.

Du coup aussi, vous pouvez encore écrire (2.24) avec moins de termes :

1 0 0
flas) - +sz oo 5233& S mage ol

(2.26)

Noter encore que, puisqu’il s’agit de calculer des dérivées partielles suc-
cessives, vous savez calculer les dérivées successives pour une fonction com-
posée, méme si les calculs sont parfois compliqués, comme on le voit dans le
paragraphe suivant.

Enfin pour étendre la propriété mentionnée (2.25) pour k = 2, l'ordre
dans lequel on prend les dérivées partielles d’ordre inférieur ou égal a k d'une
fonction de classe C* ne compte pas. Ainsi par exemple pour k = 3 et n = 2
on a:

:c:cyf 2yzf = ayﬂﬂl’f
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Remarque 2.2.14
Il y a d’autres notations utilisées pour les dérivées partielles. Mentionnons

T . O'f
O.f au lieu de 9 Oy f au lieu de 020y’ 0;;f au lieu de Dz,

2.2.6 Le Laplacien en coordonnées polaires

Il s’agit de réécrire pour une fonction u de classe C? sur R2?, la fonc-
tion (Au)(z,y) = Oz,u + 92,u en utilisant les coordonnées polaires. Plus
précisément, pour (x,y) # (0,0), il existe un unique couple (r,0) dans
10, +00[x [0, 27[ tel que

{ x =rcost

y =rsinf

Pour f € C?, notons g la fonction définie sur |0, +oo[x [0, 27| par

g(r,0) = f(x,y) = f(rcosf,rsinb).

On voit d’abord facilement que

0rg(r,0) = cos0 0, f(x,y) +sinf 0, f(x,y) (2.97)
Ogg(r,0) = —rsinf 0, f(x,y) + rcosb 0, f(z,y). '
Ensuite, en formant les combinaisons linéaires adéquates, on obtient
sin 6
aa:f(x7 y) = cos 0 arg(ra 0) - T 899<T7 9)
coge (2.28)
ayf(xa y) = sind arg(ra 6) + r 809(r7 6.)

On peut alors démontrer le résultat suivant.

Lemme 2.2.15
Soit u une fonction de classe C?, et v(r,0) = u(rcosf,rsinf). On a

1 1
Au(rcos,rsinf) = 92 v(r,0) + ;@v(r, ) + ﬁaggv(r, 0)

Preuve : Posons @ = rcosf et y = rsinf. Soit aussi w(r,0) = du(x,y).
On a d’abord, en utilisant (2.28) pour f(z,y) = d,u(z,y) = w(r,d),

sin 0

8§xu(:c, y) = 0,(0zu(x,y)) = cos O d,w(r,0) — Ogw(r, 0).

r
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On a ensuite, en utilisant (2.28) pour f(x,y) = u(z,y) = v(r, ),

Opw(r,0) = 0, (0yu(z,y)) = 0.(cos dv(r,0) — SI:Q Ogu(r,0))
Opw(r,0) = 0p(Opu(x,y)) = Jp(cos b Oyv(r,d) — # Ogu(r, 0)),

On a donc finalement
<2 0 2 9
02 u(z,y) = cos? 0 02 v(r, ) + = Ov(r,0) + Sm2 Du(r,0).
r r

Un calcul identique donne

2 2
s earv(r, ) + CO; 6892011(7“, 0),

02 u(x,y) = sin® 0 92.v(r,0) + .

et I'on obtient le lemme en ajoutant ces deux dernieres égalités. O

On peut par exemple utiliser cette expression pour déterminer toutes les
fonctions harmoniques qui sont invariantes par rotation. Il s’agit des fonctions
u de classe C? telles que Au(z,y) = 0, et pour lesquelles, notant v(r,0) =
u(rcosf,rsind), on a dyv(r,0) = 0 (v ne dépend pas de 0).

Avec le Lemme 2.2.15, on doit alors avoir

1
0 = Au(z,y) = 02v(r,0) + ~0,v(r,0) .
r
On peut remarquer que cette équation s’écrit
0= 0,(rov(r,8)),

et donc que ses solutions sont

v(r,0) = Cy log(r) + Cs. (2.29)

Bien entendu, il faut ici supposer que r # 0.
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2.3 RECHERCHE D’EXTREMA LOCAUX

2.3.1 Conditions nécessaires et suffisantes

On se donne un ouvert U de R" et une fonction f : U — R. On recherche
des points de U ou f(z) est localement maximale ou minimale. Voyons ce
que ceci veut dire.

Définition 2.3.1
On dit que f admet un minimum local (respectivement un mazimum local)
enx € U s’il existe un voisinage V de x tel que f(y) > f(x) (respectivement,

fy) < f(x)) pour tout y € V.

Un maximum (global) serait quand f(y) < f(x) pour tout y € U. Quand
f a des dérivées partielles, la recherche des extrema (minima et maxima)
locaux est plus facile, a cause de ce qui suit.

Proposition 2.3.2
Stz est un eztremum local de f dans U, et si la dérivée partielle %(z)
J

existe, alors 2 3 =0.

Pour le démontrer, on suppose que f a un extremum local, on se donne
V' comme ci-dessus, et on se donne r > 0 tel que B(x,r) C V. Ensuite on
définit g sur I =| —r,r[ par g(t) = f(x +te;), ol e; est le j-ieme vecteur de
base. Alors g admet un extremum en 0 (de la méme nature que x lui-méme).
De plus, g est dérivable en 0, avec ¢'(0) = ngj (c’est la définition de aanj). Il
reste donc & voir que ¢’(0) = 0.

Supposons que non; supposons que ¢ a un maximum local en 0 et que
¢'(0) > 0, et obtenons une contradiction. Les autres cas seraient pareils.

On a le développement limité suivant de g au voisinage de O :

g(t) = g(0) +tg'(0) + te(t) ,
avec limy;_,oe(t) = 0.
Pour ¢ > 0 assez petit, |e(t)| < ¢'(0)/2, et donc g(t)—g(0) = t[¢g'(0)+(¢)] > 0,
ce qui contredit la maximalité de g(0). O

Proposition 2.3.3
St x est un minimum local de f dans U, et si f a des dérivées partielles
Jusqu’a 'ordre 2 qui sont continues en x, alors pour tout vecteur & € R”,

ZZ &k 55— ax ax () > 0. (2.30)

=1 k=1
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Sinon, on choisit £ € R” tel que le membre de gauche de (2.24) (appelons-
le Q(§)) soit < 0, on applique le développement limité (2.24) avec z = t€, t
petit, en tenant compte du fait que ’on sait par le lemme 2.3.2 que les termes
linéaires sont nuls, et on obtient que

0 < f(z) = flz+1€) <2Q(E) + o(t?),
une contradiction. O

Bien str on a le méme résultat pour un maximum local, avec cette fois la
condition nécessaire Q(§) < 0. Il suffit en effet d’appliquer le lemme & — f.

Remarque 2.3.4

On sait qu’une matrice symétrique a toutes ses valeurs propres réelles. Si on
désigne par Hess f(x) la matrice constituée des dérivées secondes de f au
point x, de sorte que

Q&) = (&, Hess flz) &),

la condition précédente peut se réécrire sous la forme :
Les valeurs propres de la matrice Hess f (x) sont positives ou nulles.
Il suffit en effet de prendre dans la condition un vecteur propre de Hess f(x).

Comme dans le cas de la proposition 2.1.7, la proposition peut étre
complétée par la proposition suivante

Proposition 2.3.5
St [ a des dérivées partielles jusqu’a ['ordre 2 qui sont continues en x, et si
pour tout vecteur & € R™ \ {0},

n

Y G Wgﬂ%m >0, (2.31)

j=1 k=1
alors x est un minimum local de f.

Remarque 2.3.6
La condition précédente peut se réécrire sous la forme :
Les valeurs propres de la matrice Hess f (x) sont positives.

Une condition nécessaire

On reprend la situation de la proposition 2.3.3. Alors on a, en un point
minimum de f :
02 f .
i
Il suffit en effet de regarder la variation dans la direction x;. Mais cette
condition, méme satisfaite pour tout j n’est pas suffisante!
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2.3.2 A la recherche d’extrema sur un exemple

Parlons maintenant de la recherche d’extrema. On va le faire sur un exemple
si simple que d’ailleurs on pourrait deviner les résultats sans calculer, mais
le processus est bien général.

On va toujours prendre la méme fonction f, définie par

f(z,y) = 32%°, (2.33)

mais éventuellement sur des domaines de définition différents. Noter qu’en
tout cas f est de classe C!, avec les dérivées partielles

a—f(% y) = 6zy® et

e a—f(x, y) = 92%y”. (2.34)

y

On commence avec le domaine A = B(0, 1). Disons qu’on cherche
a déterminer les bornes inférieure et supérieure de f (c’est-a-dire,
des valeurs de f(z,y) pour (z,y) € A), et les points de A ou ces
bornes sont atteintes.

Notons

m= inf f(z,y)et M = sup f(z,y)
(z,y)eA (z,y)eA
ces bornes.

Remarquons qu’il y a au moins un point (zg,y0) € A tel que f(xg,y0) =
m, et un point (z1,y;) € A tel que f(x1,y1) = M, puisque la fonction f est
continue sur le compact A, donc atteint ses bornes.

On commence & chercher (zo,yo) et (z1,y1) dans lintérieur de A. La
proposition 2.3.2 dit qu’alors ce point (appelons-le z = (z,y)) est un point
critique, donc (par (2.34)) devrait satisfaire 6xy® = 92%y* = 0, donc x = 0
ouy = 0. Mais alors f(z) = 0.

On se rend compte aisément que m < 0 et M > 0. On en conclut donc
qu’il n’y a pas d’extremum global a I'intérieur de A.

Si ’on était seulement a la recherche d’extrema locaux, on pour-
rait essayer de poursuivre sans se fatiguer en appliquant la proposition 2.3.3.
En effet, f est de classe C?, avec les dérivées partielles

0% f

O f 02 f
— a3

= 18zy° et —5
(2,y) woet 55

(z,y) = 182%y.  (2.35)

Donc dans le cas ou y = 0, Q(§) = 0 pour tout £ et le lemme 2.3.3 ne donne
aucune information. Quand x = 0 et y # 0, Q(§) = 6y3£2, et le lemme dit que
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z = (x,y) ne peut pas étre un maximum local quand y > 0, ni un minimum
local quand y < 0.

Et en fait, le mieux dans ce cas est de regarder directement ce qui se
passe.

Quand x = 0 et y > 0, on voit que les valeurs de f autour de z sont > 0,
donc on a un minimum local. Quand z = 0 et y < 0, les valeurs de f autour
de z sont < 0, donc on a un maximum local.

Quand y = 0, on voit aisément que f prend des valeurs strictement po-
sitives et des valeurs strictement négatives dans tout voisinage de z, donc z
n’est pas un extremum local.

Revenons a notre quéte d’extrema globaux.
On a vu qu’il n’y en a pas dans la boule ouverte, donc qu’ils sont tous a la
frontiere.

De plus, on sait qu’il y a forcément au moins un minimum et un maximum
globaux dans A (donc sur la frontiere). On en déduit également que :

m= inf f(z,y)et M = sup f(z,y).
(z,y)€0A (z,y)€0A

Ici, on a de la chance, le bord est le cercle unité, et se parametre aisément.
On note que tout point du bord peut étre écrit (z,y) = (cosf,sind), et
qualors f(x,y) = 3cos?d sin® 6. On cherche maintenant les extrema de cette
nouvelle fonction de 6, sachant qu’ils donneront les extrema de f sur 0A,
puis donc sur A. [Petite vérification a faire, en disant que I'application 6 —
(cos B, sin 0) est surjective, donc que les deux bornes supérieures ou inférieures
sont les mémes.]

Il reste & dériver g(6) = 3 cos?(6) sin®(#) ; on trouve

g (0) = —6cos(6) sin*() + 9 cos®(6) sin*(0) ,
qui s’annule quand
2 cos() sin*(6) = 3 cos®(6) sin*(6) .

C’est le cas quand cosf = 0 ou sinf = 0 (ce qui d’ailleurs correspond
aux points sur les axes qu’on avait déja repérés), mais comme alors on trouve
f(z,y) = g(0) = 0 comme plus haut, cette solution ne donne pas d’extremum.
Donc on peut supposer que cosf et sin # sont non nuls, on peut simplifier, et
il reste

2sin% 0 = 3cos? 6.
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On n’a pas vraiment besoin d’essayer de calculer 6, puisqu’il nous faut seule-
ment (z,y). On note que sur le cercle, la condition se réécrit

2y* = 322,

qui conduit aux équations

\/§y = +3z

qui ont quatre solutions.
En examinant les signes de f sur le cercle et en utilisant la parité de f (par
x — —x) et U'imparité de f (par y — —y), on obtient que nécessairement

f a deux maxima globaux en (£4/2/5,4/3/5) et deux minima globaux en
(£+/2/5,—4/3/5). On trouve alors que

18

M=-m=—
25

3/5.

La situation se compliquerait un peu si I’on n’avait pas de paramétrage
sympathique de 0A. Supposons cependant qu’on ait pris un domaine A dont
le bord 0A est une courbe qui a une tangente partout, et qu’on soit comme
plus haut en train de se demander quels points z de A peuvent étre des
extrema locaux. Soit z un tel point, et soit 7 un vecteur unitaire de la tangente
a 0A en z. En faisant un développement limité de f au voisinage de A et en
se restreignant a dA, on démontre un peu comme dans la proposition 2.3.2
qu’il faut que

Df(z)-7=0.

A nouveau, ceci donne une indication supplémentaire sur qui peut bien étre
un point z. Et vous verrez sans doute plus tard des moyens de trouver une
tangente a 0A sans nécessairement en avoir un paramétrage.

2.4 Applications

2.4.1 L’équation de Laplace

On revient au Laplacien (voir Sous-Section 2.2.6) et a ’équation de La-
place (on se limite au cas de deux variables) associée :

Au(z,y) = f(z,y), (2.36)

olt A désigne l'opérateur aux dérivées partielles A = 92+ 02

-ys €6 f est une
fonction continue donnée.

Cette équation est tres importante a la fois en physique et en mathématiques.
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On rappelle qu’une fonction harmonique dans un ouvert €2, une fonction
de classe C? dans Q telles que Au = 0 dans 2. Comme exemple de fonctions
harmoniques on peut citer les fonctions

(z,y) = ¢, (x,y) = ax + By, (x,y) — yoy + 5(2* — y?).

Rappelons aussi qu’on a vu que quand 2 ne contient pas (0,0) (x,y) —
log(x? + y?) est une fonction harmonique.

Principe du Maximum

Théoréme 2.4.1
Soit D un ouvert borné et conveze de R2. Soit u fonction harmonique dans
D et continue dans D. Alors le mazimum de u dans D est atteint sur le bord

de D.

Preuve :
Si, pour € > 0, on pose v.(z,y) = u(z,y) + e(x? + y*), on a

Av(z,y) = Au(z,y) + eA(z® + y*) = 0+ 4e > 0.

D’un autre coté, si (x., y.) est un maximum pour v, dans D, on a, par exemple
en utilisant la formule de Taylor,

Ave(ze,ye) = 02 v (we, ye) + 8§yv6(x6, ye) <0,

ce qui est absurde.
Or, puisque v, est continue, elle doit atteindre son maximum sur le compact

D. Elle 'atteint donc en un point (z, y.) du bord dD. On a donc, pour tout
(2, y),

u(@,y) < 0e(2,y) < ve(@e, Ye) = u(we, o) + (a7 + y7) < maxu+er?,

ou r > 0 est choisi pour que le disque centré a 'origine de rayon r contienne
D. Ceci étant vrai pour tout € > 0, on obtient, pour tout (z,y) € D,

u(z,y) < max u(z,y).
(z,y) < max u(z,y)

O

Encore une fois, ce théoreme dit que la fonction harmonique u, supposée
aussi continue sur le compact D, atteint son maximum au moins un en point
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du bord de D.

Ceci n’interdit pas que u atteigne aussi son maximum en un point de D. Par
exemple si u est constante.

On peut déduire du principe du maximum 'unicité de la solution du probleme
de Dirichlet pour le Laplacien.

Proposition 2.4.2
Soit D un ouvert borné et convere de R2. Soit f une fonction continue sur
D, et g une fonction continue sur 0D. Le probléeme de Dirichlet

{ Au(x,y):f(:c,y), (QJ;Z/)GD
(2.37)
U(ZE,y) = g(x7y>7 (x7y> € 0D

admet au plus une solution C2.

Preuve : Si uy et uy sont solutions de (2.37), w = uy — uy vérifie Aw = 0
et est nulle sur dD. Par le principe du maximum (et celui du minimum) on
obtient w = 0 sur D. 0

2.4.2 Extrema liés

Le théoreme principal est le suivant :

Théoreme 2.4.3
Soit D un domaine ouvert de R™ et f,g1,...,g9x (k < n—1) des applications
de classe C' de D dans R. On pose

A={ze D, gi(x)=...=gr(x) =0}.
Si la restriction de f a A présente un extremum au point a = (ay,-- -, ay)
de A, et si les vecteurs Vgi(a), ... ,Vgi(a) sont linéairement indépendants,
alors il existe k réels \i,---, A\, tels que :

Vf(a)= Z AiVgj(a) .

On note que ce théoreme ne donne que des conditions nécessaires pour avoir
un extremum. Les \; sont appelés les multiplicateurs de Lagrange.

Idée de la démonstration
On va admettre que I'on peut se ramener au cas ou :

gg(x):xg—qbg(x”),f:l,”-,k,
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ouon anoté x = (', 2"), 2’ = (x1, -+, xx), v = (Tpy1, -+, x,) et ol les ¢y
sont de classe C*.
Cette propriété résulte d’un théoréeme qui ne figure pas au programme de ce
cours (théoreme d’inversion locale).

Pour simplifier, on traite d’abord le cas k =2, n = 3.
On doit alors regarder la fonction x3 — F(z3) = f(¢1(x3), p2(23), 23) et
chercher les extrema de F'. Exprimons la condition nécessaire présentée a la
proposition 2.3.2. La condition au pont (aj,as,as) s’exprime sous la forme
F'(a3) = 0, soit

Oz, f(a) ¢ (as) + On, f(a) §3(as) + Oz, f(a) = 0.

Ceci exprime l'orthogonalité dans R3 de V f(a) avec le vecteur (¢ (as), ¢h(as),1).
Autrement dit le vecteur V f(a) est dans le plan orthogonal a (¢ (as), ¢5(as), 1)
dont une base est donnée par les vecteurs Vg, (a) et Vga(a). (Dériver par rap-

port & 3 les identités gy (¢1(x3), do(3), x3) = 0 et ga(1(x3), pa(x3), 23) = 0).

Pour compléter, on traite aussi le cas £ =1, n = 3.
On doit alors regarder la fonction (9, x3) — G(22,x3) := f(p(xe, x3), T2, x3)
et chercher les extrema de G. Exprimons la condition nécessaire présentée a
la proposition 2.3.2. La condition s’exprime sous la forme VG(az,a3) = 0,
soient deux équations :

a’bl f(a) am ¢(a27 CL3) + 8962f(a)
a:m f((l) ams ¢(a2; CL3) + axsf(a’)

Ceci exprime Porthogonalité dans R? de V f(a) avec les vecteurs
0y := (Op,0(a2,a3),1,0) et 03 := (0p,0(az, as),0,1).

Autrement dit le vecteur V f(a) est orthogonal au plan engendré par ¥ et v3.
Mais Vg(a) est aussi non nul et orthogonal a ce plan. On en déduit (écrire
cette fois-ci g(p(xq, 23), o, x3) = 0 et prendre les dérivées partielles par rap-
port & x5 et z3) que Vf(a) et Vg(a) sont paralleles : V f(a) = AVg(a).

Le cas général nécessite une bonne maitrise des notations et un minimum de
géométrie euclidenne dans R".

0,
0.

Une application.
Parmi les parallélépipedes de surface S fixée, lesquels ont un volume mazi-
mal ?

Si x,y, z désignent les longueurs des cotés du parallelépipede, la surface
est 2(zy + yz + xz) et le volume zyz.
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Avant de traiter le probleme on peut observer qu’il y a des parallélépipedes

de surface S de volume arbitrairement petit (prendre z, = —, y, = 1 et
n

re= (G- /),

Le probleme est de trouver le maximum atteint par le volume xyz en ayant
la contrainte

2(ey +yz +x2)=S.

Bien stir on peut d’abord utiliser 1’équation pour obtenir

S
b= 2 )
r+y
On a alors & maximiser
S
5
x,y)— Vs(z,y) ==
(z,y) = Vs(z,y) vy

On va d’abord écrire que 'on a comme condition nécessaire :
axVS(x> y) =0 ) ayVS<5U7 y) =0 )

avec x >0 et y > 0.

S S : S
On trouve finalement que x =y = 5 ce qui implique aussi z = 5 et

on trouve (attention, il faudrait vérifier que cet extremum est un maximum),
qu’a surface fixée, le parallélépipede de volume maximal est le cube.

Voyons maintenant comment on peut appliquer directement le théoreme 2.4.3.
On est dans le cas n = 3, k = 1 (voir plus haut). On est donc dans le cas ou

Calculons les gradients, on a :

yz 2(y + 2)
Vi=1 zz | ,Vg=| 2(z+2)
Ty 2(z +y)

D’apres le théoreme, si (z,y, z) est un extremum, il existe A tel que

Vf(z,y,2) =AVg(z,y,2), g(x,y,2) =0.
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On trouve les équations :

yz =2My+2),
xz =2z + 2),
xy =2z +vy).

En soustrayant la deuxieme équation a la premiere, on trouve :

(y—z)z=2\y — ),

soit encore
(x —y)(z—2X) =0.

En procédant de méme avec la deuxieme et la troisieme, puis entre la premiere
et la troisieme, on obtient

(z—y)(x—2\)=0cet (z—2)(y —2X) =0.

(attention, ces trois équations ne sont pas équivalentes aux trois premieres
et il ne faut pas oublier que I’on cherche une solution dans g~*(0)).

On trouve immédiatement une premiere solution x = y = z. On peut
vérifier qu’il n’y a pas d’autre solution telles que g(z,y, z) = 0 et pour cette
solution, on trouve 6z = S.

Remarque 2.4.4

On a un peu triché dans l'analyse ci-dessus. On a juste trouvé un candidat
pour un extremum local. Il n’est en effet pas exclu que les extrema soient au
bord. On minimise en effet sur {x > 0,y > 0,2 > 0,g(x,y,2) = 0} et il
faut donc vérifier ce qui se passe au bord.

Remarque 2.4.5

Par la méme méthode, on peut répondre a une question tres voisine :
Parma les parallélépipedes de volume V' fixé, lesquels ont une surface mini-
male ?

L’exercice suivant correspond au cas n = 3 et k = 2.

Exercice 2.4.6
FEtudier les extrema de f(x,y,z) = xyz avec les contraintes :
vy, 2) =22+ +22 —1let go(w,y,2) =z +y+2—1.

Corrigé

2 12 22 1
Il'y a 6 solutions (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (—

2 2
3330 335 5 3)
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2.5 Exercices supplémentaires

1. Déterminer les points critiques de chacune des applications suivantes et
donner leur développement limité a I’ordre 2 en chacun de leurs points
critiques. Existe-t-il des extrema locaux ? globaux ?

1. f(z,y,2) =2%/2 +ayz —y + 2. 2. f(z,y) =2 +y* — 4(z — y)%

2. Etudier les points critiques des fonctions suivantes :

filz,y) =2 —y° b) folz,y) =z +y+a2* —ay+y*+1
o) fa(z,y) =ay+yz+aztayz  d) fulr,y,z) =2"+ 22+ 2%y
fs(z,y) = 2* +2y* + mcosx cosy

3. Soit fi et fo les deux fonctions de R? dans R définies par fi(z,y) =
y+2—(r+1)%et folz,y) =y —2+ (z —1)% On pose f = fifo.
Déterminer les points critiques de f, et déterminer pour chacun d’eux
s’il s’agit d'un extremum.

4. Soit f(x,y) = 23+ 3z*y — 15z — 12y. Trouver les extrema locaux de f.
Lesquels sont des minima, lesquels sont des maxima ?

5. Soit a un réel positif. Quels sont les extrema locaux de f : (z,y) —
fl,y) = 2%y + 2 + y* + 2axy 7

Exercice 2.5.1 Montrer que la fonction u(z,y) = (1 — 2* —y*)/(1 — 22 +
22 +y?) est harmonique dans le disque x*+y* < 1. Le principe du maximum
est-il vérifié dans D = {2* + y*> < 1} pour cette fonction ?



70

Corrigé : u n’est pas définie en (1,0), et ne se po-
longe pas par continuité en ce point puisque

. . 1 — 22 ) 1+ 2
e 0= i e = e
On a
(x—1)* —y—2 y(z —1)
817 5 - 2 ,a , = ,
uleny) = 2 Ty ) = AT T
et donc

—1+4 3z — 32% + 3y? + 23 — 3y
2 _ _ 2
axzu(xvy) =—4 (1 —2r + 12 + y2)3 - —ayyu(x,y),

ce qui montre que u est harmonique. On peut voir également
que u n’a pas de point critique dans D, mais de toutes
facons, on a bien

u(z,y) < max u(x,y) = +o0.
(2,9) e (z,9)

Exercice 2.5.2
Enoncer et démontrer un principe du minimum.

Corrigé : Si u est harmonique dans D et continue
sur D, v = —u aussi. Le principe du maximum dit que,
pour tout (z,y) € D,

< a
v(z,y) < (m{gegDv(x, Y),

c’est-a-dire

> — ax — = 1 .
u(z,y) > e u(z,y) <£§le%D“(x’y)



