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tionSupposons que nous avons une 
olonne élastique min
e qui est une 
olonne derévolution de longueur �xe L = 1. La forme de la 
olonne peut alors être dé
rite parle graphe d'une fon
tion f(x), x ∈ [0, 1]. La 
olonne est soumise à une 
harge axiale devaleur λ. Cette 
harge 
rée la déformation transversale u(x), x ∈ [0, 1], de la 
olonnequi est dé
rite par l'équation suivante (équation de Euler-Bernoulli) :
(EIu′′)′′ + λu′′ = 0, (1)où I est le moment d'inertie de la 
olonne (par rapport à l'axe de révolution), et Eest le module de Young. A 
ha
une des deux de ses extrémités la 
olonne peut êtresoit libre (�free�) (pas de 
ondition aux limites pres
rite à 
et endroit), ou à 
harnières(�hinged�)
u(l) = 0, l ∈ {0, 1}, (2)ou en
astrée (�
lamped�)

u(l) = u′(l) = 0, l ∈ {0, 1}. (3)La 
harge maximale de �ambage (la 
harge de �ambage de Euler) que la 
olonne peutsupporter est donnée par la valeur propre minimale du problème (1) étant donné les
onditions aux limites appropriées.Supposons que σ mesure l'aire de la se
tion transversale de la 
olonne, alors levolume de la 
olonne est donné par 1
∫

0

σ(x)dx. Le problème posé par Lagrange dans[1℄ 
onsiste en trouver la 
olonne de révolution de longueur et volume pres
rits dontl'e�
a
ité est maximale, 
'est à dire la 
olonne qui possède la resistan
e maximale au�ambage sous 
ompression axiale.Mathématiquement le problème de Lagrange 
onsiste en maximiser la premièrevaleur propre du problème (1) étant donné les 
onditions aux limites appropriées.Dans le problème de Lagrange il est 
ourant de supposer que EI est proportionnelà une 
ertaine puissan
e de l'aire de la se
tion transversale, 
'est à dire EI = σp. Notezégalement que la forme de la 
olonne est donnée par la ra
ine 
arrée de σ.2 Aperçu historiqueLa 
olonne est à la fois un élément essentiel dans la 
on
eption ar
hite
turale etl'un des premiers 
orps �exibles étudiés par les outils de l'analyse mathématique. Lespremiers 
ritères esthétiques pour 
onstruire des 
olonnes idéales ont été formulés dansla Grè
e antique. Ces 
ritères exigeaient qu'une 
olonne ait un ren�ement à environ1



un tiers de sa hauteur et une diminution pro
he de son sommet. Lagrange a été lepremier à dénon
er le 
ritère esthétique pour la 
onstru
tion des 
olonnes et à proposerà sa pla
e un 
ritère s
ienti�que basé sur la stabilité de la 
olonne plut�t que sur sonapparen
e ([1℄). Cependant, en 1773, en résolvant le problème de la 
onstru
tion de la
olonne la plus stable, il a 
ommis plusieures erreurs de 
al
ul qui l'ont fait 
on
lure quela plus forte 
olonne à 
harniéres était d'une forme uniforme 
ylindrique. Cette erreura été 
orrigée seulement en 1851 par T.Clausen ([2℄). En 1960 J.Keller et I.Tadjbakhshont repris le résultat de Clausen et ils l'ont généralisé au 
as d'autres 
onditions auxlimites ([3℄). Cependant, leurs résultats étaient étonnants : ils impliquaient que la plusforte 
olonne devait avoir des points où sa se
tion s'annulait.La raison de 
e résultat 
ontre-intuitif a été révélé dans des ÷uvres ultérieures, oùil a été noté que l'appro
he de Keller et Tadjbakhsh était fondée sur l'hypothèse de ladi�érentiabilité 
ontinue de la 
harge de �ambage de Euler par rapport à la forme de la
olonne. Toutefois, si la multipli
ité de la valeur propre minimale de l'équation (1) estsupérieure à un (
e qui peut d'ailleurs arriver), alors 
ette hypothèse de régularité estdi�
ile à justi�er. Partant de 
e 
onstat, dans les années 90 S.J. Cox et M.Overton ontproposé des outils d'analyse non lisse pour étudier le problème de Lagrange ([4℄, [5℄).Les 
olonnes obtenues via leur appro
he avaient des formes physiquement pertinenteset soutenaient des 
harges de �ambage plus grandes que les 
olonnes trouvées dans lestravaux de Keller et Tadjbakhsh.L'obje
tif de 
e projet est de réaliser une étude théorique du problème aux valeurspropres pour la 
olonne serrée à ses deux extrémités, puis d'utiliser une version nonlisse de la méthode du gradient pour trouver numériquement la forme optimale de la
olonne ave
 des di�érents types de 
onditions aux limites.3 Etude théorique du problème pour une 
olonne en
as-tréePour �xer les idées, nous nous limiterons dans l'analyse théorique à l'étude de la
olonne qui satisfait les 
onditions aux limites �
lamped-
lamped� :
(σp(x)u′′(x))′′ + λu′′(x) = 0, x ∈ (0, 1),

u(0) = u(1) = u′(0) = u′(1) = 0.
(4)Le problème de Lagrange 
onsiste en trouver la fon
tion σ(·) satisfaisant la 
ondition

1
∫

0

σ(x)dx = 1, telle que la première valeur propre du problème (4) est maximale.Question 1. En 
onsiderant une 
olonne uniforme (σ(x) ≡ σ̂) trouver la premierevaleur propre réele et la fon
tion propre 
orrespondante pour le problème (4), u ∈
C4(0, 1).La formulation variationnelle de (4) s'é
rit 
omme suit : trouver λ ∈ C tel qu'ilexiste u ∈ H2

0 (0, 1)\{0} tel que
1

∫

0

σp(x)u′′(x)v′′(x)dx = λ

1
∫

0

u′(x)v′(x)dx ∀v ∈ H2
0 (0, 1). (5)2



Supposons que σ appartient à l'espa
e suivant
ad =







σ ∈ L∞ : 0 < α 6 σ(x) 6 β,

1
∫

0

σ(x)dx = 1







. (6)Question 2. Prouver que les valeurs propres de (5) forment une suite 
roissante deréels positifs et qu'il existe une base hilbertienne de fon
tions propres asso
iées. Com-ment s'é
rit la 
ondition d'orthogonalité des fon
tions propres ?Montrer que la première valeur propre est donnée par
λ1(σ) = min

u∈H2

0
(0,1)

1
∫

0

σp(x)(u′′(x))2dx

1
∫

0

(u′(x))2dx

. (7)Question 3. Pour ∀u ∈ H1
0 (0, 1) prouver que la 
onstante optimale dans l'inégalité dePoin
aré est 1

π2 , i.e. prouver l'inégalité de Wirtinger suivante :
1

∫

0

|u(x)|2dx 6
1

π2

1
∫

0

|u′(x)|2dx. (8)(Indi
e : démontrer 
e résultat pour u ∈ C∞

0 (0, 1) en 
onsidérant la série de Fourier de
u et la formule de Parseval, après utiliser le fait que C∞

0 (0, 1) est dense dans H1
0 (0, 1)pour obtenir (8)). Utiliser le même genre de raisonnement pour prouver la versionsuivante de l'inégalité de Poin
aré

1
∫

0

|u′(x)|2dx 6
1

4π2

1
∫

0

|u′′(x)|2dx ∀u ∈ H2
0 (0, 1). (9)Utiliser (9) pour trouver la première valeur propre de (5), quand σ(x) ≡ σ̂.Question 4. Utiliser (5) et le fait que H2

0 (0, 1) ⊂ C1(0, 1) pour prouver que σpu′′k ∈
C1(0, 1), où uk est une fon
tion propre de (5), et

(σpu′′k)(x) = (σpu′′k)
′(0)x + (σpu′′k)(0) − λk(σ)uk(x).Indi
e : démontrer que (5) implique que σpu′′k + λkuk est une fon
tion linéaire p.p.Question 5. En utilisant le résultat pré
édent prouver que la multipli
ité maximaled'une valeur propre du problème (5) est égale à deux. Indi
e : montrer que si la multipli-
ité de λk(σ) est égale à trois, alors il est possible de 
onstruire une fon
tion v véri�antl'équation linéaire homogène du se
onde ordre ave
 les 
onditions initiales zéro :

σp(x)v′′(x) + λk(σ)v(x) = 0, v(0) = v′(0) = 0.3



4 Résolution numériqueOn va utiliser la méthode des éléments �nis pour résoudre le problème de Lagrange,
'est-à-dire on va approximer la solution par des fon
tions apartenant à un espa
e dedimension �nie.On dis
retise l'interval [0, 1] : [0, h, . . . , (N−1)h = 1]. On 
onsidère l'approximationde l'espa
e ad par la 
lasse de fon
tions adh 
onstantes par mor
eaux :
adh =

{

σ ∈ R
N−1 : α 6 σk 6 β,

N−1
∑

k=1

σk = N − 1

}

.On 
onsidère l'approximation de V = H2
0 (0, 1) par un sous-espa
e V h de dimension�nie telle que la restri
tion de 
haque élement de V h à [kh, (k + 1)h] est un polynome
ubique.Question 6. Trouver n tel que V h est isomorphe à R

n.Question 7. Proposer une base {ϕi}ni=1 de V h. Indi
e : utiliser le fait que 
haqueélément de V h est uniquement dé�ni par ses valeurs et les valeurs de sa dérivée dans
haque point du maillage.Maintenant la forme dis
retisée du problème (5) s'e
rit
B(σ)q = λKq, σ ∈ adh, B(σ),K ∈ R

n × R
n, q ∈ R

n. (10)Question 8. Cal
uler la matri
e de rigidité B(σ) et la matri
e de masse K.Il est 
onnu que quand h → 0 la valeur propre minimale de (10) tend vers la valeurpropre minimale du problème (5) ([6℄).Le problème de Lagrange en dimension �nie est formulé 
omme suit :
max
σ∈adh

λ1(σ), (11)où λ1 est la valeur propre minimale du problème (10).A�n de résoudre numériquement le problème de Lagrange, nous proposons un al-gorithme qui peut être resumé 
omme suit : étant donné σ, trouver la valeur propreminimale du problème (10), puis utiliser une version non lisse de la méthode du gradientpour trouver une nouvelle iteration de σ qui augmente λ1 ([4℄).1. Etant donné σ, trouver les deux valeurs propres minimales λ1(σ), λ2(σ) du pro-blème (10) et les ve
teurs propres q1, q2 
orrespondants. Normaliser q1 et q2 desorte que QTKQ = I, où Q = [q1q2] et I est la matri
e identité. Dé�nir la mul-tipli
ité approximative de λ1 par t = 2, si λ2(σ) − λ1(σ) 6 τλ1(σ), et t = 1au 
as 
ontraire. Noter que la multipli
ité plus grande que deux est ex
lue (voirQuestion 5).2. Soit d = (d1, d2, · · · , dN ) ∈ R
n. Résoudre le programme linéaire suivant4



max
d∈RN

dN ,

Ed = e,

Fd 6 f,

α− σk 6 dk 6 β − σk, k = 1, . . . , N,

|dk| 6 ρ, k = 1, . . . , N.Les premières N − 1 
omposantes de d représentent les modi�
ations des 
ompo-santes de σ proposées, tandis que la dernière 
omposante de d est une approxi-mation de la modi�
ation de λ1(σ) 
orrespondante. Nous é
rivons d = [ηTω]Tave
 η ∈ R
N−1, ω ∈ R.Notons Bk(σ) =

∂B
∂σk

. Matri
es E, F et ve
teurs e, f sont dé�nis 
omme suit.� Si t = 1, alors
E =

(

1 . . . 1 0
−qT1 B1(σ)q1 . . . −qT1 BN−1(σ)q1 1

)

, e = (0, 0)T ,

F = (−qT2 B1(σ)q2 . . .− qT2 BN−1(σ)q2), f = λ2(σ)− λ1(σ).� Si t = 2, alors
E =









1 . . . 1 0
−qT1 B1(σ)q1 . . . −qT1 BN−1(σ)q1 1
−qT2 B1(σ)q2 . . . −qT2 BN−1(σ)q2 1
−qT1 B1(σ)q2 . . . −qT1 BN−1(σ)q2 1









, e = (0, 0, λ2(σ)− λ1(σ), 0)
T ,

F et f sont vides.3. Si λ1(σ+η) > λ1(σ), rempla
er σ par σ+η, sinon diviser ρ par deux et retournerau pas 2.Le pro
essus est terminé quand ‖ d ‖6 ε, la toléran
e de 
onvergen
e.Question 9. En supposant que λi(σ) est di�erentiable, montrer que ∂λi(σ)
∂σk

= qTi Bk(σ)qi.Question 10. Dans le 
as t = 1 proposer une interprétation des 
onditions Ed = e et
Fd 6 f .Puisque ω est maximisé, la solution du programme linéaire donne la dire
tion dela plus grande pente pour λ1(σ) projetée pour satisfaire les 
ontraintes di�érentes. Lalongueur du pas doit être su�samment petite pour que la valeur linéarisée de λ2(σ+η)ne des
ende pas en dessous de 
elle de λ1(σ+η). Si t = 2, les lignes 2-4 de la matri
e Edonnent une linéarisation de l'ensemble approprié de trois équations non linéaires quiimposent la 
oales
en
e de λ1(σ + η) and λ2(σ + η) ([7℄).Question 11. E
rire un programme mettant en ÷uvre l'algorithme proposé pour ré-soudre le problème de Lagrange. Essayer des di�érentes valeurs pour les paramètresdu programme : N (le nombre de points de maillage), τ (la toléran
e de multipli
ité5



relative), σ0 (la valeur initiale de σ), ρ0 (la valeur initiale du rayon de 
on�an
e), ε(la toléran
e de 
onvergen
e), p (la puissan
e de σ), α, β (les bornes inférieures etsupérieures de σ). Tra
er √
σ, −√

σ pour visualiser la forme optimale de la 
olonne.Commenter les résultats.Question 12. E
rire les formulations variationnelles du problème de Lagrange pourles 
olonnes �
lamped-hinged�, �hinged-hinged�, �
lamped-free�. Reprendre les questions6-8, 11 pour 
es types de 
onditions aux limites.Référen
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