COURBES ET SURFACES UNIVERSITE PARIS-SUD
MATH 213 2016-2017

Corrigé de ’examen — deuxiéme session I

Courbes planes

Ezxercice 1. — Remarquons tout d’abord que p(f) < 4 quel que soit § € R et qu’il n’y a par conséquent
pas de branche infinie. De plus, p(0+27) = p(#), donc il suffit de faire I’étude sur l'intervalle [—, 7r]. Enfin,
p(—0) = p(0), donc il suffit de faire I’étude sur l'intervalle [0, 7w]. Pour étudier la fonction p, commengons
par calculer sa dérivée :

o (0) = —2sin(0).

Sur lintervalle [0, 7], sin(d) > 0 donc p'(6) < 0. Ainsi, p est toujours décroissante. De plus, p(0) = 4
et p(m) = 0, donc p est toujours positive. Pour nous aider a tracer la courbe, étudions les tangentes aux
extrémités. En t = 0 on a, avec les notations du cours,

7'(0) = p(0)iix + p(0)7io = (0,4).

En t =7, p et p/ sTannulent donc on a un point singulier. Il faut donc calculer la dérivée seconde :

F"(x) = (" (x) + p(m)) ix + 20/ ()5 = (2,0).

Nous pouvons maintenant tracer la courbe. La partie correspondant & [0, 7] est en bleu. Le reste de la
courbe, obtenu par réflexion par rapport a ’axe des abscisses, est en vert.
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Coniques
Ezxercice 2. — 1. Pour A = —1, I’équation se factorise en
(z—y)?=1.
L’ensemble des solutions est la réunion des deux droite d’équation x —y = 1 et x —y = —1. Pour

A =1, ’équation se factorise en
(z—y)?=1



L’ensemble des solutions est la réunion des deux droite d’équation x +y = 1 et x +y = —1. Pour
A =0, I’équation devient

xz—l—yQ:l.

L’ensemble des solutions est le cercle de centre O et de rayon 1.
. Le discriminant de I’équation est 1 — A2. Si la courbe n’est pas dégénérée, on a donc une hyperbole si
|A| > 1 et une ellipse ou un cercle si [A| < 1.

.Onaz=(X+Y)/V2ety=(X-Y)/v2, dou

X +Y\? <XY>2 (X +Y)(X -Y)
2 2
4y + 2y —1 = + | —= ) +2X —1
Y Y ( V2 ) NG 2
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= 5(X2+2XY+Y2+X2—2XY+Y2+2AX2—2AY2—2)

= 14+M)X2+(1-NYZ2-2

L’équation de %) s’écrit donc dans le nouveau repere
A+N)X2+(1-NY?=1

Le changement de variables est en fait une rotation de 7/4 du repere R.
. Il faut remarquer que si 1 + A < 0, alors A < 0 dont 1 — A > 0 et réciproquement, si 1 — A < 0 alors
14+ X > 0. Les coefficients de X? et Y2 ne peuvent donc étre tous les deux négatifs. La seule possibilité
pour que %) soit dégénérée est donc qu'un des coefficients soit nul. Cela signifie que A € {1,—1}. Si
la courbe n’est pas dégénérée, elle est une conique d’apres la question 2 sauf si c’est un cercle. Ce
cas n’est possible que si les deux coefficients sont égaux, c’est-a-dire 1 + A =1 — A, qui a pour unique
solution A = 0.
. Considérons d’abord le cas |A| < 1. Nous avons déja vu que C est alors une ellipse. Nous allons
distinguer deux cas :

e SiA>0,1+4A>1—Adonca=1+Aetb=1- A

e SiA<0,1-A>1+Adonca=1—Aetb=1+ A
Dans les deux cas, a =14 |A| et b=1— |A[, d’out

\/(1 + A2 — (1 — [A))?
(1+ )2
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Si |A| < 1, nous avons déja vu que Cy est une hyperbole. Comme précédemment, nous allons distinguer
deux cas :

e SiA>0,alors 1+ A >0donca=14+Xetb=1—\.

e Sid<O0,alorsl1 —A>0donca=1—XAetb=1+ A.



Dans les deux cas, a =1+ |\ et b=1—|\|, d’ou

(1+[A)?

2(1+ M)
1+ |A|

\/ (1+[AD2 + (1 — |A)?
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Surfaces

FEzxercice 3. — 1. Calculons les dérivées partielles premieres de ¢ :
9 — sin(s) sinh(?) cos(s) cosh(t)
8—(’0 = cos(s) sinh(t) et i sin(s) cosh(t)
§ 0 ¢ sinh(t)
On en déduit la premiere forme fondamentale :
@1 (h, k) = h*(sin®(s) sinh?(t) + cos?(s) sinh?(t)) + k*(cos?(s) cosh?(t) + sin®(s) cosh?(t) + sinh?(t))

+ 2hk(— cos(s) sin(s) cosh(t) sinh(t) + cos(s) sin(s) cosh(t) sinh(t))

= h?sinh?(t) + k?(sinh?(t) 4 cosh?(t)).
2. Il suffit de calculer le produit vectoriel des dérivées partielles premieres :

12
P 5 cos(s) sinh”(t)
8—@ 878150 = sin(s) sinh?(t)
5 — sin?(s) sinh(#) cosh(t) — cos?(s) sinh(t) cosh(t)
cos(s) sinh?(t)
= sin(s) sinh?(t)
— sinh(¢) cosh(t)
cos(s) sinh(t)
=sinh(¢) | sin(s)sinh(#)
— cosh(t)
Comme les fonctions cosh et sinh ne s’annulent pas en méme temps, le vecteur de la derniere ligne du

calcul n’est jamais nul. Ainsi, le produit vectoriel est nul si et seulement si sinh(t) = 0, c’est-a-dire
t = 0. Tous les points de parametre (s,t) avec t # 0 sont donc réguliers. De plus, comme ¢t € R,

sinh(¢) > 0 et la norme du produit vectoriel est égale & sinh(¢) \/ sinh?(t) + cosh?(t), d’ot1

S sinh(¢) ng;
\/sinh2(t) + cosh?(t) \ — coth(t)

- 1 cps((s))
1+ coth?(t) \ — coth(t)

ou coth(t) = cosh(t)/sinh(t).



3. Calculons les dérivées partielles secondes de .

2 — cos(s) sinh(?) 2 cos(s) sinh(?) 2
e _ —sin(s) sinh(t) |, e _ sin(s) sinh(t) |, 0% _
ds? ot? Jsot

0 cosh(t)

On en déduit la seconde forme fondamentale :

—sin(s

cos(s)

) cosh(t)
cosh(t)
0

— cos?(s) sinh(t) — sin?(s) sinh(t) L2 cos?(s) sinh(t) + sin?(s) sinh(¢) — cosh(t) coth(t)

®y(h, k) = h?
1 4 coth?(t) 1 4 coth?(t)
L onk= cos(s) sin(s) cosh(t) + cos(s) sin(s) cosh(t)
1 4 coth?(t)

2 = sinh(t) r sinh(t) — cosh?(¢)/ sinh(t)

1 + coth?(t) 1 + coth?(2)
2= sinh(t) e sinh?(t) — cosh?(t)

1 + coth?(t) sinh(t)4/1 + coth?(t)

1 + coth?(t) sinh(t)4/1 + coth?(t)

4. 11 suffit de faire le quotient de déterminants. On trouve

. det(<I>2)

N det(q)l)

1 1

1+ coth?(¢) sinh?(sinh? + cosh?)

-1
(sinh?(t) + cosh?(t))2

On peut remarquer que les points de la surface S vérifient 'équation z2 + y? — 2

2

= —1. 1l s’agit donc

d’une quadrique a centre et le résultat est un cas particulier de ’exemple traité en cours. Il s’agit d’un

hyperboloide a deux nappes.
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