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Résumé : Pour A un sous-espace vectoriel de
Rn de dimension d et B un sous-espace ration-
nel de dimension e, on définit min(d, e) angles
ψj(A,B) pour j ∈ J1,min(d, e)K qui rendent
compte de la proximité entre A et B. On étu-
die alors l’exposant diophantien µn(A|e)j défini
comme la borne supérieure des µ > 0 tels qu’il
existe une infinité d’espaces B de dimension e
pour lesquels ψj(A,B) est inférieur à H(B)−µ,
où H(B) est la hauteur de l’espace rationnel B.
On montre d’abord une formule permettant de

calculer, sous certaines hypothèses, µn(A|e)j

dans le cas où A =
d⊕

ℓ=1

Aℓ avec Aℓ des droites de

Rn. Ensuite on construit plusieurs sous-espaces
vectoriels de Rn de dimension d dont on peut
prescrire les valeurs prises par µn(A|e)j pour di-
vers choix de (e, j). De ces constructions, on dé-
duit enfin des résultats sur l’indépendance al-
gébrique de familles de fonctions de la forme
µn(·|e)j .

Title : Approximation of linear subspaces by rational linear subspaces
Keywords : Arithmetic, Diophantine Approximation, Geometry of numbers

Abstract : For A a vector subspace of Rn with
dimension d and B a rational subspace with di-
mension e, we define min(d, e) angles ψj(A,B)
for j ∈ J1,min(d, e)K that capture the proxi-
mity between A and B. We then study the Dio-
phantine exponent µn(A|e)j , defined as the su-
premum of µ > 0 such that there exist infini-
tely many spaces B of dimension e for which
ψj(A,B) is less than H(B)−µ, where H(B) is
the height of the rational space B.

We first present a formula allowing the compu-
tation, under certain assumptions, of µn(A|e)j

when A =
d⊕

ℓ=1

Aℓ with Aℓ a line in Rn. Then, we

construct several vector subspaces of Rn with di-
mension d for which we can prescribe the values
taken by µn(A|e)j for various choices of (e, j).
From these constructions, we finally obtain re-
sults on the algebraic independence of families
of functions of the form µn(·|e)j .
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Chapitre 1

Introduction

Cette thèse a pour thème l’approximation diophantienne. Après avoir rappelé le cas
classique on introduit le problème étudié ici, l’approximation rationnelle de sous-espaces
vectoriels de Rn. On énonce ensuite les résultats connus pour ce problème. Enfin, on
présente les principaux résultats obtenus et le plan de la thèse.

1.1 Approximation diophantienne classique
L’approximation diophantienne est l’étude de l’approche des nombres réels par des
nombres rationnels.
Pour un réel ξ donné, on peut rendre la quantité

∣∣∣ξ − p
q

∣∣∣, avec p ∈ Z et q ∈ N∗, aussi
petite que l’on veut par densité de Q dans R. Cependant cela peut se faire au prix d’un
dénominateur q possiblement très grand. On cherche donc à étudier qualitativement
cette approximation en cherchant des nombres rationnels p

q
approchant bien ξ, les moins

« compliqués » possibles.
Ici, la complexité d’un rationnel est la taille de son dénominateur. On introduit alors
l’exposant d’irrationalité d’un réel ξ qui est la borne supérieure de l’ensemble des réels
strictement positifs µ tels qu’il existe une infinité de rationnels p

q
vérifiant :∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

qµ
. (1.1)

On note cette borne µ(ξ) ∈ [1,+∞]. On cite quelques résultats sur cet exposant d’irra-
tionalité, on peut les retrouver dans [13], partie D ou dans [12], Chapitre XI.
Soit ξ un nombre rationnel de la forme a

b
et p

q
̸= ξ on remarque que :∣∣∣∣ξ − p

q

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣aq − bpbq

∣∣∣∣ ≥ 1

bq

et on en déduit donc que µ(ξ) = 1 pour tout ξ ∈ Q.
Pour tout ξ ∈ R \Q, on a µ(ξ) ≥ 2. En effet,le principe des tiroirs de Dirichlet implique
que pour tout Q > 1 il existe un couple (p, q) ∈ Z× N∗ tel que :

1 ≤ q ≤ Q et |qξ − p| ≤ 1

Q
.
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Un théorème plus profond de Roth ([32], [13]) implique que pour tout nombre irrationnel
algébrique ξ, on a µ(ξ) = 2. La réciproque est fausse, on a en effet µ(e) = 2, voir par
exemple [1] chapitre 11.3.
La théorie des fractions continues, voir [12] ou [8], est importante en approximation
diophantienne classique. Elle permet en effet de fournir les meilleures approximations de
nombres réels. Notamment cette théorie montre :{

µ(ξ), ξ ∈ R
}
= {1} ∪ [2,+∞] (1.2)

On peut aussi construire explicitement des réels ξ pour lesquels µ(ξ) est égal à un réel
µ ≥ 2 fixé (voir la remarque 3.14 au chapitre 3 page 35). Cette thèse s’intéresse à des
généralisations de cette approche.

Remarque 1.1. Les réels ξ vérifiant µ(ξ) = +∞ sont appelés nombres de Liouville. His-
toriquement, ces nombres furent les premiers exemples permettant de montrer l’existence
de nombres transcendants [24], [25].

1.2 Approximation rationnelle de sous-espaces vecto-
riels

En 1967, Schmidt introduit une généralisation de l’approximation diophantienne clas-
sique [36]. Le but est d’approcher des sous-espaces vectoriels de Rn par des sous-espaces
dits « rationnels ».
Soit n ≥ 2 un entier. Soient d, e ∈ J1, n− 1K deux entiers. On cherche ici à approcher A,
un sous-espace vectoriel de Rn de dimension d par des sous-espaces vectoriels de Rn de
dimension e, rationnels et les moins « compliqués » possibles.
Définissons ces notions. On utilise ici des notations provenant de [36] et [15]. Dans la
suite, et sauf mention du contraire, toutes les normes ∥ · ∥ sont les normes euclidiennes
canoniques sur les espaces considérés.

1.2.1 Espaces rationnels et hauteur

Définition 1.2. Soit B un sous-espace vectoriel de Rn. On dit que B est rationnel si
B admet une base de vecteurs à coordonnées dans Q. Une telle base est appelée base
rationnelle de B.
On note Rn(e) l’ensemble des sous-espaces rationnels de Rn de dimension e.

Remarque 1.3. On peut voir la rationnalité d’un espace par l’équivalence suivante
B ∈ Rn(e) si et seulement si B est l’ensemble des solutions de n− e équations indépen-
dantes à coefficients dans Q. On renvoie aussi à la notion de Q-structure définie dans
[2] (paragraphe 8). La Q-structure Qn dans Rn permet alors de définir les sous-espaces
rationnels de Rn.

On définit maintenant la complexité d’un tel espace, utilisée par Schmidt dans [36]. A cet
effet on rappelle la construction des coordonnées grassmaniennes associées à un espace.
On peut retrouver cette construction et les preuves des résultats dans [7].

10



Pour n et r deux entiers, on note P(r, n) l’ensemble des parties à r éléments de J1, nK.
Pour n,m, r trois entiers, I ∈ P(r, n), J ∈ P(r,m), et M ∈ Mn,m(R) on note ∆I,J(M)
le mineur de M associé aux lignes indexées par I et aux colonnes indexées par J . Enfin
on pose la matrice :

∆r(M) = (∆I,J(M))I∈P(r,n),J∈P(r,m).

On remarque que si m = r ≤ n alors ∆r(M) ∈ RN avec N =
(
n
r

)
en indexant P(r, n)

par J1, NK avec l’ordre lexicographique.
Ces quantités permettent d’énoncer le théorème suivant qui généralise le calcul d’un
déterminant par développement par rapport à une colonne ou une ligne.

Théorème 1.4 (Développement de Laplace). Soit M ∈ Mn(R), r ∈ J1, n − 1K et
J ∈ P(r, n). Alors :

det(M) =
∑

I∈P(r,n)

(−1)ℓ(I)+ℓ(J)∆I,J(M)∆Ī,J̄(M)

où Ī = J1, nK ∖ I et ℓ(I) = #{(i, j) ∈ I × Ī , i > j}.

On peut maintenant énoncer le théorème principal qui permet la définition des coordon-
nées grassmaniennes.

Théorème 1.5. Soit B un sous-espace vectoriel de Rn de dimension e. Soit X1, . . . , Xe

une base de B. On note MB ∈Mn,e(R) la matrice dont les colonnes sont les Xi.
Alors, en notant N =

(
n
e

)
, la droite engendrée par ∆e(MB) ∈ RN ne dépend que de B.

On appelle alors coordonnées grassmaniennes (ou coordonnées de Plücker) de B le point
de l’espace projectif PN(R) associé à cette droite. Enfin on appelle représentant des
coordonnées grassmaniennes associé à la base X1, . . . , Xe le vecteur ∆e(MB) de RN .

Remarque 1.6. L’ensemble des points de PN(R) correspondant à des coordonnées grass-
maniennes est défini par un système d’équations appelé relations de Plücker.

Définition 1.7. Soit B un sous-espace rationnel de Rn de dimension e.
On note (η1, . . . , ηN) ∈ QN un représentant des coordonnées grassmaniennes associé à
une base rationnelle de B avec N =

(
n
e

)
. On pose α = η1Z+. . .+ηNZ l’idéal fractionnaire

de Z engendré par ces coordonnées.
On appelle hauteur de B et on la note H(B) la quantité :

H(B) =
1

N(α)
∥(η1, . . . , ηN)∥.

où N(α) est la norme de l’idéal fractionnaire α.

Remarque 1.8. Comme α est de la forme qZ avec q ∈ Q, on a N(α) = |q|. En outre,
on peut choisir (η1, . . . , ηN) de sorte que les coordonnées ηi soient entières et premières
entre elles dans leur ensemble. Dans ce cas α = Z et donc H(B) = ∥(η1, . . . , ηN)∥.
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1.2.2 Proximité entre deux espaces

Pour pouvoir parler d’approximation d’un espace par un autre, il reste à définir la notion
de proximité entre deux sous-espaces vectoriels. Pour cela on s’intéresse d’abord à l’angle
entre deux vecteurs.

Définition 1.9. Soit X, Y ∈ Rn ∖ {0}. On note :

ω(X, Y ) =
∥X ∧ Y ∥
∥X∥ · ∥Y ∥

où ∧ est le produit extérieur sur Rn.
Géométriquement ω(X, Y ) est le sinus de l’angle géométrique entre les vecteurs X et Y .

Soit A et B deux sous-espaces vectoriels de Rn de dimensions respectives d et e. On pose
t = min(d, e). On définit maintenant la quantité :

ω1(A,B) = min
X∈A∖{0}
Y ∈B∖{0}

ω(X, Y ). (1.3)

On pose X1 ∈ A et Y1 ∈ B des vecteurs non nuls réalisant ce minimum. On peut main-
tenant définir les quantités ω2(A,B), . . . , ωt(A,B) par récurrence.
On suppose que l’on a construit ω1(A,B), . . . , ωj(A,B) pour j ∈ J1, t− 1K ainsi que les
couples (X1, Y1), . . . , (Xj, Yj) qui les réalisent.
SoitAj etBj respectivement l’orthogonal de Vect(X1, . . . , Xj) dansA et de Vect(Y1, . . . , Yj)
dans B. On pose maintenant :

ωj+1(A,B) = min
X∈Aj∖{0}
Y ∈Bj∖{0}

ω(X, Y ). (1.4)

et (Xj+1, Yj+1) ∈ A×B réalisant ce minimum.
Une fois la récurrence terminée, on a donc construit t quantités ωi(A,B) et des familles
orthogonales (X1, . . . , Xt) et (Y1, . . . , Yt) vérifiant :

ω1(A,B) ≤ . . . ≤ ωt(A,B),

∀ i ∈ J1, tK, ωi(A,B) = ω(Xi, Yi).

Remarquons maintenant que si d + e > n alors A ∩ B ̸= {0} et donc en particulier
ω1(A,B) = . . . = ωd+e−n(A,B) = 0. Pour cette raison Schmidt [36] et Joseph [15] se
placent dans le cadre d+ e ≤ n.

Dans cette thèse on se place dans le cas général avec d, e ∈ J1, n − 1K quelconques. Les
premiers angles nuls ne sont alors pas intéressants à étudier. On introduit pour cela la
notation suivante : pour e, d, n trois entiers, on pose :

g(d, e, n) = max(0, d+ e− n).

Les quantités intéressantes à étudier sont alors les ψj(A,B) définis par :

∀ j ∈ J1, t− g(d, e, n)K, ψj(A,B) = ωj+g(d,e,n)(A,B).

On dit que A et B sont proches au j-ème angle si ψj(A,B) est petit.
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1.2.3 Exposants diophantiens

On généralise alors l’approche de l’approximation diophantienne classique dans le cadre
des sous-espaces vectoriels.
Il reste néanmoins à définir l’irrationalité d’un sous-espace vectoriel A que l’on veut
approcher.

Définition 1.10. Soient d ∈ J1, n− 1K et A un sous-espace vectoriel de dimension d de
Rn. Pour e ∈ J1, n−1K et j ∈ J1,min(d, e)−g(d, e, n)K, on dit que A est (e, j)-irrationnel
si pour tout espace rationnel B de dimension e on a :

dim(A ∩B) < j + g(d, e, n).

On note In(d, e)j l’ensemble des espaces (e, j)-irrationnels de dimension d.

Remarque 1.11. Pour A un sous-espace vectoriel de dimension d, on a équivalence
entre les assertions suivantes :

(i) A ∈ In(d, e)j
(ii) ∀B ∈ Rn(e), ψj(A,B) ̸= 0

(iii) ∀B ∈ Rn(e), ωj+g(d,e,n)(A,B) ̸= 0.

Remarque 1.12. La notion de sous-espace (e, j)-irrationnel a été définie par Joseph dans
[15] seulement pour le cas g(d, e, n) = 0. Schmidt [36] évoque simplement la condition
dim(A ∩ B) < j dans ses corollaires ; il se place aussi dans le cas d + e ≤ n c’est-à-dire
g(d, e, n) = 0.

On a maintenant tous les outils pour définir les exposants diophantiens d’un sous-espace
A ∈ In(d, e)j, pour d, e ∈ J1, n− 1K et j ∈ J1,min(d, e)− g(d, e, n)K.
On note µn(A|e)j la borne supérieure (éventuellement infinie) de l’ensemble des µ > 0
tels qu’il existe une infinité de B ∈ Rn(e) vérifiant :

ψj(A,B) ≤ 1

H(B)µ
. (1.5)

Remarque 1.13. On pourrait remplacer dans la définition, l’inégalité (1.5) par

ψj(A,B) ≤ c

H(B)µ

où c > 0 est une constante indépendante de B.

Remarque 1.14. Ces exposants sont bien une généralisation de l’exposant d’irrationa-
lité en approximation diophantienne classique. En effet on a :

∀ ξ ∈ R \Q, µ(ξ) = µ2

(
Vect

(
1
ξ

)
, 1

)
1

. (1.6)
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Il émerge alors plusieurs problèmes :

Problème 1.15. Déterminer µn(A|e)j pour A ∈ In(d, e)j donné.

Problème 1.16. Déterminer le spectre S(n, d, e, j) =
{
µn(A|e)j, A ∈ In(d, e)j

}
en

fonction de (n, d, e, j).

Problème 1.17. Déterminer la quantité inf
A∈In(d,e)j

µn(A|e)j.

Remarque 1.18. En particulier le problème 1.16 de détermination du spectre dans le
cas n = 2, d = e = j = 1 est résolu en (1.2) ; on a S(2, 1, 1, 1) = [2,+∞].

Le problème 1.17 n’est pas l’objet d’étude de cette thèse. Le lecteur pourra consulter les
travaux de Schmidt [36], Moshchevitin [28], Joseph [15], [16], [17] et De Saxcé [34],[35] à
ce sujet.

Enfin, dans l’inégalité (1.5), la proximité de deux espaces est comparée avec une puissance
de la hauteur. Dans l’esprit de la conjecture de Duffin-Schaeffer [11] (démontrée par
Koukoulopoulos-Maynard [19]), on peut s’intéresser à des inégalités du type :

ψj(A,B) ≤ ϕ(t)

où ϕ est une fonction strictement décroissante quelconque avec H(B) ≤ t.
On peut mentionner les récents travaux de Chebotarenko [10] à ce sujet dans le cas

n = 4, d = e = 2, j = 1.

1.3 Résultats connus sur le spectre des exposants

1.3.1 Valeurs prises par un exposant fixé

Laurent trouve le spectre dans le cas où l’on approche une droite dans [22].

Théorème 1.19 (Laurent 2009). Soit n ≥ 2 alors pour tout e ∈ J1, n− 1K on a :

S(n, 1, e, 1) =
[

n

n− e
,+∞

]
.

Joseph [15] prouve le résultat suivant dans le cas e = d et pour le dernier angle.

Théorème 1.20 (Joseph 2021). Soit n ≥ 2 et d ∈ J1, ⌊n/2⌋K alors :[
1 +

1

2d
+

√
1 +

1

4d2
,+∞

]
⊂ S(n, d, d, d).

Remarque 1.21. La preuve du théorème 1.20 fournit une construction explicite d’un
espace de dimension d d’exposant prescrit. On reprend cette approche dans les cha-
pitres 5, 6, 7 et 9.
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Dans [35], De Saxcé obtient comme corollaire le résultat suivant qui donne le spectre de
l’exposant correspondant au dernier angle pour toutes les dimensions d et e, précisant
alors ceux de Joseph et Laurent tout en les généralisant.

Théorème 1.22 (De Saxcé 2022). Soit n ≥ 2 alors pour tous e, d ∈ J1, n− 1K on a :

S(n, d, e,min(d, e)− g(d, e, n)) =
[

n

min(d, e)(n−max(d, e))
,+∞

]
.

Il est à noter que ce théorème prend en compte le cas d+ e > n.

1.3.2 Spectre joint

On appelle spectre joint, le spectre d’une famille d’exposants. Dans [22], Laurent pose
la question de la description de l’ensemble des valeurs des (n− 1)-uplets :

(µn(A|1)1, . . . , µn(A|n− 1)1)

quand A décrit In(1, n−1)1. Dans ce sens, il explicite les inégalités prouvées par Schmidt
[36] (théorèmes 9 et 10).

Théorème 1.23 (Schmidt 1967, Laurent 2009). Soit n ≥ 2.
Pour tout A ∈ In(1, n− 1)1 on a µn(A|1)1 ≥ n

n−1
et :

∀ e ∈ J2, n− 1K,
eµn(A|e)1

µn(A|e)1 + e− 1
≤ µn(A|e− 1)1 ≤

(n− e)µn(A|e)1
n− e+ 1

.

Dans [33], Roy donne le spectre joint complet dans le cas où l’on approche des droites,
en montrant que les inégalités du théorème 1.23 sont optimales.

Théorème 1.24 (Roy 2016). Soit n ≥ 2. Soit µ1, . . . , µn−1 ∈ [1,+∞] satisfaisant
µ1 ≥ n

n−1
et :

∀ e ∈ J2, n− 1K,
eµe

µe + e− 1
≤ µe−1 ≤

(n− e)µe

n− e+ 1
.

Alors il existe A ∈ In(1, n− 1)1 tel que :

∀ e ∈ J1, n− 1K, µn(A|e)1 = µe.

Comme l’ensemble (µ1, . . . , µn−1) vérifiant les conditions du theorème 1.24 contient un
ouvert non vide, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.25. Soit n ≥ 2.
L’image de (µn(·|1)1, . . . , µn(·|n− 1)1) : In(1, n−1)1 → Rn−1 contient un ouvert non vide
de Rn−1 et la famille de fonctions (µn(·|e)1)e∈J1,n−1K est algébriquement indépendante sur
R.
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1.3.3 Exposants uniformes

Cette thèse est consacrée à l’étude des exposants diophantiens définis dans la sec-
tion 1.2.3. Il existe aussi d’autres exposants reliés à l’inégalité (1.5) : les exposants uni-
formes. Ceux-ci, ainsi que leurs relations avec les exposants µn(·|e)j, ont notamment été
étudiés par Khintchine [18], Jarník [14], Bugeaud et Laurent [5], [6] et Marnat [26], [27].

On définit ici les exposants diophantiens uniformes d’une droite (d = 1).
Pour A une droite de Rn et e ∈ J1, n − 1K tels que A ∈ In(1, e)1, on note µ̂n(A|e)1 la
borne supérieure (éventuellement infinie) de l’ensemble des µ > 0 tels que pour tout
H > 1 assez grand, il existe B ∈ Rn(e) vérifiant :

ψ1(A,B) ≤ 1

Hµ
et H(B) ≤ H.

Dans le cas n = 3, Laurent [21] décrit le spectre des valeurs prises par

(µ3(A|1)1, µ3(A|2)1, µ̂3(A|1)1, µ̂3(A|2)1)

quand A décrit I3(1, 2)1. Une des égalités pour décrire ce spectre est celle de Jarník [14] :

µ̂3(A|1)1 + µ̂3(A|2)−1
1 = 1.

En particulier, si n = 3 les exposants µ̂n(·|1)1 et µ̂n(·|2)1 vérifient une relation de dé-
pendance algébrique. Cette relation de dépendance n’existe plus pour les dimensions
supérieures. Marnat [27] prouve en effet le théorème suivant.

Théorème 1.26 (Marnat, 2018). Soit n ≥ 4.
Les fonctions définies sur In(1, n− 1)1

µn(·|1)1, . . . , µn(·|n− 1)1, µ̂n(·|1)1, . . . , µ̂n(·|n− 1)1

forment une famille algébriquement indépendante sur R.

Dans cette thèse, on établit des résultats similaires sur les familles d’exposants µn(·|e)j
pour des espaces A de dimension d ≥ 1.

1.4 Principaux résultats de cette thèse
Dans ce paragraphe, on énonce les principaux résultats démontrés dans cette thèse. Ici,
la numérotation des théorèmes, lemmes et propriétés correspond à celle qui est employée
dans les chapitres 2 à 9.

1.4.1 Résultats sur l’image du spectre joint

Soit n ∈ N∗ et d ∈ J1, n− 1K. On étudie dans cette thèse des familles de fonctions de la
forme µn(·|e)j définie sur In(d, e)j−g(d,e,n) avec e ∈ J1, n−1K et j ∈ J1+g(d, e, n),min(d, e)K.
On émet la conjecture suivante qui indiquerait alors qu’il n’y a pas de relation algébrique
entre ces fonctions.
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Conjecure 1.27. La famille de fonctions (µn(·|e)j)e∈J1,n−1K,j∈J1+g(d,e,n),min(d,e)K est algé-
briquement indépendante sur R.

Dans cette direction, on exhibe des sous-familles de (µn(·|e)j)e∈J1,n−1K,j∈J1+g(d,e,n),min(d,e)K
qui sont algébriquement indépendante sur R. Dans le cadre du premier angle (j = 1),
on montre notamment le théorème suivant. Le théorème 8.2 étend le résultat du corol-
laire 1.25. On fournit ainsi une nouvelle preuve du corollaire 1.25 qui correspond alors
au cas particulier d = 1 du théorème 8.2.

Théorème 8.2. L’image de (µn(·|1)1, . . . , µn(·|n− d)1) contient un ouvert non vide de
Rn−d et la famille de fonctions (µn(·|e)1)e∈J1,n−dK est algébriquement indépendante sur
R.

Un autre angle naturel à étudier est le dernier angle (j = min(d, e)) ; en effet ωmin(d,e)

« ressemble » à une distance car

ωmin(d,e)(A,B) = 0⇐⇒ A ⊂ B ou B ⊂ A.

En particulier, si d = e alors ωd est une distance (voir les lemmes 2.15 et 2.17 pour
l’inégalité triangulaire) sur la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension d
de Rn.
Pour l’étude dans le cadre du dernier angle, on montre les deux résultats suivants, dans
lesquels on approxime A par des sous-espaces de dimensions e ∈ J1, n−dK (théorème 8.3)
ou bien e ∈ Jd, n − 1K (théorème 8.4). Le théorème 8.3 est assez naturel, puisque l’on
étudie les valeurs de e pour lesquelles on a e+ d ≤ n.

Théorème 8.3. On suppose que d divise n.
Alors l’image de (µn(·|1)min(d,1), . . . , µn(·|n− d)min(d,n−d)) contient un ouvert non vide de
Rn−d et la famille (µn(·|e)min(d,e))e∈J1,n−dK est algébriquement indépendante sur R.

Théorème 8.4. On suppose que d divise n.
Alors l’image de (µn(·|d)d, . . . , µn(·|n − 1)d) contient un ouvert non vide de Rn−d et la
famille (µn(·|e)d)e∈Jd,n−1K est algébriquement indépendante sur R.

Ces trois théorèmes se démontrent grâce aux constructions d’espaces avec exposants
prescrits qui sont réalisées dans cette thèse et dont les principaux résultats sont énoncés
dans la section 1.4.3.

1.4.2 Nouveaux outils

On développe dans cette thèse de nouveaux outils qui vont permettre de réaliser les
différentes constructions d’espaces.

On établit d’abord qu’un espace A est (e, j)-irrationnel si et seulement si son orthogo-
nal est (n − e, j)-irrationnel. Il en découle que si un espace de dimension d est (n −
d, j)-irrationnel alors il est (e, j)-irrationnel pour tout e ∈ Jj, n− jK.
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On montre ensuite la propriété suivante, reliant les exposants diophantiens d’un espace
A et ceux de son orthogonal A⊥, ce qui permet en particulier d’avoir un premier résultat
dans le cas où d+ e > n.

Propriété 3.6. Soit d, e ∈ J1, n−1K et j ∈ J1,min(d, e)−g(d, e, n)K. Soit A ∈ In(d, e)j
alors

µn(A|e)j = µn(A
⊥|n− e)j

où A⊥ désigne l’orthogonal de A dans Rn.

Le lemme suivant permet d’exhiber des nombres transcendants de manière explicite ;
on obtient une famille qui est de plus algébriquement indépendante sur Q. Celle-ci sera
utilisée comme coordonnées des vecteurs de base des espaces considérés dans cette thèse.
Cela permet de faire apparaître des propriétés d’irrationalité de ces espaces.

Lemme 3.15. Soit e ∈ N∗, θ ∈ N∖ {0, 1} et α = (αk)k∈N une suite à valeurs dans R∗
+

vérifiant ∃c1 > 1, ∀ k ∈ N, αk+1 > c1αk. Soient J ⊂ N∗ de cardinal au moins 2 et
F ⊂ R un ensemble fini de réels.
Soit ϕ : N −→ J0, eK une application telle que :

∀ i ∈ J0, eK, #ϕ−1({i}) =∞.

Alors il existe un choix de e+ 1 suites (uik)i∈J0,eK,k∈N telles que :

pour tous i ∈ J0, eK et k ∈ N, uik

{
∈ J si ϕ(k) = i
= 0 sinon,

et telles que la famille
(

+∞∑
k=0

ui
k

θ⌊αk⌋

)
i∈J0,eK

soit algébriquement indépendante sur Q(F).

Ensuite on prouve le lemme suivant qui permet de montrer qu’un certain type d’es-
paces est (e, j)-irrationnel. On y trouve l’hypothèse d’indépendance algébrique (ii) ; pour
certains espaces construits dans cette thèse, celle-ci est notamment vérifiée grâce aux
nombres évoqués dans le lemme 3.15.

Lemme 3.16. Soit 1 ≤ d ≤ n− 1. Soit M =

(
G
Σ

)
∈Mn,d(R) vérifiant :

(i) G ∈ GLd(R) et Σ ∈Mn−d,d(R).
(ii) Les coefficients de Σ forment une famille algébriquement indépendante sur Q(F)

où F est la famille des coefficients de G.
Alors l’espace engendré par M est (e, 1)-irrationnel pour tout e ∈ J1, n− 1K.

Enfin on établit un théorème qui permet de calculer certains exposants diophantiens
d’un espace A qui est une somme de droites contenues dans des espaces rationnels sup-
plémentaires.
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Théorème 4.1. Soit d ∈
q
1,
⌊
n
2

⌋y
. On suppose que l’on a

d⊕
j=1

Rj ⊂ Rn avec Rj des

espaces rationnels de dimension rj.

Soit A =
d⊕

j=1

Aj avec Aj ⊂ Rj et dim(Aj) = 1. Pour J ⊂ J1, dK, on pose AJ =
⊕
j∈J

Aj.

Soit e ∈ J1, n − 1K et k ∈ J1,min(d, e) − g(A, e)K. On a alors l’équivalence entre les
assertions suivantes :

(i) A est (e, k)-irrationel.
(ii) ∀ J ∈ P(k + g(A, e), d), AJ est (e, k + g(A, e)− g(AJ , e))-irrationel.

En outre, dans ce cas on a :

µn(A|e)k = max
J∈P(k+g(A,e),d)

µn(AJ |e)k+g(A,e)−g(AJ ,e).

1.4.3 Construction d’espaces avec exposants prescrits

Une grande partie de cette thèse est consacrée à la construction d’espaces dont on peut
calculer les exposants. On réalise d’abord la construction suivante.

Théorème 5.1. Soit (γ1, . . . , γn−1) ∈ Rn−1 vérifiant γ1 ≥ 2 +
√
5−1
2

et

∀ i ∈ J2, n− 1K, γi ≥

(
2 +

√
5− 1

2

)
γi−1,

∀ (i, j) ∈ J1, n− 2K2, i+ j ≤ n− 1 =⇒ γi+j ≤ γiγj.

On peut alors construire explicitement une droite A de Rn vérifiant A ∈ In(1, n − 1)1
et :

∀ e ∈ J1, n− 1K, µn(A|e)1 = γe.

On construit ainsi une droite dont on peut prescrire les exposants diophantiens pour tout
e ∈ J1, n− 1K. Les valeurs prescrites ne sont cependant pas optimales dans le sens où on
connait toutes les valeurs prises par le spectre joint (µn(A|1)1, . . . , µn(A|n − 1)1) par le
théorème 1.24.
Cette construction va surtout servir de « brique de base » pour les suivantes. En effet, tous
les espaces considérés dans la suite seront une somme directe de droites ainsi construites.
On montre ensuite le résultat suivant, plus général, qui concerne encore le premier angle
(j = 1).

Théorème 6.1. Soit d ∈ J1, n − 1K. Il existe une constante Cd dépendant de d et n
telle que pour (γ1, . . . , γn−d) ∈ Rn−d vérifiant γ1 ≥ Cd ainsi que

∀ i ∈ J2, n− dK, γi ≥ Cdγi−1,

∀ (i, j) ∈ J1, n− d− 1K2, i+ j ≤ n− d =⇒ γi+j ≤ γiγj.
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On peut alors construire explicitement A ∈ In(1, n− d)1 tel que :

∀ e ∈ J1, n− dK, µn(A|e)1 = γe.

En supposant maintenant que d divise n, on obtient le théorème suivant. On construit
ici un sous-espace A de Rn de dimension d dont on peut calculer un grand nombre
d’exposants diophantiens. On connait en particulier des exposants diophantiens de cet
espace correspondant à la fois à e vérifiant g(d, e, n) = 0 et à e vérifiant g(d, e, n) > 0.

Théorème 7.1. Soit n = d(m+ 1), c1 =
(
1 + 1

m

) 1
d et 1 < c2 < c1.

Soit (β1,1, . . . , β1,m) ∈ Rm tels que :

min
ℓ∈J1,mK

(β1,ℓ) > (3d)
c2

c2−1 et min
ℓ∈J1,mK

(β1,ℓ)
c1 > max

ℓ∈J1,mK
(β1,ℓ)

c2 .

Pour i ∈ J2, dK, soit (βi,1, . . . , βi,m) ∈ Rm vérifiant pour tout i ∈ J1, d− 1K :

min
ℓ∈J1,mK

(βi,ℓ)
c1 > max

ℓ∈J1,mK
(βi+1,ℓ)

et min
ℓ∈J1,mK

(βi+1,ℓ) > max
ℓ∈J1,mK

(βi,ℓ)
c2 .

Il existe un espace A de dimension d dans Rn tel que pour tous e ∈ J1, n − 1K et
k ∈ J1 + g(d, e, n),min(d, e)K vérifiant e < k(m+ 1) on a A ∈ In(d, e)k−g(d,e,n) et :

µn(A|e)k−g(d,e,n) =

( k∑
q=1+max(0,e−mk)

1

max
ℓ∈J0,m−vqK

(βq+d−k,ℓ+1 . . . βq+d−k,ℓ+vq)

)−1

où v1, . . . , vk sont définis en posant u et v tels que e = kv+ u soit la division euclidienne
de e par k et :

vq =

{
v + 1 si q ∈ J1, uK
v si q ∈ Ju+ 1, kK.

Les théorèmes 6.3 et 7.1 impliquent notamment les résultats énoncés dans la section 1.4.1.

On construit enfin un dernier exemple de sous-espace A de dimension d de Rn dont on
peut calculer les exposants diophantiens au dernier angle (j = min(d, e)). Il complète
dans ce cas-là le théorème 7.1, en permettant d’avoir d’autres restrictions sur les valeurs
prises par les exposants.

Théorème 9.1. On suppose que d divise n.
Pour tout α ≥ 2d(d+ 4), il existe un sous-espace vectoriel A de Rn tel que

∀ e ∈ Jd, n− dK, µn(A|e)d =
αqe+1

re + (d− re)α
∀ e ∈ J1, d− 1K, µn(A|e)e =

α

re
=
α

e

où qe et re sont le quotient et le reste de la division euclidienne de e par d.
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Remarque 1.28. Dans cette thèse, les constructions des chapitres 5, 6, 7 et 9 font appel
aux nombres construits dans le lemme 3.15. En considérant des nombres de Liouville
à la place de ceux-ci, on peut aboutir à des constructions d’espaces dont les exposants
diophantiens sont infinis. On peut consulter la fin de la démonstration du théorème 1.20
dans [15], chapitre 6, à ce sujet.

1.5 Plan de la thèse
Dans le chapitre 2, on énonce des résultats connus, qui vont nous servir dans cette
thèse. Ils ont principalement été énoncés et prouvés par Schmidt [36] et Joseph [15], [16],
[17].

On introduit de nouveaux outils dans le chapitre 3. On démontre des résultats sur le
passage à l’orthogonal (dont la propriété 3.6). Ensuite, on prouve une propriété permet-
tant de calculer la hauteur d’un sous-espace rationnel B en utilisant certaines projections
orthogonales de Rn. On construit explicitement (dans la section 3.3) des nombres trans-
cendants qui vont servir dans toutes les constructions d’espaces effectuées dans le reste
de la thèse. La dernière partie du chapitre est la preuve du lemme 3.16, énoncé ci-dessus.

Le chapitre 4 est entièrement consacré à la preuve du théorème 4.1 qui permet de cal-
culer les exposants diophantiens de certains sous-espaces vectoriels.

Le théorème 5.1 est prouvé dans le chapitre 5 ; sa preuve occupe l’intégralité du chapitre.
On y construit une droite grâce notamment aux outils développés dans la section 3.3 du
chapitre 3. On calcule ensuite les exposants diophantiens associés à cette droite.

Le chapitre 6 est consacré à la preuve du théorème 6.3. Pour cela on fait une récurrence
sur la dimension d de l’espace à construire, en s’appuyant sur le cas d = 1, étudié dans
le chapitre 5.

Le chapitre 7 est dédié à la preuve du théorème 7.1. On y construit un espace A dé-
fini comme une somme directe orthogonale de droites en utilisant la construction du
chapitre 5. On calcule ensuite les exposants diophantiens en jeu notamment grâce au
théorème 4.1.

On étudie certains spectres joints dans le chapitre 8. Grâce aux résultats des chapitres
précédents, on démontre des conditions suffisantes pour que ces spectres contiennent un
ouvert non vide. Les théorèmes 8.2, 8.3 et 8.4 sont en particulier démontrés ici.

Enfin le chapitre 9 est consacré à la preuve du théorème 9.1. On utilise encore une
fois les droites explicitées au chapitre 5 pour construire un espace A de dimension d. On
calcule ensuite les exposants diophantiens µn(A|e)min(d,e) pour e ∈ J1, n−dK, en utilisant
notamment les résultats de géométrie des nombres exposés au chapitre 2.
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Chapitre 2

Outils

Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats connus qui seront utiles dans le dévelop-
pement de cette thèse. Pour cela on introduit la notion de réseau euclidien et on reprend
des propriétés notamment données par Schmidt [36], [37] et Joseph [15].

Dans cette thèse, toutes les constantes de la forme ci avec i ∈ N sont supposées stricte-
ment positives sauf mention du contraire.

2.1 Géométrie des nombres

2.1.1 D’autres formules pour la hauteur

On reprend ici la construction de la hauteur, pour donner une formule que l’on utilisera
en pratique. On rappelle que ∥ · ∥ désigne la norme euclidienne canonique sur Rn. On
identifie de plus

∧eRn à R(
n
e) par l’isomorphisme canonique.

Définition 2.1. On appelle réseau euclidien de Rn tout Z-module libre Γ discret de Rn.
Pour Γ un réseau euclidien, on appelle rang de Γ le rang du Z-module associé.

Remarque 2.2. Ici on ne demande pas qu’un réseau euclidien de Rn soit de rang n.

Définition 2.3. Soit Γ un réseau euclidien de Rn de rang r et X1, . . . , Xr une Z-base
de Γ.
On appelle parallélotope fondamental de Γ le pavé semi-ouvert

P =
{ r∑

i=1

tiXi, 0 ≤ ti < 1
}
⊂ Vect(Γ).

On appelle covolume de Γ et on note covol(Γ) la quantité :

covol(Γ) = vol(P )

où l’on a muni Vect(Γ) de la mesure de Lebesgue.

Schmidt [36] donne alors une autre définition de la hauteur.
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Propriété 2.4. Soit B un sous-espace rationnel de Rn. On a :

H(B) = covol(B ∩ Zn).

Cette propriété donne un point de vue plus géométrique sur la notion de hauteur que
dans la définition 1.7.
En pratique pour calculer la hauteur d’un espace B, on exhibe souvent une Z-base de
B ∩ Zn. A cet effet, on énonce un lemme montré dans [9] (Corollaire 3 du Théorème 1,
page 14).

Lemme 2.5. Soit Γ un réseau euclidien de rang f de Rn. Pour e < f , soit X1, . . . , Xe

des vecteurs linéairement indépendants de Γ.
Alors il existe des vecteurs Xe+1, . . . , Xf ∈ Γ tels que X1, . . . , Xf forme une Z-base de Γ
si et seulement si :

∀ (u1, . . . , ue) ∈ Re, u1X1 + . . .+ ueXe ∈ Γ =⇒ (u1, . . . , ue) ∈ Ze.

Autrement dit, on peut compléter en une Z-base de Γ, toute famille X1, . . . , Xe qui est
une Z-base du module Vect(X1, . . . , Xe) ∩ Γ.

Remarque 2.6. La réciproque est vraie dans le sens où si X1, . . . , Xf est une Z-base de
Γ alors pour tout e < f la famille X1, . . . , Xe est une Z-base de Vect(X1, . . . , Xe) ∩ Zn.

On peut alors montrer une autre formule pour la hauteur d’un sous-espace rationnel :

Propriété 2.7. Soit B ∈ Rn(e). Soit X1, . . . , Xe une Z-base de B ∩ Zn. Alors :

H(B) = ∥X1 ∧ . . . ∧Xe∥

où X1 ∧ . . . ∧Xe ∈ Λe(Rn) est le e-vecteur produit extérieur des X1, . . . , Xe.

Remarque 2.8. De manière générale on a H(B) = ∥X1∧...∧Xe∥
N(α(X))

pour toute base ration-
nelle X1, . . . , Xe de B, en notant α(X) l’idéal fractionnaire engendré par les coordonnées
grassmaniennes associées à cette base et N(α(X)) la norme de cet idéal. On déduit donc
de cette remarque que pour toute base Z1, . . . , Ze de B formée de vecteurs de Zn, on a

H(B) ≤ ∥Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥.

Preuve. Les coordonnées grassmaniennes sont les mineurs maximaux de la matrice
dont les colonnes sont les Xi pour i ∈ J1, eK. De même on peut voir X1∧ . . .∧Xe comme

un vecteur de RN , avec N =

(
n

e

)
, dont les coordonnées sont précisement (au signe près)

ces mineurs. On a alors :

∥X1 ∧ . . . ∧Xe∥ = ∥(η1, . . . , ηN)∥

où η1, . . . , ηN sont les coordonnées grassmaniennes associées aux Xi.
D’après la définition 1.7, en posant α = η1Z+. . .+ηNZ il reste alors seulement à montrer
que N(α) = 1. Or N(α) = pgcd(η1, . . . , ηN). Le lemme suivant montre que cette quantité
est bien égale à 1.

■
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Lemme 2.9. Soit n ≥ 2 et B ∈ Rn(e). Alors pour toute Z-base de B ∩ Zn, en notant
η1, . . . , ηN les coordonnées grassmaniennes associées, on a :

pgcd(η1, . . . , ηN) = 1.

Ce lemme est prouvé dans [37], lemme 5H page 18.

2.1.2 Théorème d’équidistribution de Weyl

On énonce un théorème d’équidistribution attribué à Weyl sur les parties fractionnaires
d’une famille de nombres ; il est utilisé au chapitre 7 dans la démonstration du corol-
laire 7.22. On trouve une preuve de ce résultat dans [20], chapitre 1.6.

Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn et y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn vérifiant 0 ≤ xj < yj ≤ 1 pour tout
j ∈ J1, nK, on pose :

[x, y[ = [x1, y1[× . . .× [xn, yn[.

Pour (a1, . . . , an) ∈ Rn et N ∈ N∗ on pose :

A(N, [x, y[) = # {1 ≤ k ≤ N, ({ka1} , . . . , {kan}) ∈ [x, y[}

où {·} est la partie fractionnaire.

Théorème 2.10. Si la famille 1, a1, . . . , an est linéairement indépendante sur Q alors :

lim
N→+∞

A(N, [x, y[)

N
=

n∏
i=1

(yi − xi)

pour tout [x, y[⊂ [0, 1[n.

Corollaire 2.11. Soit (a1, . . . , an) ∈ Rn tel que la famille 1, a1, . . . , an soit linéairement
indépendante sur Q. Alors pour tout (b1, . . . , bn) ∈ Rn l’ensemble :

{({a1N + b1} , . . . , {anN + bn}), N ∈ N}

est dense dans [0, 1[n.

2.1.3 Théorème de Minkowski

On énonce ici un théorème fondamental de la géométrie des nombres que l’on utilise dans
le chapitre 9..

Théorème 2.12 (Minkowski). Soit n ∈ N∗ et Γ un réseau euclidien de rang n de Rn.
Soit C une partie convexe symétrique de Rn vérifiant :

vol(C) > 2ncovol(Γ).

Alors C ∩ Γ ̸= {0}.
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On énonce également un corollaire dans le cas où B est rationnel et Γ = B ∩ Zn, ce qui
permet de faire le lien avec la hauteur de l’espace B car alors covol(Γ) = H(B). On peut
le retrouver dans [37], lemme 4B page 10.

Corollaire 2.13. Soit B un sous-espace rationnel de dimension e de Rn. Il existe alors
une constante c1 > 0 ne dépendant que de n, et un vecteur X ∈ B ∩Zn ∖ {0} vérifiant :

∥X∥ ≤ c1H(B)1/e.

2.1.4 Appartenance à un sous-espace rationnel

Dans cette section, on montre un lemme qui est utilisé tout au long de cette thèse pour
montrer qu’un vecteur entier appartient à un espace rationnel donné.

Lemme 2.14. Soit Y ∈ Zn et B un sous-espace rationnel de dimension e. On note
(X1, . . . , Xe) une base de B avec Xi ∈ Zn pour tout i ∈ J1, eK. On suppose que :

∥Y ∧X1 ∧ . . . ∧Xe∥ < 1.

Alors Y ∈ B.

Preuve. En notant ∥ · ∥∞ la norme infinie on a :

∥Y ∧X1 ∧ . . . ∧Xe∥∞ ≤ ∥Y ∧X1 ∧ . . . ∧Xe∥ < 1.

Or Y ∧ X1 ∧ . . . ∧ Xe est à coordonnées entières car les vecteurs considérés le sont. Sa
norme infinie est donc nulle et donc :

Y ∧X1 ∧ . . . ∧Xe = 0.

Il existe donc une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs Y,X1, . . . , Xe et
comme la famille des Xi est une base de B on a bien :

Y ∈ Vect(X1, . . . , Xe) = B.

■

2.2 Calculs des angles
On donne ici quelques outils pour calculer les quantités ω(X, Y ) ou ψj(A,B). On peut
retrouver ces propriétés démontrées de manière exhaustive dans [15] et [36].

Lemme 2.15 (Inégalité triangulaire). Soit X, Y, Z ∈ Rn ∖ {0} alors :

ω(X,Z) ≤ ω(X, Y ) + ω(Y, Z).

Lemme 2.16. Soit X, Y ∈ Rn ∖ {0} alors :

ω(X, Y ) ≤ ∥X − Y ∥
∥X∥

.
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Lemme 2.17. Soit A,B,A′, B′ quatre sous-espaces de Rn vérifiant A′ ⊂ A et B′ ⊂ B.
Alors :

∀ k ∈ J1,min(dim(A′), dim(B′))K, ωk(A
′, B′) ≥ ωk(A,B).

D’autre part si dim(A) ≤ dim(B) :

∀X ∈ A∖ {0}, ω(X,B) = ω1(Vect(X), B) ≤ ωdim(A)(A,B).

On en déduit le résultat suivant sur les exposants.

Corollaire 2.18. Soit A′ ⊂ A deux sous-espaces de Rn de dimensions respectives d′ et
d. Alors pour e et j tels que A ∈ In(d, e)j on a :

A′ ∈ In(d′, e)j+g(d,e,n)−g(d′,e,n) et µn(A|e)j ≥ µn(A
′|e)j+g(d,e,n)−g(d′,e,n).

Preuve. Soit e et j tels que A ∈ In(d, e)j. Alors pour tout sous-espace rationnel B de
dimension e on a

dim(A′ ∩B) ≤ dim(A ∩B) < j + g(d, e, n) ≤ j + g(d, e, n)− g(d′, e, n) + g(d′, e, n).

On en conclut donc que A′ ∈ In(d′, e)j+g(d,e,n)−g(d′,e,n).
Soit ε > 0 ; par définition de l’exposant diophantien, il existe une infinité d’espaces B
rationnels de dimension e tels que :

ωj+g(d,e,n)(A
′, B) = ψj+g(d,e,n)−g(d′,e,n)(A

′, B) ≤ H(B)−µn(A′|e)j+g(d,e,n)−g(d′,e,n)+ε.

En appliquant le lemme 2.17 avec k = j + g(d, e, n) on a

ωj+g(d,e,n)(A,B) ≤ ωj+g(d,e,n)(A
′, B) ≤ H(B)−µn(A′|e)j+g(d,e,n)−g(d′,e,n)+ε.

Or ωj+g(d,e,n)(A,B) = ψj(A,B), on en déduit donc que

∀ ε > 0, µn(A|e)j ≥ µn(A
′|e)j+g(d,e,n)−g(d′,e,n) − ε

ce qui conclut la preuve en faisant tendre ε vers 0.
■

Lemme 2.19. Soit X ∈ Rn ∖ {0} et C un sous-espace de Rn. Alors :

ω(X,C) = ω1(Vect(X), C) = ω(X, pC(X)) =
∥X − pC(X)∥
∥X∥

où pC est la projection orthogonale sur C.

Définition 2.20. Soit d, e ∈ J1, n − 1K avec d + e ≤ n. Soit A et B des sous-espaces
vectoriels de Rn de dimensions respectives d et e. On définit la quantité :

φ(A,B) =
t∏

i=1

ψi(A,B)

avec t = min(d, e).
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Lemme 2.21. Soit d, e ∈ J1, n−1K avec d+e ≤ n. Soit A et B des sous-espaces vectoriels
de Rn de dimensions respectives d et e.
Alors, pour toutes bases X1, . . . , Xd de A et Y1, . . . , Ye de B, on a :

φ(A,B) =
∥X1 ∧ . . . ∧Xd ∧ Y1 ∧ . . . ∧ Ye∥
∥X1 ∧ . . . ∧Xd∥ · ∥Y1 ∧ . . . ∧ Ye∥

.

On utilise souvent dans cette thèse, la conséquence suivante de ce lemme :

Lemme 2.22. Soit X ∈ Rn et C un sous-espace rationnel de dimension e de Rn. Soit
Z1, . . . , Ze une Z-base de C ∩ Zn.
Alors :

∥X ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥ = ω1(Vect(X), C)∥X∥H(C). (2.1)

Preuve. Si X ∈ C alors les deux membres de l’égalité (2.1) sont nuls.
En effet, d’une part on a ω1(Vect(X), C) = ω(X, pC(X)) = ω(X,X) = 0. D’autre part,
on a une relation de dépendance linéaire entre X,Z1, . . . , Ze et donc X∧Z1∧. . .∧Ze = 0.

Sinon X /∈ C et on peut alors appliquer le lemme 2.21 avec A = Vect(X) et
C = Vect(Z1, . . . , Ze) :

ω1(Vect(X), C) = ψ1(Vect(X), C) =
∥X ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥
∥X∥ · ∥Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥

.

De plus en appliquant le lemme 2.7 on a H(C) = ∥Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥ et donc l’égalité (2.1).
■

Dans [16], Joseph montre le résultat suivant sur le comportement de la proximité par
l’opération de somme directe :

Propriété 2.23. Soient n ≥ 2, et F1, . . . , Fℓ, B1, . . . , Bℓ, 2ℓ sous-espaces vectoriels de
Rn tels que pour tout i ∈ {1, . . . ℓ}, dimFi = dimBi = di ≥ 1. Supposons que les Fi

engendrent un sous-espace de dimension k = d1+ . . .+dℓ et de même pour les Bi. Posons

F =
ℓ⊕

i=1

Fi et B =
ℓ⊕

i=1

Bi.

Alors on a

ωk(F,B) ≤ cF,n

ℓ∑
i=1

ωdi(Fi, Bi)

où cF,n > 0 est une constante qui dépend uniquement de F1, . . . , Fℓ et de n.

Remarque 2.24. Comme dans tous ses travaux, Joseph considère seulement le cas où
2k ≤ n. En reprenant la preuve on remarque que cette hypothèse n’est pas nécessaire. En
effet Joseph montre d’abord l’existence de droites Di,1, . . . , Di,di de Fi et Ei,1, . . . , Ei,di

de Bi vérifiant :
di∑
j=1

ψ1(Ei,j, Di,j) ≤ diψdi(Fi, Bi) ≤ nψdi(Fi, Bi).

Or le raisonnement tient si on remplace les ψℓ par des ωℓ.
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2.3 Croissance des exposants diophantiens
Le problème de déterminer le spectre joint d’une famille d’exposants, pose la question des
relations possibles entre ces exposants. Les questions dites de transfert apparaissent alors
naturellement. On énonce d’abord une propriété (dite de Going-up) donnée par Schmidt
[36]. Il est à noter qu’il existe une propriété similiaire de Going-down que l’on n’utilise
pas dans cette thèse. Cette dernière a été énoncée et montrée dans [36] (la preuve dans
le cas complexe a été corrigée par Poëls dans [29]).

Propriété 2.25. Soient e ∈ J1, n− 1K, f ∈ Je+ 1, nK et B ∈ Rn(e).
Alors il existe c2 > 0 ne dépendant que de n et un espace C ∈ Rn(f) vérifiant :

B ⊂ C et H(C) ≤ c2H(B)
n−f
n−e .

On peut alors montrer une propriété de transfert sur les exposants.

Propriété 2.26. Soit (d, e, f) ∈ J1, n−1K3 tels que e ≤ f et k ∈ Jg(d, f, n)+1,min(d, e)K.
Pour A ∈ In(d, f)k−g(d,f,n) on a :

A ∈ In(d, e)k−g(d,e,n) et µn(A|e)k−g(d,e,n) ≤
n− f
n− e

µn(A|f)k−g(d,f,n).

Preuve. On montre d’abord que A ∈ In(d, e)k−g(d,e,n).
Soit B ∈ Rn(e), il existe B′ ∈ Rn(f) tel que B ⊂ B′. Alors :

dim(A ∩B) ≤ dim(A ∩B′) < k

car A ∈ In(d, f)k−g(d,f,n). On en conclut que A ∈ In(d, e)k−g(d,e,n).
On montre maintenant la deuxième partie de la propriété. On note µe = µn(A|e)k−g(d,e,n)

et µf = µn(A|f)k−g(d,f,n).
On suppose d’abord que l’on a µe < +∞.
Soit ε > 0, il existe une infinité d’espaces B ∈ Rn(e) tel que :

ψk−g(d,e,n)(A,B) ≤ H(B)−µe+ε. (2.2)

Pour un tel espace B il existe un espace C ∈ Rn(f) tel que B ⊂ C et :

H(C) ≤ c2H(B)
n−f
n−e

avec c2 ne dépendant que de n.
On rappelle que ψk−g(d,e,n)(A,B) = ωk(A,B) et en utilisant le lemme 2.17 on a

ωk(A,C) ≤ ωk(A,B) ≤ H(B)−µe+ε ≤ c3H(C)−
n−e
n−f

µe+
n−e
n−f

ε (2.3)

avec c3 = c
(µe−ε) n−e

n−f

2 indépendante de C.
Comme ωk(A,C) = ψk−g(d,f,n)(A,C) on a donc l’existence d’une infinité d’espaces C
rationnels vérifiant :

ψk−g(d,f,n)(A,C) ≤ c3H(C)−
n−e
n−f

µe+
n−e
n−f

ε. (2.4)
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Cette inégalité donne alors µf ≥ n−e
n−f

µe − n−e
n−f

ε pour tout ε > 0 et donc µf ≥ n−e
n−f

µe.

Dans le cas où µe = +∞, les inégalités (2.2), (2.3) et (2.4) sont vraies pour tout µe > 0.
On en déduit alors µf ≥ n−e

n−f
µe pour tout µe > 0 et donc µf = +∞.

■
On utilise plus souvent le corollaire suivant, en remarquant que n−e

n−f
≥ 1 :

Corollaire 2.27. Soit (d, e, f) ∈ J1, n−1K3 tel que e ≤ f et k ∈ Jg(d, f, n)+1,min(d, e)K.
Pour A ∈ In(d, f)k−g(d,f,n) on a :

A ∈ In(d, e)k−g(d,e,n) et µn(A|e)k−g(d,e,n) ≤ µn(A|f)k−g(d,f,n).

2.4 Inclusion dans un sous-espace vectoriel rationnel
Joseph montre dans [15], [17] le résultat suivant qui permet de calculer les exposants
diophantiens d’un espace plongé dans un espace ambiant plus grand.

Propriété 2.28. Soient n ≥ 2 et k ∈ J2, nK.
Soient d, e ∈ J1 + g(d, e, k) − g(d, e, n), k − 1K et j ∈ J1,min(d, e) − g(d, e, n)K. Soit A
un sous-espace vectoriel de Rn de dimension d tel qu’il existe un sous-espace vectoriel
rationnel F ∈ Rn(k) vérifiant A ⊂ F .
Notons Φ un isomorphisme rationnel de F dans Rk et Ã = Φ(A), qui est un sous-espace
vectoriel de dimension d de Rk. Supposons que pour tout sous-espace rationnel B′ de F
de dimension e, on a

dim(A ∩B′) < j + g(d, e, n).

Alors A ∈ In(d, e)j, Ã ∈ Ik(d, e)j+g(d,e,n)−g(d,e,k) et µn(A|e)j = µk(Ã|e)j+g(d,e,n)−g(d,e,k).

Remarque 2.29. Encore une fois, Joseph considère seulement le cas où d + e ≤ k. En
reprenant la preuve on remarque que cette hypothèse n’est pas nécessaire.

Ce théorème est notamment utilisé au chapitre 4 dans le cadre du corollaire suivant :

Corollaire 2.30. Soit n ∈ N∗ et Φ un isomorphisme rationnel de Rn dans lui-même.
Alors pour tous A ∈ In(d, e)j, e ∈ J1, n− 1K et j ∈ J1,min(d, e)− g(d, e, n)K on a :

Φ(A) ∈ In(d, e)j et µn(Φ(A)|e)j = µn(A|e)j.
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Chapitre 3

Nouveaux outils

L’objectif de ce chapitre est de donner divers nouveaux outils, qui seront utilisés tout
au long de cette thèse. On commence d’abord par étudier les liens entre les exposants
diophantiens d’un sous-espace A et ceux de son orthogonal A⊥. Ensuite, on prouve une
propriété permettant de calculer la hauteur d’un sous-espace rationnel B en utilisant
certaines projections orthogonales de Rn. Enfin, on réalise les premières constructions de
suites de nombres transcendants de la forme

+∞∑
k=0

uk
θ⌊αk⌋

avec (uk) ∈ (N∗)N, θ ∈ N∗ et (αk) ∈ (R∗)N.

3.1 Comportement par passage à l’orthogonal
On développe dans cette section, quelques résultats sur le comportement du caractère
irrationnel et des exposants diophantiens d’un sous-espace lorsque l’on considère son
orthogonal. Ces idées manipulent simplement les définitions exposées en introduction
mais le fait d’inclure le cas d+ e > n permet des nouveautés.

Propriété 3.1. Soient A un sous-espace de Rn de dimension d et e ∈ J1, n − 1K. On a
alors pour tout j ∈ J1,min(d, e)− g(d, e, n)K :

A est (e, j)-irrationnel⇐⇒ A⊥ est (n− e, j)-irrationnel

en notant A⊥ l’orthogonal de A dans Rn.

Preuve. Le lemme 3.5 de Schmidt énoncé ci-dessous donne la propriété, mais on pro-
pose ici une preuve plus directe de ce résultat.

Soit B′ un sous-espace rationnel de Rn de dimension n − e. Alors en notant B = B
′⊥,

on a dim(B) = e et B′ = B⊥.
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On utilise maintenant la formule de Grassmann et on a :

dim(A⊥ ∩B′) = dim(A⊥) + dim(B′)− dim(A⊥ +B′)

= (n− d) + (n− e)− dim(A⊥ +B⊥)

= (n− d) + (n− e)− dim((A ∩B)⊥)

= (n− d) + (n− e)− n+ dim((A ∩B))

= n− d− e+ dim(A ∩B).

On rappelle que g(d, e, n) = max(0, d + e − n) et on remarque que g(n − d, n − e, n) =
g(d, e, n) + n− d− e. Cela donne donc :

dim(A ∩B) < j + g(d, e, n)⇐⇒ dim(A⊥ ∩B′) < j + g(d, e, n) + n− d− e
⇐⇒ dim(A⊥ ∩B′) < j + g(n− d, n− e, n).

La propriété 3.1 découle directement de cette équivalence.
■

Propriété 3.2. Soit A un sous-espace vectoriel de Rn de dimension d.
Alors pour tout j ∈ J1,min(d, n− d)K :

A ∈ In(d, n− d)j =⇒ ∀ e ∈ Jj, n− jK, A ∈ In(d, e)j.

Preuve. • Premier cas : Soit e ∈ Jj, n− dK.
Soit B sous-espace rationnel de dimension e, il existe alors C un sous-espace rationnel
de dimension n− d tel que B ⊂ C. On a alors :

dim(A ∩B) ≤ dim(A ∩ C) < j + g(d, n− d, n) = j + g(d, e, n).

On a donc montré que si A ∈ In(d, n− d)j alors A ∈ In(d, e)j pour tout e ∈ Jj, n− dK.

• Second cas : Soit e ∈ Jn− d+ 1, n− jK.
D’après la propriété 3.1, A⊥ est (n− d, j)-irrationnel.
On utilise alors la première partie de la preuve et on a A⊥ ∈ In(n − d, f)j pour tout
f ∈ Jj, dK. En particulier comme n− e ∈ Jj, dK on a :

A⊥ ∈ In(n− d, n− e)j.

En appliquant encore une fois la propriété 3.1 on a bien :

A ∈ In(d, e)j.

■
On utilise dans cette thèse, le cas j = 1 énoncé dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.3. Soit A un sous-espace vectoriel de Rn de dimension d. Alors

A ∈ In(d, n− d)1 =⇒ ∀ e ∈ J1, n− 1K, A ∈ In(d, e)1.
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De plus Schmidt [36] donne les lemmes suivants pour le passage à l’orthogonal dans la
hauteur et les angles.
Lemme 3.4. Soit B un sous-espace vectoriel rationnel de Rn. Alors :

H(B⊥) = H(B).

Lemme 3.5. Soit A,B deux sous-espaces vectoriels de Rn.
Alors min(d, e)− g(d, e, n) = min(n− d, n− e)− g(n− d, n− e, n) et :

∀ j ∈ J1,min(d, e)− g(d, e, n)K, ψj(A,B) = ψj(A
⊥, B⊥).

Ces deux lemmes et la définition des exposants diophantiens permettent donc d’avoir la
propriété suivante.
Propriété 3.6. Soit d, e ∈ J1, n− 1K et j ∈ J1,min(d, e)− g(d, e, n)K. Soit A ∈ In(d, e)j
alors

µn(A|e)j = µn(A
⊥|n− e)j.

On en déduit directement le corollaire suivant. On rappelle que le spectre S(n, d, e, j)
défini dans le problème 1.16, est l’ensemble des valeurs prises par µn(A|e)j quand A
décrit In(d, e)j.
Corollaire 3.7. Soit d, e ∈ J1, n− 1K et j ∈ J1,min(d, e)− g(d, e, n)K. Alors :

S(n, d, e, j) = S(n, n− d, n− e, j).

3.2 Comportement de la hauteur par projection ortho-
gonale

Dans cette section, on montre un résultat sur la hauteur d’un espace en la « décompo-
sant » sur l’image et le noyau d’une projection orthogonale particulière. Cette propriété
est utilisée au chapitre 4 dans la démonstration du lemme 4.13.
Propriété 3.8. Soit n ∈ N ∖ {0} et e ∈ J1, nK. Soit p : Rn −→ Rn une projection
orthogonale vérifiant p(Zn) ⊂ Zn. On a alors pour tout B ∈ Rn(e) :

H(B) = H(ker(p) ∩B)H(p(B)).

Remarque 3.9. La proposition 3.8 n’est pas vraie en général pour une projection ra-
tionnelle.
En effet, considérons C = R2 et p : R2 −→ R2 la projection orthogonale sur V =
Vect

(
1 k

)⊺ pour k ∈ N ∖ {0}. On a alors ker(p) = Vect
(
−k 1

)⊺ et p(C) = V , d’où
H(C) = 1 et H(ker(p) ∩ C)H(p(C)) = 1 + k2.
Remarque 3.10. La condition p(Zn) ⊂ Zn est en fait très restrictive.
On note (ei)i∈J1,nK la base canonique de Rn. Comme p est une projection, la norme
subordonnée de p vérifie ∥p∥ ≤ 1.
On a alors pour tout i ∈ J1, nK :

∥p(ei)∥ ≤ ∥ei∥ = 1.

Or p(ei) ∈ Zn et donc p(ei) ∈ {0,±e1, . . . ,±en}. Les seules projections orthogonales
possibles sont donc celles sur les espaces de la forme Vect

i∈I
(ei) avec I ⊂ J1, nK.
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Preuve. On travaille ici dans l’espace B ; on considère la restriction de p à B en la
notant toujours p.
On note t = dim(p(B)). L’application p vérifie p(Zn) ⊂ Zn donc p(B) est rationnel.
Comme dim(B) = e on a dim(ker(p)) = e− t.
Soit X1, . . . , Xe−t une Z-base de ker(p) ∩ Zn. Comme ker(p) ∩ Zn ⊂ B ∩ Zn, d’après le
lemme 2.5 il existe des vecteurs Xe−t+1, . . . , Xe de sorte que :

X1, . . . , Xe forme une Z-base de B ∩ Zn.

On va montrer que l’on peut remplacer Xi par p(Xi) pour i ∈ Je− t+ 1, eK.
En effet on a :

∀ i ∈ Je− t+ 1, eK, X̃i = Xi − p(Xi) ∈ ker(p) ∩ Zn (3.1)

car p est une projection et Xi et p(Xi) sont des vecteurs entiers. Pour i ∈ Je− t + 1, eK
on écrit donc :

X̃i =
e−t∑
k=1

ui,kXk (3.2)

avec ui,k ∈ Z pour k ∈ J1, e− tK.
Tous les X̃i sont donc des combinaisons entières deX1, . . . , Xe−t. En particulier la matrice
de passage de (X1, . . . , Xd) à (X1, . . . , Xe−t, p(Xe−t+1), . . . , p(Xe)) est de la forme(

Ie−t ∗
0 It

)
∈Me(Z)

d’après (3.1) et (3.2). Le déterminant de cette matrice étant 1 on en déduit que la famille

X1, . . . , Xe−t, p(Xe−t+1), . . . , p(Xe)

est aussi une Z-base de B ∩ Zn.
De plus on remarque que la famille p(Xe−t+1), . . . , p(Xe) est une base de p(B) donc c’est
aussi une Z-base de p(B) ∩ Zn.
On peut maintenant calculer les hauteurs : par la propriété 2.7 on a

H(B) = ∥X1 ∧ . . . ∧Xe−t ∧ p(Xe−t+1) ∧ . . . ∧ p(Xe)∥
= ∥X1 ∧ . . . ∧Xe−t∥ · ∥p(Xe−t+1) ∧ . . . ∧ p(Xe)∥,

la deuxième inégalité provenant du fait que ker(p) et p(B) sont des espaces orthogonaux.
On conclut en appliquant encore une fois la propriété 2.7 pour les espaces ker(p) et p(B).
On a ∥X1∧ . . .∧Xe−t∥ = H(ker(p)) et ∥p(Xe−t+1)∧ . . .∧p(Xe)∥ = H(p(B)). Cela donne
donc :

H(B) = H(ker(p))H(p(B)).

■
On énonce enfin un corollaire de cette propriété, qui pourrait se montrer par ailleurs en
exhibant des Z-bases des espaces considérés. Il est utilisé au chapitre 7 dans la preuve
du lemme 7.18.

Corollaire 3.11. Soit k ∈ J1, nK. Soient B ⊂ Rk × {0}n−k et C ⊂ {0}k × Rn−k des
sous-espaces rationnels de Rn. Alors :

H(B ⊕ C) = H(B)H(C).
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Preuve. On pose p la projection orthogonale sur Rk×{0}n−k alors ker(p)∩(B⊕C) = C
et p(B ⊕ C) = B. On applique la propriété 3.8 pour conlcure.

■

3.3 Construction de nombres transcendants
On énonce dans cette section, un lemme qui est utilisé dans beaucoup de constructions
que l’on réalise dans cette thèse. On construit une famille de nomnbres transcendants
qui est algébriquement indépendante sur Q. En définissant des sous-espaces vectoriels
grâce à ces nombres, on montre dans les chapitres suivants (5, 6, 7 et 9) que ces espaces
sont (e, j)-irrationnel pour certains e et j.

Définition 3.12. Soit θ ∈ N∖{0, 1}, u = (uk)k∈N ∈ (N∗)N une suite prenant un nombre
fini de valeurs et α = (αk)k∈N une suite à valeurs dans R∗

+ vérifiant

∀ k ∈ N, αk+1 > c1αk (3.3)

avec c1 > 1 indépendante de k. On définit la quantité :

σ(θ, u, α) =
+∞∑
k=0

uk
θ⌊αk⌋

<∞.

Remarque 3.13. Dans la suite, quand la suite u est claire, on notera souvent σ(θ, α)
pour σ(θ, u, α). De plus, u n’est jamais nulle, cela implique que σ(θ, α) /∈ Q.

Remarque 3.14. Bugeaud [3] prouve dans le cas où c1 > 2 :

µ(σ(θ, u)) = lim sup
k→+∞

αk+1

αk

≥ c1 (3.4)

en s’appuyant sur les fractions continues [38], [30]. En particulier µ(σ(θ, u)) > 2 et donc
σ(θ, u) est transcendant par le théorème de Roth (section 1.1). Dans le cas c1 > 1, le
théorème de Ridout [31] donne le caractère transcendant de σ(θ, u) (voir [4] pour plus
de détails).

Si c1 ≥ 3+
√
5

2
, on peut calculer µ(σ(θ, u)) « à la main » en considérant les sommes

considérant les sommes tronquées

σN(θ, α) =
N∑
k=0

uk
θ⌊αk⌋

qui sont alors les meilleurs approximations de σ(θ, α), voir aussi [23] section 8 à ce
sujet. Dans cette thèse, on généralise ce genre de preuve ; cela explique pourquoi tous les
exposants qui sont calculés dans les chapitres suivants sont grands.
Si c1 ≥ 3+

√
5

2
, on retrouve d’ailleurs le résultat (3.4) dans le cas particulier de la construc-

tion du chapitre 5 pour n = 2 (voir la remarque 5.2).
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Lemme 3.15. Soit e ∈ N∗, α = (αk)k∈N une suite à valeurs dans R∗
+ vérifiant (3.3) et

θ ∈ N∖ {0, 1}. Soit J ⊂ N∗ de cardinal au moins 2 et F ⊂ R un ensemble fini de réels.
Soit ϕ : N −→ J0, eK une application telle que :

∀ i ∈ J0, eK, #ϕ−1({i}) =∞.

Alors il existe un choix de e+ 1 suites (uik)i∈J0,eK,k∈N telles que :

pour tous i ∈ J0, eK et k ∈ N, uik

{
∈ J si ϕ(k) = i
= 0 sinon , (3.5)

et telles que la famille (σ(θ, (uik)k∈N, α))i∈J0,eK soit algébriquement indépendante sur Q(F).

Preuve. On note les quantités (σ(θ, (uik)k∈N, α))i∈J0,eK par σ0, . . . , σe et on raisonne par
récurrence sur t ∈ J0, eK.
L’ensemble des réels algébriques sur Q(F) est dénombrable car #F < +∞ et l’ensemble
des suites (u0k) vérifiant (3.5) est non dénombrable car #J ≥ 2. On choisit donc une suite
telle que σ0 soit transcendant sur Q(F).

On suppose maintenant que l’on a construit σ0, . . . , σt une famille algébriquement indé-
pendante sur Q avec t ∈ J0, e− 1K. L’ensemble des réels algébriques sur Q(R, σ0, . . . , σt)
est dénombrable mais l’ensemble des suites (ut+1

k )k∈N vérifiant (3.5) est non dénombrable
car #J ≥ 2.
On peut donc choisir une suite telle que σt+1 soit transcendant sur Q(R, σ0, . . . , σt) ce
qui conclut la récurrence.

■

3.4 Exemple d’espaces (e, 1)-irrationnels
Le lemme suivant est utile pour montrer qu’un sous-espace vectoriel est (e, 1)-irrationnel.
On reprend ici des idées de la preuve du lemme 6.3 de [15], celui-ci étant un cas particulier
du lemme 3.16 dans le cas n = 2d. Combiné avec les constructions du lemme 3.15,
il permet de construire des espaces que l’on sait (e, 1)-irrationnel. Ce lemme contient
notamment le cas d+ e > n, grâce au corollaire 3.3.

Lemme 3.16. Soit 1 ≤ d ≤ n− 1. Soit M =

(
G
Σ

)
∈Mn,d(R) vérifiant :

(i) G ∈ GLd(R) et Σ ∈Mn−d,d(R).
(ii) Les coefficients de Σ forment une famille algébriquement indépendante sur Q(F)

où F est la famille des coefficients de G.
Alors pour tout e ∈ J1, n − 1K, le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de M
est (e, 1)-irrationnel.
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Preuve. On note Y1, . . . , Yd les colonnes de la matrice M et A = Vect(Y1, . . . , Yd)
l’espace engendré par ces colonnes.

On montre seulement que A est (n− d, 1)-irrationnel. Par le corollaire 3.3 on a alors que
A est (e, 1)-irrationnel pour tout e ∈ J1, n− 1K.
Soit B un espace rationnel de dimension n−d. On suppose par l’absurde que A∩B ̸= {0}.
En notant Z1, . . . , Zn−d une base rationnelle de B, on a

Y1 ∧ . . . Yd ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Zn−d = 0.

Dans la suite, on note Q = (Z1| · · · |Zn−d) la matrice dont les colonnes sont les Zi.
L’égalité Y1∧ . . . Yd∧Z1∧ . . .∧Zn−d = 0 donne l’annulation du déterminant de la matrice
suivante : (

G
Σ

Z1 · · · Zn−d

)
∈Mn(R).

Or ce déterminant est un polynôme à coefficients rationnels en les coefficients de M , car
les Zi sont rationnels.
On peut aussi voir ce déterminant comme un polynôme de Q(F)[X1, . . . , Xd(n−d)] évalué
en les d(n − d) coefficients de Σ. Comme par (ii) ces coefficients forment une famille
algébriquement indépendante sur Q(F) ce polynôme est identiquement nul.
On peut alors remplacer les coefficients de Σ par n’importe quelle famille de réels et le
déterminant sera nul. On a donc :

∀Σ ∈Mn−d,d(R), det

(
G
Σ

Z1 · · · Zn−d

)
= 0. (3.6)

Pour ∆ un mineur de taille n− d de Q on note Ind(∆) l’ensemble des indices

1 ≤ i1 < . . . < in−d ≤ n

des lignes dont est extrait ∆. On note aussi Mat(∆) la sous-matrice de Q de taille n− d
dont ∆ est le déterminant.
On montre par récurrence forte sur r ∈ J0,min(d, n− d)K la propriété :
« Pour tout mineur ∆ de taille n− d de Q tel que #(Ind(∆)∩ J1, dK) = r on a ∆ = 0. »
• Si r = 0 alors ∆ est le mineur extrait des n − d dernières lignes de Q et donc en
prenant Σ = (0) dans (3.6) on a :

0 = det

(
G
0

∗
Mat(∆)

)
= det(G)∆

et donc ∆ = 0 car G est inversible.
• Soit r ∈ J1,min(d, n− d)K et on suppose la propriété vraie pour tout 0 ≤ k < r. Soit
∆ un mineur de taille n− d de Q tel que #(Ind(∆) ∩ J1, dK) = r.
Sans perte de généralité, on suppose que Ind(∆)∩ J1, dK = J1, rK et Ind(∆)∩ Jd+1, nK =
Jd+ 1, n− rK.
Pour i un entier et U une matrice on note Ui la i−ème ligne de U .
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On a donc Mat(∆) =



B1
...
Br

Bd+1
...

Bn−r


avec Bi ∈M1,n−d(Q).

On définit une matrice Σ =

 Σ1
...

Σn−d

 ∈Mn−d,d(R) en posant :

Σi =

{
Gi−n+d+r si i ∈ Jn− d− r + 1, n− dK

0 sinon .

On a défini Σ de sorte que les r dernières lignes de Σ soient égales aux r premières lignes
de G.
On utilise maintenant (3.6) :

0 = det

(
G
Σ

B

)
= det



G1
...
Gr

Gr+1
...
Gd

0
...
0
G1
...
Gr

B1
...
Br

Br+1
...
Bd

Bd+1
...

Bn−r

Bn−r+1
...
Bn



= det



G1
...
Gr

Gr+1
...
Gd

G1
...
Gr

0
...
0

Bn−r+1
...
Bn

Br+1
...
Bd

B1
...
Br

Bd+1
...

Bn−r


en échangeant des lignes.

On note M =



G1
...
Gr

Gr+1
...
Gd

G1
...
Gr

0
...
0

Bn−r+1
...
Bn

Br+1
...
Bd

B1
...
Br

Bd+1
...

Bn−r



∈Mn(R).
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En faisant un développement de Laplace (théorème 1.4) avec J = J1, dK on a :

0 =
∑

I∈P(d,n)

(−1)ℓ(I)+ℓ(J)∆I,J(M)∆Ī,J̄(M). (3.7)

On étudie alors les mineurs de M selon le choix de I ∈ P(d, n).
Si I ∩ Jd+ r + 1, nK ̸= ∅, on a ∆I,J(M) = 0 car il contient une ligne nulle.
Sinon I ∩ Jd+ r + 1, nK = ∅ alors on a #(I ∩ Jr + 1, r + dK) ≥ d− r.
• Si #(I ∩ Jr + 1, r + dK) = d− r alors I ∩ J1, rK = J1, rK. Dans ce cas, si I ̸= J1, dK

alors ∆I,J(M) = 0 . En effet, on a deux lignes égales dans ce mineur.
• Si #(I ∩ Jr + 1, r + dK) > d − r alors #(Ī ∩ Jr + 1, r + dK) < r. Dans ce cas,
∆Ī,J̄(M) est un mineur de B tel que #(Ind(∆Ī,J̄(M))∩ J1, dK) < r. Par hypothèse
de récurrence, ce mineur est nul.

On reprend (3.7) où le seul terme possiblement non nul est alors celui correspondant à
I = J1, dK et on a :

0 = ± det(G) det



B1
...
Br

Bd+1
...

Bn−r


= ± det(G)∆.

Or det(G) ̸= 0 par l’hypothèse (i), donc ∆ = 0.
On a donc montré que tout mineur de taille n− d de Q était nul. En particulier

rang(B) < n− d

ce qui est contradictoire puisque Z1, . . . , Zn−d forment une base de B.
■
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Chapitre 4

Exposants diophantiens d’une somme

On montre dans ce chapitre, un résultat permettant de calculer les exposants diophan-
tiens de certaines sommes directes de droites de Rn. Le théorème ainsi montré per-
met notamment des calculs d’exposants diophantiens dits « intermédiaires » (c’est-à-dire
µn(A|e)j avec j ̸= 1,min(d, e)).

4.1 Résultat principal
Dans tout ce chapitre, comme n ne varie pas on note g(A, e) la quantité :

g(A, e) = g(dim(A), e, n) = max(0, dim(A) + e− n).

Théorème 4.1. Soit d ∈
q
1,
⌊
n
2

⌋y
. On suppose que l’on a

d⊕
j=1

Rj ⊂ Rn avec Rj des

espaces rationnels de dimension rj.

Soit A =
d⊕

j=1

Aj avec Aj ⊂ Rj et dim(Aj) = 1. Pour J ⊂ J1, dK, on pose AJ =
⊕
j∈J

Aj.

Soit e ∈ J1, n − 1K et k ∈ J1,min(d, e) − g(A, e)K. On a alors l’équivalence entre les
assertions suivantes :

(i) A est (e, k)-irrationnel.
(ii) ∀ J ∈ P(k + g(A, e), d), AJ est (e, k + g(A, e)− g(AJ , e))-irrationnel.

En outre, dans ce cas on a :

µn(A|e)k = max
J∈P(k+g(A,e),d)

µn(AJ |e)k+g(A,e)−g(AJ ,e).

On rappelle que P(k + g(A, e), d) désigne l’ensemble des parties à k + g(A, e) éléments
de J1, dK.

Remarque 4.2. On remarque que
d∑

j=1

rj ≤ n et que pour avoir des droites Aj non

rationnelles il faut que rj ≥ 2. Cela nous restreint alors à considérer des « petits »
espaces dans le sens où 2d ≤ n.
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Exemple 4.3. Soit n = r1 + r2 avec r1, r2 ≥ 2, on pose

R1 = Rr1 × {0}r2 et R2 = {0}r1 × Rr2 .

Pour i ∈ {1, 2}, soit Ai une droite (ri − 1, 1)-irrationnel contenue dans Ri. En posant
A = A1 ⊕ A2, on a alors

∀ e ∈ J1,min(r1, r2)− 1K, µn(A|e)1 = max(µn(A1|e)1, µn(A2|e)1).

La preuve de ce théorème se fait par récurrence sur d : pour démontrer le théorème avec
A, on l’applique aux AJ1,dK∖{j} (voir les détails ci-dessous). Le point clef est la proposition
suivante, dont la preuve occupe l’essentiel de ce chapitre :

Propriété 4.4. Soient d, e, k, Rj, Aj comme dans le théorème 4.1.
Soit J ⊂ J1, dK, tel que #J ≥ k+g(AJ , e)+1. On a alors équivalence entre les assertions :

(i) AJ est (e, k)-irrationnel.
(ii) ∀ j ∈ J , AJ∖{j} est (e, k + g(AJ , e)− g(AJ∖{j}, e))-irrationnel.

En outre, dans ce cas on a :

µn(AJ |e)k = max
j∈J

µn(AJ∖{j}|e)k+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},e).

Preuve (Théorème 4.1). Si d = 1 alors g(A, e) = 0 et k = 1 est la seule valeur
possible pour k. Les conclusions du théorème sont alors triviales.
Soit d ≥ 2, on suppose que pour tout 1 ≤ d′ < d le théorème est vérifié. Par hypothèse
on a k ≤ d− g(A, e).
• Si k = d− g(A, e) alors le théorème est évident car AJ = A pour J = J1, dK.

• Sinon k+ g(A, e) + 1 ≤ d et on peut appliquer la propriété 4.4 avec J = J1, dK et donc
AJ = A. On a alors l’équivalence entre :

(i) AJ est (e, k)-irrationnel.
(ii) ∀ j ∈ J1, dK, AJ∖{j} est (e, k + g(A, e)− g(AJ∖{j}, e))-irrationnel.

Or AJ∖{j} est de dimension d−1 < d et on peut donc appliquer l’hypothèse de récurrence
à l’espace AJ∖{j} avec k′ = k+ g(A, e)− g(AJ∖{j}. On a donc l’équivalence de (ii) avec :

∀ j ∈ J1, dK,∀ I ⊂ J ∖ {j},#I = k + g(A, e) =⇒ AI est (e, k + g(A, e)− g(AI , e))-irrationnel.

Or cette assertion se reformule immédiatement en :

∀ I ∈ P(k + g(A, e), d), AI est (e, k + g(A, e)− g(AI , e))-irrationnel.

Cela démontre alors l’équivalence cherchée.
De plus, dans le cas où ces conditions sont vérifiées on a, par la propriété 4.4 :

µn(AJ |e)k = max
j∈J

µn(AJ∖{j}|e)k+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},e)
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et donc par l’hypothèse de récurrence

µn(AJ |e)k = max
j∈J

max
I⊂J∖{j}

#I=k+g(AJ ,e)

µn(AI |e)k+g(AJ ,e)−g(AI ,e)

= max
I⊂J1,dK

#I=k+g(AJ ,e)

µn(AI |e)k+g(AJ ,e)−g(AI ,e)

et donc la récurrence est prouvée car AJ = A.
■

Il reste alors à montrer la propriété 4.4. Le reste du chapitre est consacré à sa preuve. On
montre d’abord l’implication (i) =⇒ (ii), la plus simple, ainsi qu’une première inégalité
sur les exposants dans le lemme 4.5. Puis dans le lemme 4.7, on explique comment on
peut « passer » de l’espace AJ à AJ∖{j} en exhibant une certaine projection orthogonale.
Enfin on montre l’implication inverse (ii) =⇒ (i) et l’égalité sur les exposants en jeu dans
la propriété 4.4 grâce au lemme 4.13. Ce dernier fait notamment appel à la propriété 3.8
démontrée au chapitre 3.

4.2 Preuve de la propriété 4.4
Dans la suite, on se donne d, e, k, Rj et Aj comme dans le théorème 4.1 et on considère
J ⊂ J1, dK tel que #J ≥ k + g(AJ , e) + 1.

4.2.1 Première implication

Une implication de la propriété 4.4 est plus simple que l’autre. On la montre ici en
utilisant les définitions de l’irrationalité d’un sous-espace et des exposants diophantiens.

Lemme 4.5. Si AJ est (e, k)-irrationnel alors pour tout j ∈ J :

AJ∖{j} est (e, k + g(AJ , e)− g(AJ∖{j}, e)-irrationnel

et de plus

µn(AJ |e)k ≥ max
j∈J

µn(AJ∖{j}|e)k+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},e).

Preuve. On suppose que l’espace AJ est (e, k)-irrationnel et soit j ∈ J . On rappelle
que g(dim(AJ), e, n) = g(AJ , e) et g(dim(AJ∖{j}, e, n) = g(dim(AJ∖{j}, e).
Comme AJ∖{j} ⊂ AJ le corollaire 2.18 donne AJ∖{j} ∈ In(AJ∖{j}, e)k+g(AJ ,e)−g((AJ∖{j},e)

ce qui prouve la première partie du lemme. De plus, par ce même corollaire on a

µn(AJ |e)k ≥ µn(AJ∖{j}|e)k+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j}|e).

Comme cela est valable pour tout j ∈ J on a donc :

µn(AJ |e)k ≥ max
j∈J

µn(AJ∖{j}|e)k+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j}|e).

■
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4.2.2 Passage à des sous-espaces orthogonaux

Pour prouver la suite, on se ramène au cas où les Rj sont engendrés par des vecteurs de
la base canonique. On introduit les espaces R′

j définis comme suit :

R′
j = {0}r1 × . . .× {0}rj−1 × Rrj × {0}rj+1 . . .× {0}rd ⊂ Rn pour j ∈ J1, dK.

Pour j ∈ J1, dK, soit φj un isomorphisme rationnel de Rj dans R′
j. On pose alors φ :

Rn → Rn l’application définie par :

∀ j ∈ J1, dK, φ|Rj
= φj.

Alors φ est un isomorphisme rationnel de Rn vers Rn. On a donc d’après le corollaire 2.30 :

µn(φ(A)|e)k = µn(A|e)k et µn(φ(AJ)|e)k = µn(AJ |e)k

pour tous J ⊂ J1, dK, e ∈ J1, n−1K et k tels que les espaces considérés soient (e, k)-irrationnels.

On peut donc dorénavant supposer que Rj = R′
j pour tout j ∈ J1, dK.

Pour J ⊂ J1, dK, on note RJ =
⊕
j∈J

Rj et cette somme directe est orthogonale. On note

pj la projection orthogonale sur Rj et p̂j = id− pj la projection orthogonale sur R⊥
j .

Remarque 4.6. On remarque que l’on a pour tout j ∈ J1, dK, p̂j =
∑
s ̸=j

ps. Pour tous

X ∈ Rn et j ̸= s on a en particulier :

∥ps(X)∥ ≤ ∥p̂j(X)∥.

4.2.3 Etude des angles entre espaces projetés

Le but de cette partie est démontrer le lemme suivant qui permet « diminuer » la dimen-
sion de l’espace AJ .

Lemme 4.7. Soit J ⊂ J1, dK tel que #J ≥ k+g(AJ , e)+1 et C un sous-espace vectoriel
de Rn de dimension e. Alors il existe j = j(C) ∈ J tel qu’en notant Cj = p̂j(C) on ait :

dim(Cj) ≥ k + g(AJ , e)

et ωk+g(AJ ,e)(AJ∖{j}, Cj) ≤ c1ωk+g(AJ ,e)(AJ , C)

avec c1 > 0 une constante ne dépendant que de n.

Pour démontrer le lemme 4.7, on constate que pour tout sous-espace vectoriel C de
dimension e, il existe C ′ un sous-espace de C de dimension k + g(AJ , e) tel que

ωk+g(AJ ,e)(AJ , C) = ωk+g(AJ ,e)(AJ , C
′).

On trouve le j ∈ J du lemme 4.7 grâce au lemme suivant :

Lemme 4.8. Soit J une partie non vide de J1, dK et C ′ un sous-espace vectoriel de Rn tel
que dim(C ′) < #J . Posons c2 = 1√

n2+1
. Alors il existe j ∈ J tel que, pour tout X ∈ C ′ :

∥p̂j(X)∥ ≥ c2∥X∥.
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Remarque 4.9. L’hypothèse dim(C ′) < #J est optimale dans le sens où si dim(C ′) ≥
#J , on peut avoir

⊕
j∈J

∆j ⊂ C ′ avec ∆j ⊂ Rj. En particulier, pour X ∈ ∆j, on a

p̂j(X) = 0 ce qui contredit le résultat du lemme.

Remarque 4.10. Ce lemme est intéressant du fait que la constante c2 ne dépend pas
de C ′. En effet si l’on oublie cette contrainte on peut facilement conclure : comme
dim(C ′) < #J , il existe j ∈ J tel que Rj ∩ C ′ = {0}.
En particulier ker(p̂j) ∩ C ′ = {0} et donc p̂j est injective sur C ′. On peut alors prendre

c2 = min
X∈C′,∥X∥=1

∥p̂j(X)∥

mais cette constante dépend alors de C ′.

Preuve. On suppose le contraire par l’absurde.
On a donc l’existence d’une famille (Xj)j∈J de vecteurs de C ′ telle que pour tout j ∈ J :

∥p̂j(Xj)∥ < c2∥Xj∥.

Les vecteurs Xj sont deux à deux distincts. En effet, si on a Xj = Xk pour j ̸= k, en
utilisant la remarque 4.6 on trouve :

∥Xj∥2 = ∥pj(Xj)∥2 + ∥p̂j(Xj)∥2 ≤ ∥p̂k(Xj)∥2 + ∥p̂j(Xj)∥2 < 2c22∥Xj∥2

ce qui donne alors c2 > 1√
2
. Or c2 = 1√

n2+1
≤ 1√

2
, ce qui soulève une contradiction.

Pour tout j ∈ J on a :

∥p̂j(Xj)∥2 < c22∥Xj∥2

= c22(∥pj(Xj)∥2 + ∥p̂j(Xj)∥2)

et donc c22∥pj(Xj)∥2 > (1 − c22)∥p̂j(Xj)∥2. On rappelle que ∥·∥21
n
≤ ∥ · ∥2 ≤ n∥ · ∥2∞. Cela

donne :

∥pj(Xj)∥2∞ >
1− c22
n2c22

∥p̂j(Xj)∥21 = ∥p̂j(Xj)∥21 (4.1)

par définition de c2.
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Notons Xj =
(
x1,j · · · xn,j

)⊺ et ℓj un indice tel que ∥pj(Xj)∥∞ = |xℓj ,j|. On remarque
que les indices ℓj sont distincts car les Ri sont en somme directe, engendrés par des
vecteurs de la base canonique et car pj(Xj) ∈ Rj.
On étudie maintenant la famille (Xj). On note M ∈ Mn,#J(R) la matrice dont les
colonnes sont ces Xj pour j ∈ J . Enfin on note M ′ la matrice carrée de taille #J
extraite de M dont les lignes correspondent aux lignes de M indexées par les ℓj. On a :

M ′ =

 xℓ1,j1
...

xℓ#J ,j1

· · ·
xℓ1,j#J

...
xℓ#J ,j#J


en écrivant J = {j1 < . . . < j#J}. On va montrer que M ′ est à diagonale strictement
dominante donc inversible. Joseph utilise aussi cette propriété dans le chapitre 6 de [15]
pour montrer qu’une certaine famille est une base.
D’après l’inégalité (4.1), pour tout i ∈ J1,#JK on a :

|xℓi,ji | = ∥pji(Xji)∥∞ > ∥p̂ji(Xji)∥1 =
∥∥∥∥∑

s ̸=ji

ps(Xji)

∥∥∥∥
1

≥
∑
s ̸=ji

|xℓs,ji |.

Alors M ′ est une matrice à diagonale strictement dominante donc elle est inversible. En
particulier M est de rang #J et les vecteurs Xj forment une famille libre de C ′ et donc

dim(C ′) ≥ dim(Vectj∈J(Xj)) = #J

ce qui fournit une contradiction.
■

Avant de passer à la preuve du lemme 4.7 on montre le lemme technique suivant.
Dans la suite, pour un vecteur x ∈ Rn et un espace V ⊂ Rn donné on note xV le projeté
orthogonal de x sur V . On note aussi A⊥

J l’orthogonal de AJ dans Rn.

Lemme 4.11. Soit J ⊂ J1, dK. Pour tous U ∈ Rn et j ∈ J on a :

∥UA⊥
J ∥ ≥

∥∥∥∥p̂j(U)A⊥
J∖{j}

∥∥∥∥.
Preuve. On introduit, pour A et R deux sous-espaces vectoriels de Rn, la notation
suivante :

A⊥R = A⊥ ∩R.

On a donc les relations suivantes :

A⊥
J = RJ1,dK∖J ⊕

⊥⊕
i∈J

A
⊥Ri
i , (4.2)

A⊥
J∖{j} = RJ1,dK∖J∪{j} ⊕

⊥⊕
i∈J∖{j}

A
⊥Ri
i . (4.3)
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Soit U ∈ C. Comme pj(U) ∈ Rj on a d’après (4.2) :

pj(U)
A⊥

J = pj(U)
A

⊥Rj
j ∈ Rj.

En effet Rj est orthogonal à toutes les autres composantes de A⊥
J .

De même, comme p̂j(U) ∈ RJ1,dK∖{j}, on a p̂j(U)A
⊥Rj
i = 0 et donc :

p̂j(U)
A⊥

J = p̂j(U)
RJ1,dK∖J +

∑
i∈J∖{j}

p̂j(U)
A

⊥Ri
i ∈ RJ1,dK∖{j}.

De plus comme p̂j(U)RJ1,dK∖J∪{j} = p̂j(U)
RJ1,dK∖J + p̂j(U)

Rj = p̂j(U)
RJ1,dK∖J , en utilisant

(4.3) on a :

p̂j(U)
A⊥

J = p̂j(U)
RJ1,dK∖J∪{j} +

∑
i∈J∖{j}

p̂j(U)
A

⊥Ri
i = p̂j(U)

A⊥
J∖{j} . (4.4)

Les vecteurs pj(U)A
⊥
J ∈ Rj et p̂j(U)A

⊥
J ∈ RJ1,dK∖{j} = R⊥

j sont donc orthogonaux. On
peut donc minorer la norme de UA⊥

J de la façon suivante :

∥UA⊥
J ∥2 = ∥pj(U)A

⊥
J + p̂j(U)

A⊥
J ∥2 = ∥pj(U)A

⊥
J ∥2 + ∥p̂j(U)A

⊥
J ∥2 ≥ ∥p̂j(U)A

⊥
J ∥2.

Le lemme est donc montré car on a déjà vu que p̂j(U)A
⊥
J = p̂j(U)

A⊥
J∖{j} en (4.4).

■
On a maintenant tous les outils pour montrer le lemme 4.7.

Preuve (lemme 4.7). Soit J ⊂ J1, dK tel que #J ≥ k+ g(AJ , e) + 1. On rappelle que
l’on note C ′ un sous-espace vectoriel de C de dimension k + g(AJ , e) tel que :

ωk+g(AJ ,e)(AJ , C) = ωk+g(AJ ,e)(AJ , C
′).

Comme dim(C ′) < #J , le lemme 4.8 donne j ∈ J tel que pour tout X ∈ C ′

∥p̂j(X)∥ ≥ c2∥X∥.

On étudie l’espace C ′
j = p̂j(C

′).
Comme pour tout X ∈ C ′ ∖ {0}, p̂j(X) ̸= 0, l’espace C ′

j est de dimension k + g(Aj, e)
comme C ′ . Enfin C ′

j ⊂ Cj = p̂j(C) et donc dim(Cj) ≥ dim(C ′
j) = k + g(AJ , e) ce qui

donne la première conclusion du lemme.

On étudie maintenant l’espace AJ∖{j}. On remarque d’abord que AJ∖{j} = p̂j(AJ).
Soit Uj ∈ C ′

j ∖ {0}, il existe U ∈ C ′ tel que p̂j(U) = Uj.
On rappelle que, d’après lemme 2.19 :

ω(Uj, AJ∖{j}) =
∥U

A⊥
J∖{j}

j ∥
∥Uj∥

.
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On utilise maintenant le lemme 4.11 qui donne ∥U
A⊥

J∖{j}
j ∥ ≤ ∥UA⊥

J ∥ et on rappelle que
∥Uj∥ ≥ c2∥U∥. On a donc :

ω(Uj, AJ∖{j}) ≤
∥UA⊥

J ∥
c2∥U∥

=
1

c2
ω(U,AJ)

≤ 1

c2
ωk+g(AJ ,e)(C

′, AJ)

car U ∈ C ′. La dernière inégalité provient du fait que

dim(C ′) = k + g(AJ , e) ≤ #J = dim(AJ)

et on utilise le lemme 2.17.
On rappelle que ωk+g(AJ ,e)(C

′, AJ) = ωk+g(AJ ,e)(C,AJ) par construction de C ′ et donc
pour tout Uj ∈ C ′

j ∖ {0}

ω(Uj, AJ∖{j}) ≤
1

c2
ωk+g(AJ ,e)(C,AJ).

Comme k+ g(AJ , e) = dim(C ′
j) ≤ #J − 1 = dim(AJ∖{j}), il existe Uj ∈ C ′

j ∖ {0} tel que

ω(Uj, AJ∖{j}) = ωk+g(AJ ,e)(C
′
j, AJ∖{j}).

On a donc :

ωk+g(AJ ,e)(C
′
j, AJ∖{j}) = ω(Uj, AJ∖{j}) ≤

1

c2
ωk+g(AJ ,e)(C,AJ).

Or C ′
j ⊂ Cj donc ωk+g(AJ ,e)(C

′
j, AJ∖{j}) ≥ ωk+g(AJ ,e)(Cj, AJ∖{j}) d’après le lemme 2.17.

On a donc :

ωk+g(AJ ,e)(Cj, AJ∖{j}) ≤
1

c2
ωk+g(AJ ,e)(C,AJ).

Le lemme 4.7 est prouvé avec c1 = c−1
2 .

■

4.2.4 Seconde implication et conclusion

On a tous les outils pour montrer la seconde implication et le résultat sur les exposants.

Lemme 4.12. Supposons que pour tout j ∈ J ,

AJ∖{j} est (e, k + g(AJ , e)− g(AJ∖{j}, e))-irrationnel.

Alors AJ est (e, k)-irrationnel.
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Preuve. On raisonne par contraposition et on suppose queAJ n’est pas (e, k)-irrationnel.
Il existe alors C un espace rationnel de dimension e tel que dim(AJ ∩C) ≥ k + g(AJ , e)
ce qui est équivalent à ωk+g(AJ ,e)(AJ , C) = 0.
Or d’après le lemme 4.7 il existe j ∈ J tel que :

dim(Cj) ≥ k + g(AJ , e)

et ωk+g(AJ ,e)(AJ∖{j}, Cj) ≤ c1ωk+g(AJ ,e)(AJ , C)

avec Cj = p̂j(C). L’espace Cj est rationnel et de dimension inférieure ou égale à e. Il
existe donc C̃ un espace rationnel de dimension e tel que Cj ⊂ C̃. On a alors d’après le
lemme 2.17 :

0 ≤ c2ωk+g(AJ ,e)(AJ∖{j}, C̃) ≤ c2ωk+g(AJ ,e)(AJ∖{j}, Cj) ≤ ωk+g(AJ ,e)(AJ , C) = 0

et donc

ωk+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},e)+g(AJ∖{j},e)(AJ∖{j}, C̃) = ωk+g(AJ ,e)(AJ∖{j}, C̃) = 0

ce qui signifie que AJ∖{j} n’est pas (e, k + g(AJ , e)− g(AJ∖{j}, e))-irrationnel.
■

Lemme 4.13. Soit J ⊂ J1, dK tel que #J ≥ k + g(AJ , e) + 1 alors :

max
j∈J

µn(AJ∖{j}|e)k+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},e) ≥ µn(AJ |e)k.

Preuve. Soit ε > 0. On note β = µn(AJ |e)k. Il existe alors une infinité de sous-espaces
rationnels C de dimension e tels que :

ψk(AJ , C) ≤ H(C)−β+ε. (4.5)

D’après le lemme 4.7, pour tout tel espace C, il existe j ∈ J tel que :

dim(Cj) ≥ k + g(AJ , e)

et ωk+g(AJ ,e)(AJ∖{j}, Cj) ≤ c2ωk+g(AJ ,e)(AJ , C)

en notant Cj = p̂j(C) et avec c2 > 0 ne dépendant que de n.
Comme les j ∈ J sont en nombre fini, il existe j ∈ J tel que pour une infinité d’espaces
rationnels C on ait ces inégalités avec Cj.
Comme le nombre de dimensions possibles pour les Cj est fini, il existe t ∈ Jk+g(AJ , e), eK
tel que pour une infinité d’espaces rationnels C de dimension e vérifiant (4.5), on ait :

dim(Cj) = t

et ωk+g(AJ ,e)(AJ∖{j}, Cj) ≤ c2ωk+g(AJ ,e)(AJ , C). (4.6)

D’après la propriété 3.8 on a

H(C) = H(Cj)H(ker(p̂j) ∩ C) ≥ H(Cj). (4.7)
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On note γe,j = µn(AJ∖{j}|e)k+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},e) et γt,j = µn(AJ∖{j}|t)k+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},t).
D’après le corollaire 2.27 on a

γe,j ≥ γt,j. (4.8)

En reprenant la défintion de l’exposant diophantien γt,j, il existe donc une constante
c3 > 0 dépendant seulement de A et de ε telle que pour tout espace B rationnel de
dimension t on a :

c3H(B)−γt,j−ε ≤ ψk+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},t)(AJ∖{j}, B). (4.9)

Donc pour tout espace C de dimension e vérifiant dim(Cj) = t et (4.5) on a :

c3H(C)−γe,j−ε ≤ c3H(Cj)
−γe,j−ε ≤ c3H(Cj)

−γt,j−ε ≤ ψk+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},t)(AJ∖{j}, Cj),

(4.10)

en utilisant les inégalités (4.7), (4.8) et (4.9).
On rappelle que ψk+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},t)(AJ∖{j}, Cj) = ωk+g(AJ ,e)(AJ∖{j}, Cj) si dim(Cj) = t.
En regroupant alors les inégalités (4.5), (4.6) et (4.10) on trouve :

c3c
−1
2 H(C)−γe,j−ε ≤ ωk+g(AJ ,e)(AJ , C) ≤ ψk(AJ , C) ≤ H(C)−β+ε

et donc en faisant tendre H(C) vers l’infini on obtient γe,j ≥ β − 2ε.
Comme cette inégalité est vraie pour tout ε on a donc γe,j ≥ β et donc en particulier :

max
j∈J

γe,j = max
j∈J

µn(AJ∖{j}|e)k+g(AJ ,e)−g(AJ∖{j},e) ≥ µn(AJ |e)k.

■
Les lemmes 4.5, 4.12, 4.13 donnent alors la propriété 4.4.
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Chapitre 5

Construction de droites avec exposants
diophantiens prescrits

Dans ce chapitre, on présente notre première construction d’espace avec exposants pres-
crits. On y étudie le cas où l’on veut construire une droite de Rn. Ce cas est important
car il est utilisé dans toutes les autres constructions de cette thèse (chapitres 6, 7 et 9).
Ici on a d = 1 et e ∈ J1, n− 1K donc g(d, e, n) = 0.

Ce chapitre établit le théorème suivant.

Théorème 5.1. Soit (γ1, . . . , γn−1) ∈ Rn−1 vérifiant γ1 ≥ 2 +
√
5−1
2

et

∀ i ∈ J2, n− 1K, γi ≥

(
2 +

√
5− 1

2

)
γi−1, (5.1)

∀ (i, j) ∈ J1, n− 2K2, i+ j ≤ n− 1 =⇒ γi+j ≤ γiγj. (5.2)

On peut alors construire explicitement une droite A de Rn vérifiant A ∈ In(1, n − 1)1
et :

∀ e ∈ J1, n− 1K, µn(A|e)1 = γe.

Remarque 5.2. Avec n = 2 et γ1 ≥ 2 +
√
5−1
2
≈ 2, 618 . . ., on construit une droite

A = Vect
(
1
ξ

)
vérifiant µ2(A|1)1 = γ1. En utilisant la remarque 1.14 cela donne en

particulier µ(ξ) = γ1 comme énoncé dans la remarque 3.14.

Remarque 5.3. L’hypothèse (5.2), qui stipule que la suite (γi) est sous-multiplicative,
assure l’égalité µn(A|e)1 = γe. Sans cette hypothèse, on aurait seulement la minoration
µn(A|e)1 ≥ γe comme cela est détaillé dans la preuve, section 5.1.

51



Remarque 5.4. La preuve de ce théorème reprend des idées de la preuve du théo-
rème 1.20 de Joseph. On mentionne qu’il existe aussi une droite A de Rn vérifiant :

∀ e ∈ J1, n− 1K, µn(A|e)1 = +∞.

En effet, Joseph construit une droite A vérifiant µn(A|1)1 = +∞ et la propriété 2.27
donne µn(A|e)1 = +∞ pour tout e ∈ J1, n− 1K.

Remarque 5.5. Les valeurs prescrites des exposants diophantiens dans le théorème 5.1
ne sont pas optimales dans le sens où l’on connait toutes les valeurs possibles prises par
le spectre joint (µn(A|1)1, . . . , µn(A|n − 1)1) par le théorème 1.24. Ici, les hypothèses
(5.1) et (5.2) sont plus restrictives.
On utilise, dans cette thèse, la preuve du théorème 5.1 pour réaliser les constructions
effectuées dans les chapitres suivants.

Pour prouver le théorème 5.1, on montre un résultat plus général à savoir la propriété 5.6.
On y construit une droite A de Rn dont on peut prescrire les exposants diophantiens.
Cette construction, réalisée dans la section 5.2, fait appel aux nombres σ(θ, u, α) que
l’on a définis dans le chapitre 3 (section 3.3).
On minore l’exposant µn(A|e)1 dans le corollaire 5.14 en exhibant des sous-espaces ra-
tionnels BN,e, définis dans la section 5.3, qui approchent bien A. En montrant ensuite
dans le lemme 5.17 que ces sous-espaces sont les « meilleurs » approximations de A, on
majore µn(A|e)1 dans le corollaire 5.18. Pour la majoration de µn(A|e)1, on a besoin de
minorer ψ1(A,BN,e), ce qui se fait en considérant, dans le lemme 5.15, les mineurs de
taille 2 de certaines matrices et en montrant que l’un d’eux est forcément assez grand

5.1 Propriété technique
On montre le théorème 5.1 grâce à la propriété technique suivante dont la preuve occupe
la plus grande partie de chapitre.

Propriété 5.6. Soit (βN)N∈N∗ ∈ [2 +
√
5−1
2
,+∞[N

∗ une suite périodique de période
T ∈ N∗.
Il existe une droite A de Rn vérifiant A ∈ In(1, n− 1)1 et :

∀ e ∈ J1, n− 1K, µn(A|e)1 = max
i∈J0,T−1K

βi+1 . . . βi+e.

De plus la construction de A est explicite.

Corollaire 5.7. Soit (β1, . . . , βn−1) ∈ [2 +
√
5−1
2
,+∞[n−1.

Il existe une droite A de Rn vérifiant A ∈ In(1, n− 1)1 et :

∀ e ∈ J1, n− 1K, µn(A|e)1 = max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e.
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Preuve. Ce corollaire se déduit directement de la propriété 5.6 en introduisant la suite
(βN)N∈N∗ qui complète β1, . . . , βn−1 définie par :

∀ j ∈ Jn, 2n− 2K, βj = 2 +

√
5− 1

2

et

∀ i ∈ J1, 2n− 2K,∀ k ∈ N, βi+k(2n−2) = βi.

Cette suite (βN)N∈N∗ ainsi construite est donc (2n − 2)-périodique et à valeurs dans
[2 +

√
5−1
2
,+∞[ .

D’après la propriété 5.6, il existe une droite A de Rn vérifiant A ∈ In(1, n− 1)1 et :

∀ e ∈ J1, n− 1K, µn(A|e)1 = max
i∈J0,2n−3K

βi+1 . . . βi+e.

Il reste alors à montrer que

max
i∈J0,2n−3K

βi+1 . . . βi+e ≤ max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e,

l’autre inégalité étant triviale.
Soit k ∈ J0, 2n− 3K tel que βk+1 . . . βk+e = max

i∈J0,2n−3K
βi+1 . . . βi+e. On distingue 4 cas.

• Si k ∈ J0, n− e− 1K, alors par définition

βk+1 . . . βk+e ≤ max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e.

• Si k ∈ Jn− e, n− 2K, on a :

βk+1 . . . βk+e =
n−1−k∏
ℓ=1

βk+ℓ ×
e∏

ℓ=n−k

βk+ℓ.

Comme pour tout ℓ ∈ Jn− k, eK, βk+ℓ = 2 +
√
5−1
2
≤ βk+ℓ−e, on a

βk+1 . . . βk+e ≤
n−1−k∏
ℓ=1

βk+ℓ ×
e∏

ℓ=n−k

βk+ℓ−e

≤
n−1−k∏

ℓ=n−k−e

βk+ℓ

≤ βi+1 . . . βi+e

avec i = n− 1− e et donc βk+1 . . . βk+e ≤ max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e.

• Si k ∈ Jn− 1, 2n− 2− eK, on a βk+ℓ = 2 +
√
5−1
2

pour tout ℓ ∈ J1, eK et donc :

βk+1 . . . βk+e ≤ max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e.
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• Si k ∈ J2n− 1− e, 2n− 3K, on a :

βk+1 . . . βk+e =
2n−2−k∏

ℓ=1

βk+ℓ ×
e∏

ℓ=2n−1−k

βk+ℓ

=
2n−2−k∏

ℓ=1

βk+ℓ ×
e−2n+2∏
ℓ=1−k

βk+ℓ

en utilisant la périodicité de β.
Comme pour tout ℓ ∈ J1, 2n− 2− kK, βk+ℓ = 2 +

√
5−1
2
≤ βk+ℓ+e−2n+2, on a

βk+1 . . . βk+e ≤
2n−2−k∏

ℓ=1

βk+ℓ+e−2n+2 ×
e−2n+2∏
ℓ=1−k

βk+ℓ

≤
e−k∏

ℓ=e−2n+3

βk+ℓ ×
e−2n+2∏
ℓ=1−k

βk+ℓ

≤ βi+1 . . . βi+e

avec i = 1 et donc βk+1 . . . βk+e ≤ max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e.

■
On peut alors déduire le théorème 5.1 du corollaire 5.7.

Preuve (théorème 5.1). On construit (β1, . . . , βn−1) ∈ [2 +
√
5−1
2
,+∞[n−1 de sorte à

appliquer le corollaire 5.7.
On pose γ0 = 1 et

∀ j ∈ J1, n− 1K, βj = γjγ
−1
j−1.

On a β1 = γ1 ≥ 2+
√
5−1
2

par hypothèse. D’après l’hypothèse (5.1), on a γj ≥
(
2 +

√
5−1
2

)
γj−1

pour tout j ∈ J2, n− 1K. On en déduit alors :

∀ j ∈ J1, n− 1K, βj ≥ 2 +

√
5− 1

2
.

Le corollaire 5.7 donne l’existence d’une droite A de Rn vérifiant A ∈ In(1, n− 1)1 et :

∀ e ∈ J1, n− 1K, µn(A|e)1 = max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e.

Il reste alors à montrer que max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e = γe pour tout e ∈ J1, n − 1K. On

remarque que pour i ∈ J0, n− 1− eK :

βi+1 . . . βi+e =
γi+e

γi
.
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En prenant i = 0 on a donc max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e ≥ γe.

D’autre part pour i ∈ J1, n − 1 − eK, l’hypothèse (5.2) donne γi+e ≤ γiγe et donc en
particulier

βi+1 . . . βi+e ≤ γe.

Alors max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e ≤ γe.

■
Le reste du chapitre est consacré à la preuve de la propriété 5.6.
On se donne (βN)N∈N∗ ∈ [2 +

√
5−1
2
,+∞[N

∗ une suite périodique de période T ∈ N∗.

5.2 Construction de la droite
Dans cette section, on construit la droite A de la propriété 5.6 ainsi que des vecteurs XN

pour N ∈ N, qui sont ceux réalisant les meilleures approximations de A.
On introduit la suite α = (αk)k∈N définie par :

α0 = 1,

∀ k ∈ N, αk+1 = βk+1αk.

Remarque 5.8. Pour tout k ∈ N on a ⌊αk+1⌋ − ⌊αk⌋ ≥ 1.
En effet, le cas k = 0 est trivial car β1 > 2 et pour k ∈ N∗ :

⌊αk+1⌋ − ⌊αk⌋ ≥ αk+1 − 1− αk ≥ (βk+1 − 1)αk − 1 ≥ 1

car βk+1 ≥ 2 et αk ≥ 2.

Soit θ un nombre premier supérieur ou égal à 5 et ϕ : N→ J0, n− 2K définie par :

ϕ(k) = (k mod (n− 1)) ∈ J0, n− 2K

où k mod (n− 1) est le reste de la division euclidienne de k par n− 1.
On remarque que pour tout sous-ensemble de N de la forme X = {x, x+1, . . . , x+n−2}
avec x ∈ N on a ϕ|X bijective.
D’après le lemme 3.15, comme βN ≥ 2 +

√
5−1
2

> 1, il existe n − 1 suites u0, . . . , un−2

vérifiant :

∀ j ∈ J0, n− 2K,∀ k ∈ N, ujk

{
∈ {1, 2} si ϕ(k) = j
= 0 sinon (5.3)

d’où ujk ̸= 0 si et seulement si j = k mod (n− 1) ; et telles que la famille (σ0, . . . , σn−2)
soit algébriquement indépendante sur Q avec :

∀ j ∈ J0, n− 2K, σj = σ(θ, uj, α) =
+∞∑
k=0

ujk
θ⌊αk⌋

.
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On pose alors A = Vect(Y ) où :

Y =


1
σ0
...

σn−2

 .

D’après le lemme 3.16, l’espace A est (e, 1)-irrationnel pour tout e ∈ J1, n − 1K. Dans
le reste de ce chapitre, on va montrer que µn(A|e)1 = max

i∈J0,T−1K
βi+1 . . . βi+e pour e ∈

J1, n− 1K.
Pour cela on pose, pour N ∈ N, le vecteur tronqué :

XN = θ⌊αN ⌋


1

σ0,N
...

σn−2,N

 = θ⌊αN ⌋



1
N∑
k=0

u0
k

θ⌊αk⌋

...
N∑
k=0

un−2
k

θ⌊αk⌋


∈ Zn (5.4)

où l’on a posé σj,N =
N∑
k=0

uj
k

θ⌊αk⌋ pour j ∈ J0, n− 2K. On a en particulier :

|σj − σj,N | =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=N+1

ujk
θ⌊αk⌋

∣∣∣∣∣ ≤ 2
+∞∑

k=⌊αN+1⌋

1

θk
≤ 2θ

θ − 1

1

θ⌊αN+1⌋

car ⌊αk+1⌋ − ⌊αk⌋ ≥ 1 d’après la remarque 5.8. On a donc :

|σj − σj,N | ≤
c1

θαN+1
(5.5)

avec c1 = 2θ2

θ−1
.

En particulier on a :

θ−⌊αN ⌋XN −→
N→+∞

Y. (5.6)

La preuve de la propriété 5.6 se déroule en montrant que les « meilleurs » espaces ap-
prochant A sont ceux engendrés par ces vecteurs XN . On pose pour cela pour N ∈ N et
e ∈ J1, n− 1K :

BN,e = Vect(XN , . . . , XN+e−1).

Dans la suite on fixe e ∈ J1, n− 1K et on montre que µn(A|e)1 = max
i∈J0,T−1K

βi+1 . . . βi+e.
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5.3 L’espace BN,e

On étudie ici plus précisement l’espace BN,e = Vect(XN , . . . , XN+e−1) en donnant en
particulier une Z-base de BN,e ∩ Zn et la hauteur H(BN,e).

Pour N ∈ N on remarque que :

XN+1 = θ⌊αN+1⌋−⌊αN ⌋XN + wN+1 (5.7)

avec wN+1 =
(
0 u0N+1 · · · un−2

N+1

)⊺ ∈ Zn.
D’après la construction des suites uj en (5.3), le vecteur wN+1 comporte exactement une
coordonnée non nulle qui est ujN+1 pour j = ϕ(N +1). On pose alors le vecteur suivant :

vN+1 =
1

u
ϕ(N+1)
N+1

wN+1.

On a défini des vecteurs vN+1, . . . , vN+e−1 et on constate que ce sont des vecteurs deux à
deux distincts de la base canonique, et que le premier vecteur (1, 0, . . . , 0)⊺ de cette base
n’en fait pas partie. De plus on a :

BN,e = Vect(XN , vN+1, . . . , vN+e−1) (5.8)

en utilisant la relation (5.7) et la définition de BN,e. On en déduit que dim(BN,e) = e car
la première coordonnée de XN est non nulle.

Lemme 5.9. Soit N ∈ N. Alors

XN , vN+1, . . . , vN+e−1 est une Z-base de BN,e ∩ Zn.

Preuve. Les vecteurs XN , vN+1, . . . , vN+e−1 sont entiers et d’après (5.8) ils engendrent
BN,e.
Soit (a, b1, . . . , be−1) ∈ Re tels que :

X = aXN + b1vN+1 + . . .+ be−1vN+e−1 ∈ BN,e ∩ Zn.

Pour prouver le lemme, il reste à montrer que (a, b1, . . . , be−1) ∈ Ze.
La première coordonnée de X est aθ⌊αN ⌋, on a donc :

aθ⌊αN ⌋ ∈ Z.

On pose i = ϕ(N), on a donc uiN ∈ {1, 2} et pour tout j ∈ J1, n− 2K, uiN+j = 0.
On étudie la (i+ 1)-ième coordonnée de X et on a :

aθ⌊αN ⌋σi,N +
e−1∑
j=1

bj
uiN+j

u
ϕ(N+j)
N+j

= aθ⌊αN ⌋σi,N ∈ Z. (5.9)

Or

σi,N =
N∑
k=0

uik
θ⌊αk⌋

=
1

θ⌊αN ⌋

N∑
k=0

θ⌊αN ⌋−⌊αk⌋uik =
1

θ⌊αN ⌋

(
θUN + uiN

)
(5.10)
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avec UN =
N−1∑
k=0

θ⌊αN ⌋−⌊αk⌋−1uik ∈ Z.

On note VN = θUN + uiN . Les relations (5.9) et (5.10) donnent alors aVN ∈ Z.

D’autre part, comme uiN ∈ {1, 2} et θ > 2, on a pgcd(θ, VN) = 1 en particulier :

pgcd(θ⌊αN ⌋, VN) = 1.

Par le théorème de Bézout, il existe p1 et p2 deux entiers tels que p1θ⌊αN ⌋ + p2VN = 1.
On a alors

a = a(p1θ
⌊αN ⌋ + p2VN) = p1aθ

⌊αN ⌋ + p2aVN ∈ Z

car aθ⌊αN ⌋ ∈ Z et aVN ∈ Z.
En particulier X − aXN = b1vN+1 + . . .+ be−1vN+e−1 ∈ Z. Or les vN+j sont des vecteurs
distincts de la base canonique, donc bj ∈ Z pour tout j ∈ J1, e− 1K.
On conclut que (a, b1, . . . , be−1) ∈ Ze et donc le lemme est prouvé.

■
On peut maintenant calculer la hauteur de l’espace BN,e. Pour cela il faut estimer la
norme des vecteurs XN .

Lemme 5.10. Il existe des constantes c2 > 0 et c3 > 0 indépendantes de N telles que :

∀N ∈ N, c2θ
αN ≤ ∥XN∥ ≤ c3θ

αN .

Preuve. D’après (5.6) on a θ−⌊αN ⌋XN −→
N→+∞

Y et donc

θ−⌊αN ⌋∥XN∥ −→
N→+∞

∥Y ∥.

Comme θαN

θ
≤ θ⌊αN ⌋ ≤ θαN , cette relation asymptotique donne l’existence de constantes

c2 > 0 et c3 > 0 telles que :

∀N ∈ N, c2θ
αN ≤ ∥XN∥ ≤ c3θ

αN .

■

Lemme 5.11. Il existe des constantes c4 > 0 et c5 > 0 indépendantes de N telles que :

∀N ∈ N, c4θ
αN ≤ H(BN,e) ≤ c5θ

αN .

Preuve. D’après le lemme 5.8, les vecteurs XN , vN+1, . . . , vN+e−1 forment une Z-base
de BN,e ∩ Zn. On a donc par le lemme 2.7 :

H(BN,e) = ∥XN ∧ vN+1 ∧ . . . ∧ vN+e−1∥.

On en déduit :

H(BN,e) ≤ ∥XN∥∥vN+1∥ . . . ∥vN+e−1∥ ≤ ∥XN∥
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et on a la majoration du lemme en prenant c5 = c3 la constante du lemme 5.10.
D’autre part on sait que les vN+j pour j ∈ J1, e− 1K forment une famille libre. De plus
Y /∈ Vect(vN+1, . . . , vN+e−1) car la première coordonnée de Y est 1 et celle des vN+j est
nulle, donc ∥Y ∧vN+1∧ . . .∧vN+e−1∥ > 0. En outre, le (e−1)-uplet (vN+1, . . . , vN+e−1) ne
peut prendre qu’un nombre fini de valeurs quand N varie. Il existe donc une constante
c6 > 0 indépendante de N telle que :

∀N ∈ N, ∥Y ∧ vN+1 ∧ . . . ∧ vN+e−1∥ ≥ c6.

Comme θ−⌊αN ⌋XN −→
N→∞

Y d’après (5.6), il existe N0 ∈ N tel que :

∀N ≥ N0, ∥θ−⌊αN ⌋XN − Y ∥ ≤
c6
2
.

On minore alors H(BN,e) pour N ≥ N0 :

H(BN,e) = ∥XN ∧ vN+1 ∧ . . . ∧ vN+e−1∥
= θ⌊αN ⌋∥(θ−⌊αN ⌋XN − Y + Y ) ∧ vN+1 ∧ . . . ∧ vN+e−1∥
≥ θ⌊αN ⌋ (∥Y ∧ vN+1 ∧ . . . ∧ vN+e−1∥ − ∥(θ−⌊αN ⌋XN − Y ) ∧ vN+1 ∧ . . . ∧ vN+e−1∥

)
≥ c6

2θ
θαN

d’après les inégalités précédentes.
On pose c7 = min

0≤N<N0

θ−αNH(BN,e) > 0 et c4 = min(c7,
c6
2θ
) > 0.

On a alors pour tout N ∈ N

H(BN,e) ≥ c4θ
αN

et la minoration du lemme est prouvée.
■

5.4 Minoration de l’exposant
On montre dans cette section, que les espaces BN,e (définis dans la section 5.3) réalisent
une bonne approximation de A au premier angle. Cela permet alors de minorer l’exposant
µn(A|e)1.

Lemme 5.12. Il existe une constante c8 > 0 indépendante de N telle que pour tout
N ∈ N

ω(Y,XN) ≤ c8θ
−αN+1 .

Preuve. Soit N ∈ N. D’après le lemme 2.16 on a

ω(Y,XN) = ω(Y, θ−⌊αN ⌋XN) ≤
∥Y − θ−⌊αN ⌋XN∥

∥Y ∥
.
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Or Y − θ−⌊αN ⌋XN =

(
0

+∞∑
k=N+1

u0
k

θ⌊αk⌋ · · ·
+∞∑

k=N+1

un−2
k

θ⌊αk⌋

)⊺

et pour tout j ∈ J0, n− 2K :∣∣∣∣∣
+∞∑

k=N+1

ujk
θ⌊αk⌋

∣∣∣∣∣ = |σj − σj,N | ≤ c1
θαN+1

d’après (5.5). On a donc :

∥Y − θ−⌊αN ⌋XN∥ ≤
c1

θαN+1

√
n− 1.

On a donc prouvé le lemme avec c8 =
√
n−1c1
∥Y ∥ .

■

Lemme 5.13. Il existe une constante c9 > 0 indépendante de N telle que pour tout
N ∈ N :

ψ1(A,BN,e) ≤ c9H(BN,e)
−βN+1...βN+e .

Preuve. Soit N ∈ N. Comme XN+e−1 ∈ BN,e et Y ∈ A on a :

ψ1(A,BN,e) ≤ ω(Y,XN+e−1) ≤ c8θ
−αN+e = c8θ

−αNβN+1...βN+e (5.11)

d’après le lemme 5.12.
On rappelle que H(BN,e) ≤ c5θ

αN d’après le lemmme 5.11. On a donc :

ψ1(A,BN,e) ≤ (c8c
βN+1...βN+e

5 )H(BN,e)
−βN+1...βN+e .

On pose c9 = c8c
( max
i∈J1,T K

βi)
e

5 ≥ c8c
βN+1...βN+e

5 et le lemme est prouvé.
■

On rappelle que les βN+1, . . . , βN+e sont à valeurs dans {β1, . . . , βT}. On en déduit alors
le corollaire suivant.

Corollaire 5.14. On a :

µn(A|e)1 ≥ max
i∈J0,T−1K

βi+1 . . . βi+e.

Preuve. Comme la suite des (βk) est T -périodique, on a :

∀ i ∈ J0, T K,∀N ∈ N, N ≡ i mod (T − 1) =⇒ βN+1 . . . βN+e = βi+1 . . . βi+e.

Le lemme 5.13 donne donc, pour tout i ∈ J0, T K, une infinité d’espaces B rationnels de
dimension e tels que :

ψ1(A,B) ≤ c9H(B)−βi+1...βi+e .

On a donc en prenant i qui réalise le maximum des βi+1 . . . βi+e :

µn(A|e)1 ≥ max
i∈J0,T−1K

βi+1 . . . βi+e.

■
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5.5 Majoration de l’exposant
On montre dans cette section, que les espaces BN,e (définis dans la section 5.3) réalisent
en fait la meilleure approximation de A au premier angle. Cela permet alors de majorer
l’exposant µn(A|e)1.

Lemme 5.15. Il existe une constante c10 > 0 indépendante de N telle que pour tout
N ∈ N :

ψ1(A,BN,e) ≥ c10θ
−αN+e .

Preuve. On a montré dans la section 5.3 que BN,e = Vect(XN , vN+1, . . . , vN+e−1).
Comme XN+e−1 −XN ∈ Vect(vN+1, . . . , vN+e−1), d’après (5.7), on a :

BN,e = Vect(XN+e−1, vN+1, . . . , vN+e−1).

Soit X ∈ BN,e ∖ {0}. On va montrer que

ω(X, Y ) ≥ c10
1

θ⌊αN+e⌋

et donc en particulier ω(X, Y ) ≥ c10
1

θαN+e . Comme ψ1(A,BN,e) = min
X∈BN,e∖{0}

ω(X, Y )

cela prouve le lemme.
On écrit X dans la base XN+e−1, vN+1, . . . , vN+e−1 :

X = aZN+e−1 + b1vN+1 + . . .+ be−1vN+e−1.

avec ZN+e−1 = θ−⌊αN+e−1⌋XN+e−1.
Quitte à renormaliser X, on peut supposer que :

a2 +
e−1∑
j=1

b2j = 1.

Cette hypothèse donne en particulier ∥X∥ ≤ c11 avec c11 indépendante de N car les
vecteurs vN+j sont de norme 1 et ZN+e−1 → Y d’après (5.6).
On cherche alors à minorer la quantité ∥X ∧ Y ∥. On rappelle que l’on a :

X =



a

aσ0,N+e−1 +
e−1∑
j=1

bju
0
N+j

...

aσn−2,N+e−1 +
e−1∑
j=1

bju
n−2
N+j


et Y =


1
σ0
...

σn−2
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et que l’on peut minorer ∥X ∧ Y ∥ par la valeur absolue de tout mineur de taille 2 de la
matrice (X|Y ). On a donc :

∀ i ∈ J0, n− 2K, ∥X ∧ Y ∥ ≥

∣∣∣∣∣∣det
 a 1

aσi,N+e−1 +
e−1∑
j=1

bju
i
N+j σi

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a(σi − σi,N+e−1)−
e−1∑
j=1

bju
i
N+j

∣∣∣∣∣ .
Comme σi − σi,N+e−1 =

+∞∑
k=N+e

ui
k

θ⌊αk⌋ on obtient finalement :

∀ i ∈ J0, n− 2K, ∥X ∧ Y ∥ ≥

∣∣∣∣∣a
+∞∑

k=N+e

uik
θ⌊αk⌋

−
e−1∑
j=1

bju
i
N+j

∣∣∣∣∣ . (5.12)

On distingue maintenant deux cas.
• Premier cas : pour tout j ∈ J1, e− 1K, on a |bj| < 1

θ⌊αN+e⌋ . On a alors :

a2 = 1−
e−1∑
j=1

b2i ≥ 1− e− 1

θ2e

car ⌊αN+e⌋ ≥ e d’après la remarque 5.8. On pose c12 =
√

1− e−1
θ2e

> 0 et donc |a| ≥ c12.
Soit i = ϕ(N + e) ∈ J0, n− 2K. On a alors

uiN+e ≥ 1 et uiN+1 = . . . = uiN+e−1 = 0.

On utilise (5.12) avec ce i et on trouve :

∥X ∧ Y ∥ ≥

∣∣∣∣∣a
+∞∑

k=N+e

uik
θ⌊αk⌋

∣∣∣∣∣ ≥ |a|
∣∣∣∣ uiN+e

θ⌊αN+e⌋

∣∣∣∣ ≥ c12
1

θ⌊αN+e⌋
.

• Second cas : il existe j0 ∈ J1, e− 1K tel que |bj0| ≥ 1

θ⌊αN+e⌋ .
Soit i = ϕ(N + j0). On a alors

uiN+j0
≥ 1 et uiN+1 = . . . = uiN+j0−1 = uiN+j0+1 = . . . = uiN+e−1 = uiN+e = 0.

En appliquant (5.12) avec i on trouve :

∥X ∧ Y ∥ ≥

∣∣∣∣∣a
+∞∑

k=N+e+1

uik
θ⌊αk⌋

− bj0uiN+j0

∣∣∣∣∣
≥ |bj0| − |a|

+∞∑
k=N+e+1

uik
θ⌊αk⌋

≥ 1

θ⌊αN+e⌋
− 1

θ⌊αN+e+1⌋
2θ

θ − 1

62



car |a| ≤ 1 par l’hypothèse a2 +
e−1∑
j=1

b2j = 1. Or, par la remarque 5.8

1

θ⌊αN+e+1⌋
2θ

θ − 1
≤ 1

θ⌊αN+e⌋+1

2θ

θ − 1
≤ 1

θ⌊αN+e⌋
2

θ − 1
≤ 1

2θ⌊αN+e⌋
.

Cela donne alors

∥X ∧ Y ∥ ≥ 1

θ⌊αN+e⌋
− 1

2θ⌊αN+e⌋
=

1

2θ⌊αN+e⌋
.

Soit maintenant c10 =
min(c12,

1
2
)

∥Y ∥c11 . Comme ∥X∥ ≤ c11 et d’après les deux cas que l’on a
étudiés on a :

ω(X, Y ) =
∥X ∧ Y ∥
∥X∥ · ∥Y ∥

≥
min(c12,

1
2
)

c11 · ∥Y ∥
1

θ⌊αN+e⌋
= c10

1

θ⌊αN+e⌋

ce qui termine la preuve du lemme.
■

Remarque 5.16. Les lemmes 5.12 et 5.15 donnent

c13θ
−αN+e ≤ ψ1(A,BN,e) ≤ c14θ

−αN+e .

On montre maintenant que les espaces BN,e sont les « meilleurs » approchant A dans le
sens du lemme suivant. On note Ke = max

i∈J0,T−1K
βi+1 . . . βi+e.

Lemme 5.17. Soit ε > 0 et B un sous-espace rationnel de dimension e tel que :

ψ1(A,B) ≤ H(B)−Ke−ε. (5.13)

Alors si H(B) est assez grand en fonction de ε et A, il existe N ∈ N tel que B = BN,e.

Preuve. Soit N ∈ N l’entier vérifiant :

θαN+e−1 ≤ H(B)Ke+
ε
2
−1 < θαN+e . (5.14)

On montre alors que ce N convient si H(B) est assez grand.

Soit Z1, . . . , Ze une Z-base de B ∩Zn. On va montrer que si H(B) est assez grand, alors
pour tout i ∈ J0, e− 1K la quantité suivante :

DN+i = ∥XN+i ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥

s’annule. D’après le lemme 2.22 on a :

DN+i = ω1(XN+i, B)∥XN+i∥H(B).
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Or ω1(XN+i, B) ≤ ω(XN+i, Y ) + ω1(A,B) par l’inégalité triangulaire (lemme 2.15). De
plus ∥XN+i∥ ≤ c3θ

αN+i d’après le lemme 5.10 et ω1(A,B) = ψ1(A,B). Ainsi :

DN+i ≤ c3θ
αN+i (ω(XN+i, Y ) + ψ1(A,B))H(B).

En utlisant le lemme 5.12 qui donne ω(XN+i, Y ) ≤ c8θ
−αN+i+1 et l’hypothèse (5.13) on a

DN+i ≤ c3θ
αN+i

(
c8θ

−αN+i+1 +H(B)−Ke−ε
)
H(B)

≤ c15
(
θ−αN+i+1+αN+iH(B) + θαN+iH(B)−Ke−ε+1

)
avec c15 > 0 indépendante de B.

D’après le choix de N en (5.14) on a θαN+i ≤ θαN+e−1 ≤ H(B)Ke+
ε
2
−1 et θ ≥ H(B)

Ke+
ε
2−1

αN+e .
Alors pour tout i ∈ J0, e− 1K :

DN+i ≤ c15
(
H(B)γi +H(B)−

ε
2

)
(5.15)

en posant γi = 1 +
(−αN+i+1+αN+i)(Ke+

ε
2
−1)

αN+e
.

On remarque tout d’abord que −αN+i+1 + αN+i est maximal pour i = 0. En effet si
i ≥ 1 :

αN+1 + αN+i ≤ 2αN+i ≤ αN+i+1 ≤ αN+i+1 + αN

en utilisant le fait que βN+i+1 ≥ 2 et αN ≥ 0.

On a donc γi ≤ γ0 pour tout i ∈ J0, e − 1K et on va montrer que γ0 ≤ −c16ε avec une
certaine constante c16 > 0 indépendante de B qu’il reste à définir.
On a :

γ0 = 1 +
(−αN+1 + αN)(Ke +

ε
2
− 1)

αN+e

= 1 +
(−βN+1 + 1)(Ke +

ε
2
− 1)

βN+1 . . . βN+e

;

enfin :

γ0 =
βN+1 . . . βN+e + (−βN+1 + 1)(Ke +

ε
2
− 1)

βN+1 . . . βN+e

≤ (−βN+1 + 1)(Ke − 1) + βN+1 . . . βN+e

βN+1 . . . βN+e

− c16ε. (5.16)

avec c16 = 1+
√
5

4Ke
≤ (βN+1−1)

2βN+1...βN+e
indépendante de B. On majore maintenant l’autre terme :

(−βN+1 + 1)(Ke − 1) + βN+1 . . . βN+e ≤ (−βN+1 + 1)(Ke − 1) +Ke

= −Ke(βN+1 − 2) + βN+1 − 1.

Or Ke = max
i∈J0,T−1K

βi+1 . . . βi+e ≥ βN+1 > 2 et donc

−Ke(βN+1 − 2) + βN+1 − 1 ≤ −βN+1(βN+1 − 2) + βN+1 − 1

≤ −β2
N+1 + 3βN+1 − 1

≤ 0
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car βN+1 ≥ 2 +
√
5−1
2

= 3+
√
5

2
.

On a donc en reprenant l’inégalité (5.16), pour tout i ∈ J0, e− 1K :

γi ≤ γ0 ≤ −c16ε

avec c16 > 0 indépendante de B.

Revenons à la majoration (5.15). Pour tout i ∈ J0, e− 1K on a :

DN+i ≤ c15
(
H(B)γi +H(B)−

ε
2

)
≤ c15

(
H(B)−c16ε +H(B)−

ε
2

)
.

Le terme de droite tend vers 0 quand H(B) → +∞. En particulier, si H(B) est assez
grand en fonction de c15, c16 et ε on a :

∀ i ∈ J0, e− 1K, ∥XN+i ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥ = DN+i < 1.

Si tel est le cas, on a, d’après le lemme 2.14 :

∀ i ∈ J0, e− 1K, XN+i ∈ B.

On rappelle que BN,e = Vect(XN , . . . , XN+e−1). On a alors montré que, si H(B) est assez
grand, BN,e ⊂ B pour N vérifiant θαN+e−1 ≤ H(B)Ke+

ε
2
−1 < θαN+e .

Par égalité des dimensions, on a alors BN,e = B et le lemme est prouvé.
■

Le corollaire suivant termine la preuve de la propriété 5.6 compte tenu de la minoration
déjà obtenue au corollaire 5.14.

Corollaire 5.18. On a :

µn(A|e)1 ≤ Ke = max
i∈J0,T−1K

βi+1 . . . βi+e.

Preuve. On suppose par l’absurde que µn(A|e)1 > Ke. Il existe alors ε > 0 tel que :

µn(A|e)1 ≥ Ke + 2ε.

Par définition de l’exposant diophantien, il existe une infinité d’espaces rationnels B de
dimension e vérifiant :

0 < ψ1(A,B) ≤ H(B)−µn(A|e)1+ε ≤ H(B)−Ke−ε. (5.17)

D’après le lemme 5.17, si H(B) est assez grand et vérifie (5.17) alors B = BN,e avec
N ∈ N. Il existe alors une infinité d’entiers N ∈ N tels que :

0 < ψ1(A,BN,e) ≤ H(BN,e)
−Ke−ε. (5.18)

D’autre part d’après le lemme 5.15 on a :

∀N ∈ N, ψ1(A,BN,e) ≥ c10θ
−αN+e = c10θ

−αNβN+1...βN+e ≥ c10θ
−αNKe . (5.19)
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De plus d’après le lemme 5.11 on a H(BN,e) ≥ c4θ
αN . En regroupant alors les inégalités

(5.18) et (5.19) on trouve :

cKe
4 H(BN,e)

−Ke ≤ c−1
10H(BN,e)

−Ke−ε.

On rappelle que cette inégalité est valable pour une infinité d’entiers N . On a donc :

cKe
4 c10 ≤ H(BN,e)

−ε

et en faisant tendre N vers +∞, H(BN,e)→ +∞ et alors cKe
4 c10 = 0.

Or c4 > 0 et c10 > 0 ce qui soulève une contradiction et prouve le corollaire.
■
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Chapitre 6

Construction d’espaces avec exposants
prescrits au premier angle

Dans ce chapitre, on construit des espaces avec exposants prescrits dans le prolongement
du chapitre 5. Ici, les espaces A construits sont de dimension d quelconque et on connait
les exposants diophantiens pour le premier angle dans le cadre où on approxime A par
des espaces rationnels de dimension e avec d+ e ≤ n. On fixe n ∈ N∗.

On pose C1 = 2 +
√
5−1
2

et pour tout entier d ∈ J2, n− 1K, on pose

Cd = 5n2(Cd−1)
2n. (6.1)

On va montrer dans ce chapitre, le résultat suivant.

Théorème 6.1. Soient d ∈ J1, n − 1K et (γ1, . . . , γn−d) ∈ Rn−d vérifiant γ1 ≥ Cd ainsi
que

∀ i ∈ J2, n− dK, γi ≥ Cdγi−1, (6.2)
∀ (i, j) ∈ J1, n− d− 1K2, i+ j ≤ n− d =⇒ γi+j ≤ γiγj. (6.3)

On peut alors construire explicitement A ∈ In(1, n− d)1 tel que :

∀ e ∈ J1, n− dK, µn(A|e)1 = γe.

Remarque 6.2. Ce théorème se limite au cas du premier angle ψ1, ici égal à ω1. Cela
s’explique notamment par le fait que l’on dispose des relations suivantes :

φ(A,B) = ψ1(A,B) . . . ψmin(dim(A),dim(B))(A,B) ≥ ψ1(A,B)min(dim(A),dim(B))

et

∥X ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥ = ω1(Vect(X), C)∥X∥H(C)

avec Z1, . . . , Ze une Z-base de C ∩ Zn.
Ces relations particulières permettent alors les calculs de ce chapitre.
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Le théorème 6.1 se déduit directement du théorème suivant. On peut reprendre la preuve
du théorème 5.1 page 54 pour les détails.

Théorème 6.3. Soit d ∈ J1, n− 1K.
Il existe une constante explicite Cd > 0, telle que pour tout (β1, . . . , βn−d) ∈ [Cd,+∞[n−d,
il existe A ∈ In(d, n− d)1 vérifiant

∀ e ∈ J1, n− dK, µn(A|e)1 = max
i∈J0,n−d−eK

βi+1 . . . βi+e.

De plus la construction de A est explicite.

La preuve de ce théorème 6.3 se fait par récurrence sur d ∈ J1, n− 1K, le cas d = 1 étant
en fait traité dans le chapitre 5. Pour d > 1, on construit alors, dans la section 6.1.2 un
espace A de dimension d comme somme directe d’une droite Vect(Y1) (construite comme
dans le chapitre 5) et d’un espace de dimension d − 1 dont on connaît les exposants
diophantiens par hypothèse de récurrence.
On calcule ensuite µn(A|e)1, pour e ∈ J1, n − dK. Pour cela on montre en fait que
les meilleurs espaces approximant A sont ceux qui sont proches de Vect(Y1) et donc
µn(A|e)1 = µn(Vect(Y1)|e)1.
En effet, Vect(Y1) est très bien approché (avec les µn(Vect(Y1)|e)1 souhaités) tandis que
l’espace de dimension d − 1 obtenu par hypothèse de récurrence est beaucoup moins
bien approché. La minoration µn(A|e)1 ≥ µn(Vect(Y1)|e)1 est relativement triviale et est
traitée en fin de section 6.1.2. Pour la majoration, on retrouve la structure de la preuve
présentée dans la chapitre 5 : on exhibe d’abord des espaces rationnels BN,e approchant
bien Vect(Y1) (section 6.2) et on montre ensuite que ce sont les « meilleurs » par le
lemme 6.6. En estimant alors précisement ψ1(A,BN,e) dans le lemme 6.10 (en considé-
rant notamment les mineurs de taille 2 de certaines matrices) on obtient la majoration
dans le corollaire 6.12. Du fait de la dimension d > 1, les preuves diffèrent cependant du
chapitre 5 dans leur technicité.

6.1 Construction de l’espace A

6.1.1 Hypothèse de récurrence et initialisation

Pour d ∈ J1, n− 1K on pose l’hypothèse de récurrence H(d) suivante :
Pour tout (β1, . . . , βn−d) ∈ [Cd,+∞[n−d il existe un espace A de dimension d
engendré par des vecteurs de la forme :

Y1 =



1
0
...
0

τn−d,1
...
τ1,1


, Y2 =



1
0
...

τn−d+1,2

τn−d,2
...
τ1,2


, . . . , Yd =



1
τn−1,d

τn−2,d
...

...
τ1,d
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avec τi,j > 0 tels que la famille (τi,j) soit algébriquement indépendante sur Q,
qui vérifie tout e ∈ J1, n− dK :

µn(A|e)1 = max
i∈J0,n−d−eK

βi+1 . . . βi+e.

Le cas d = 1 est traité dans le chapitre 5. En effet, soit (β1, . . . , βn−1) ∈ [C1,+∞[n−1

avec C1 = 2 +
√
5−1
2

. Le corollaire 5.7 (démontré au chapitre 5) fournit un vecteur
Y1 =

(
1 σ0 · · · σn−2

)⊺ avec σ0, . . . , σn−2 algébriquement indépendants sur Q tel que

∀ e ∈ J1, n− 1K, µn(Vect(Y1)|e)1 = max
i∈J0,n−1−eK

βi+1 . . . βi+e.

6.1.2 Espace A et minoration de l’exposant

Dans cette section, on construit les vecteurs Y1, . . . , Yd et A = Vect(Y1, . . . , Yd) en utili-
sant l’hypothèse de récurrence.

Le cas d = 1 étant traité, soit d ∈ J2, n− 1K. On suppose que H(d− 1) est vraie.
On l’applique avec β′

1 = . . . = β′
n−d+1 = Cd−1. Il existe alors des vecteurs Y2, . . . , Yd ∈ Rn

de la forme

Y2 =



1
0
...

τn−d+1,2
...
τ1,2


, Y3 =



1
...
0

τn−d+2,3

τn−d+1,3
...
τ1,3


, . . . , Yd =



1
τn−1,d

τn−2,d
...

...
τ1,d


avec τi,j > 0 et tels que la famille (τi,j) soit algébriquement indépendante sur Q. L’espace
A′ = Vect(Y2, . . . , Yd) vérifie :

∀ e ∈ J1, n− d+ 1K µn(A
′|e)1 = (Cd−1)

e. (6.4)

Dans la suite, on note λe = (Cd−1)
e pour e ∈ J1, n− d+ 1K.

Soit (β1, . . . , βn−d) ∈ [Cd,+∞[n−d. On construit maintenant Y1 ∈ Rn comme dans le
chapitre 5.
On étend la suite β = (βk)k∈N∗ par :

∀ i ∈ Jn− d, 2n− 2dK, βi = Cd,

puis par périodicité :

∀ i ∈ J1, 2n− 2dK,∀ k ∈ N, βi+k(2n−2d) = βi.

La suite (βk)k∈N∗ ne prend alors ses valeurs que dans {β1, . . . , βn−d, Cd}.
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On introduit aussi la suite α = (αk)k∈N définie par :

α0 = 1,

∀ k ∈ N, αk+1 = βk+1αk.

Soit θ un nombre premier supérieur ou égal à 5 et ϕ : N→ J0, n− d− 1K définie par :

ϕ(k) = (k mod (n− d)) ∈ J0, n− d− 1K.

D’après le lemme 3.15 il existe n− d suites u0, . . . , un−d−1 vérifiant :

∀ j ∈ J0, n− d− 1K, ∀ k ∈ N, ujk

{
∈ {1, 2} si ϕ(k) = j
= 0 sinon (6.5)

d’où ujk ̸= 0 si et seulement j = k mod (n−d−1) ; et telles que la famille (σ0, . . . , σn−d−1)
soit algébriquement indépendante sur Q(F) où F = (τi,j) et où on a noté :

∀ j ∈ J0, n− d− 1K, σj = σ(θ, uj, α) =
+∞∑
k=0

ujk
θ⌊αk⌋

.

On pose alors Y1 =
(
1 0 · · · 0 σ0 · · · σn−d−1

)⊺. La preuve du corollaire 5.7 et
notamment la construction de la section 5.2 donnent alors

∀ e ∈ J1, n− dK, µn(Vect(Y1)|e)1 = max
i∈J0,n−d−eK

βi+1 . . . βi+e (6.6)

en plongeant Y1 dans R×{0}d−1×Rn−d et en utilisant la propriété 2.23 avec k = n−d+1.

On pose alors A = Vect(Y1, . . . , Yd) et on note Ke les quantités

Ke = max
i∈J0,n−d−eK

βi+1 . . . βi+e

pour e ∈ J1, n− dK.

Lemme 6.4. L’espace A est (n− d, 1)-irrationnel.

Preuve. On pose A =
(
Y1 · · · Yd

)
la matrice dont les colonnes sont les Yj. On peut

écrire A =

(
G
Σ

)
avec :

G =


1 1 · · · · · · 1
0 0 τn−1,d
... · · · 0 τn−2,d−1 τn−2,d
... ... ...
0 τn−d+1,2 · · · · · · τn−d+1,d

 et Σ =

 σ0 τn−d,2 · · · τn−d,d
...

σn−d−1 τ1,2 · · · τ1,d

 .

On a Σ ∈ Mn−d,d(R) et G ∈ GLd(R) car det(G) = ±
d−1∏
i=1

τn−d+i,i+1 ̸= 0 en développant

par rapport à la première colonne.
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De plus, par construction, la famille {σk}∪{τi,j} est algébriquement indépendante sur Q.
En particulier on remarque que les coefficients de Σ forment une famille algébriquement
indépendante sur Q(F) où F est la famille des coefficients de G.
Alors l’espace A engendré par les vecteurs Y1, . . . , Yd est (n − d, 1)-irrationnel par le
lemme 3.16.

■

On va maintenant calculer µn(A|e)1 pour e ∈ J1, n− dK. On fixe e ∈ J1, n− dK.
En utilisant (6.6) on a

µn(Vect(Y1)|e)1 = Ke.

On remarque que Vect(Y1) ⊂ A et on applique alors le corollaire 2.18 en remarquant que
g(1, e, n) = g(d, e, n) = 0, et on a alors

µn(A|e)1 ≥ µn(Vect(Y1)|e)1 = Ke. (6.7)

Il reste alors à majorer l’exposant µn(A|e)1 par Ke et c’est l’objet du reste du chapitre.

6.2 L’espace BN,e

Dans ce chapitre, on montre que le vecteur de A réalisant les meilleures approximations
par des espaces rationnels est le vecteur Y1. On se ramène alors en quelque sorte au cas
d = 1 traité dans le chapitre 5, le vecteur Y1 étant simplement le vecteur Y étudié au
chapitre 5 auquel on a ajouté des coordonnées nulles.
Les « meilleurs » espaces sont donc similaires à ceux étudiés dans la section 5.3 du
chapitre 5, c’est pourquoi on les note de la même façon. On rappelle ici leur construction
et les propriétés associés.

On pose, pour N ∈ N, le vecteur « tronqué » :

XN = θ⌊αN ⌋



1
0
...
0

σ0,N
...

σn−d−1,N


∈ Zn

où l’on a posé σj,N =
N∑
k=0

uj
k

θ⌊αk⌋ ∈
1

θ⌊αN ⌋Z pour j ∈ J0, n− d− 1K.

Par la construction des XN on a :

θ−⌊αN ⌋XN −→
N→+∞

Y1

et donc

c1θ
αN ≤ ∥XN∥ ≤ c2θ

αN (6.8)
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pour tout N ∈ N avec c1 > 0 et c2 > 0 indépendantes de N , comme énoncé dans le
lemme 5.10. Enfin on a

∥Y1 − θ−⌊αN ⌋XN∥ ≤ c3θ
−αN+1 (6.9)

avec c3 > 0 indépendante de N .

Soit alors, pour N ∈ N, BN,e = Vect(XN , XN+1, . . . , XN+e−1).

Remarque 6.5. On a BN,e = Vect(XN , vN+1, . . . , vN+e−1) où les vj sont des vecteurs
distincts de la base canonique (voir section 5.3). De plus on a montré dans le lemme 5.9
que ces vecteurs forment une Z-base de BN,e ∩ Zn et

c4θ
αN ≤ H(BN,e) ≤ c5θ

αN (6.10)

grâce au lemme 5.11, avec c4 et c5 indépendante de N .

6.3 Majoration de l’exposant
C’est dans cette section que la preuve diffère du chapitre 5 et où on utilise l’hypothèse
de récurrence.

6.3.1 Espaces de meilleures approximations

On montre ici que les espaces BN,e sont ceux qui réalisent les meilleurs approximations
de A au premier angle. On rappelle que l’entier e ∈ J1, n− dK est fixé.

Lemme 6.6. Soit ε > 0 et B un sous-espace rationnel de dimension e tel que :

ψ1(A,B) ≤ H(B)−Ke−ε. (6.11)

Alors si H(B) est assez grand en fonction de ε et A, il existe N ∈ N tel que B = BN,e.

Soit Z1, . . . , Ze une Z-base de B ∩Zn. On reprend le schéma de la preuve du lemme 5.17
en montrant que si H(B) est assez grand, alors pour tout i ∈ J0, e − 1K la quantité
suivante :

DN+i = ∥XN+i ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥

s’annule pour un certain N ∈ N à déterminer.
On montre dans ce but, deux lemmes préalables, en rappellant la notation λe = (Cd−1)

e.

Lemme 6.7. Soit ε > 0. On suppose que B est un espace rationnel de dimension e tel
que ψ1(A,B) ≤ H(B)−λe−ε.
Alors si H(B) est assez grand en fonction de A et de ε, on a

∀ δ ∈
]
0,
ε

2

[
, ∥Y1 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥ ≤ c6ψ1(A,B)H(B)1+λe+δ

avec c6 > 0 indépendante de B mais pouvant dépendre de δ.

Remarque 6.8. Le lemme 2.21 donne

∥Y1 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥ = φ(A,B)H(B)∥Y1 ∧ . . . ∧ Yd∥.

Ici l’intérêt est de faire apparaître le premier angle ψ1(A,B).
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Preuve. Soit Y =
d∑

j=1

ajYj ∈ A de norme 1 tel que ψ1(A,B) = ω(Y, pB(Y )).

On utilise la relation suivante

ω

( d∑
j=2

ajYj, pB(Y ))− ω(Y, pB(Y )

)
≤ ω

(
Y,

d∑
j=2

ajYj

)
(6.12)

provenant de l’inégalité triangulaire (lemme 2.15). Or

ω

(
Y,

d∑
j=2

ajYj

)
=

∥∥∥∥∥ d∑
j=1

ajYj ∧
d∑

j=2

ajYj

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ d∑
j=2

ajYj

∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥a1Y1 ∧ d∑
j=2

ajYj

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥ d∑
j=2

ajYj

∥∥∥∥∥
≤ ∥a1Y1∥ . (6.13)

D’autre part, soit δ ∈
]
0, ε

2

[
. Comme

d∑
j=2

ajYj ∈ A′ = Vect(Y2, . . . , Yd) et à condition que

d∑
j=2

ajYj ̸= 0, l’hypothèse de récurrence (6.4) donne :

ω

( d∑
j=2

ajYj, pB(Y )

)
≥ ψ1(A

′, B) ≥ c7H(B)−µn(A′|e)1−δ = c7H(B)−λe−δ

avec c7 > 0 ne dépendant que de A′ et δ.
En reprenant (6.12) et (6.13) on a donc :

c7H(B)−λe−δ − ψ1(A,B) ≤ |a1|∥Y1∥.

On rappelle que δ < ε
2

et que par hypothèse ψ1(A,B) ≤ H(B)−λe−ε.
Comme H(B) est assez grand on a H(B)−

ε
2 ≤ c7

2
d’où :

c7
2
H(B)−λe−δ ≤ H(B)−λe−δ

(
c7 −H(B)−

ε
2

)
≤ c7H(B)−λe−δ −H(B)−λe−ε

≤ |a1|∥Y1∥

et donc c8H(B)−λe−δ ≤ |a1| avec c8 > 0 indépendante de B mais dépendante de δ. De

plus, cette inégalité est toujours vraie si
d∑

j=2

ajYj = 0, car dans ce cas a1 = ∥Y1∥−1.

En particulier a1 ̸= 0. On pose DY,Z = ∥Y1 ∧ . . .∧Yd ∧Z1 ∧ . . .∧Ze∥ et on calcule alors :

DY,Z =
1

|a1|
∥a1Y1 ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥

=
1

|a1|

∥∥∥∥(a1Y1 + d∑
j=2

ajYj − pB(X)

)
∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze

∥∥∥∥
=

1

|a1|
∥ (Y − pB(Y )) ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥
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car
d∑

j=2

ajYj − pB(X) ∈ Vect(Y2, . . . , Yd, Z1, . . . , Ze). On peut alors majorer :

DY,Z ≤
∥Y − pB(Y )∥ · ∥Y2 ∧ . . . ∧ Yd∥ · ∥Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥

|a1|

≤ ψ1(A,B)∥Y2 ∧ . . . ∧ Yd∥H(B)

c8H(B)−λe−δ

car Z1, . . . , Ze est une Z-base de B ∩ Zn (propriété 2.7).
On a donc :

∀ δ ∈
]
0,
ε

2

[
, ∥Y1 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥ ≤ c6ψ1(A,B)H(B)1+λe+δ

avec c6 = ∥Y2 ∧ . . . ∧ Yd∥c−1
8 .

■

Lemme 6.9. Soit ε > 0. On suppose que B est un espace rationnel de dimension e tel
que ψ1(A,B) ≤ H(B)−λe−ε. On rappelle que Z1, . . . , Ze est une Z-base de B ∩ Zn.
Pour N un entier, on pose DN = ∥XN ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥.
Alors si H(B) est assez grand en fonction de A et de ε, on a pour tout N ∈ N :

∀ δ ∈
]
0,
ε

2

[
, DN ≤ c9θ

αN (1+tλe+1+tδ)H(B)1+tλe+1+tδ

(
ψ1(A,B)H(B)λe+δ +

1

θαN+1

)
en posant t = min(d−1, e+1), et avec c9 > 0 indépendante deN et de B mais dépendante
de δ .

Preuve. On pose EN = ∥XN ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥.
On utilise le lemme 2.21 et on a :

EN = ∥Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧XN ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥
= φ(A′, CN)∥Y2 ∧ . . . ∧ Yd∥ · ∥XN ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥ (6.14)

avec CN = Vect(XN , Z1 . . . , Ze) et A′ = Vect(Y2, . . . , Yd).

On rappelle que φ(A′, CN) = ψ1(A
′, CN) . . . ψu(A

′, CN) ≥ ψ1(A
′, CN)

u avec u = min(d−
1, dim(CN)). Comme dim(CN) ∈ {e, e+ 1} on a u ≤ min(d− 1, e+ 1) = t et donc

φ(A′, CN) ≥ ψ1(A
′, CN)

t

car ψ1(A
′, CN) ≤ 1. L’inéquation (6.14) donne alors :

DN = ∥XN ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥ ≤
c10EN

ψ1(A′, CN)t
(6.15)

avec c10 = ∥Y2 ∧ . . . ∧ Yd∥−1 une constante indépendante de N . Enfin comme CN est un
espace rationnel de dimension f ∈ {e, e+ 1}, par l’hypothèse de récurrence (6.4) on a :

∀ δ > 0, ψ1(A
′, CN) ≥ c11H(CN)

−λf−δ ≥ c11H(CN)
−λe+1−δ
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avec c11 > 0 indépendante de N et dépendante de δ. Dans la suite on fixe δ ∈
]
0, ε

2

[
.

Comme XN , Z1, . . . , Ze sont des vecteurs entiers on a d’après la remarque 2.8 :

H(CN) ≤ ∥XN∥ · ∥Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥ ≤ c2θ
αNH(B)

avec c2 indépendante de N provenant de (6.8). L’inégalité (6.15) devient alors :

DN ≤ c10c
−t
11 c

tλe+1+tδ
2 θαN (tλe+1+tδ)H(B)tλe+1+tδEN . (6.16)

D’autre part, on majore EN . Pour N ∈ N, on pose ZN = θ−⌊αN ⌋XN et WN = Y1 − ZN .
On a alors

EN = θ⌊αN ⌋∥ZN ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥
= θ⌊αN ⌋∥(Y1 −WN) ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥
≤ θαN (∥Y1 ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥+ ∥WN ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥) .

On étudie les deux termes séparement. Premièrement :

∥Y1 ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥ ≤ c6ψ1(A,B)H(B)1+λe+δ

d’après le lemme 6.7. Deuxièmement, d’après (6.9) on a ∥WN∥ = ∥Y1−ZN∥ ≤ c3θ
−αN+1

donc

∥WN ∧ Y2 ∧ . . . ∧ Yd ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥ ≤ ∥WN∥ · ∥Y2 ∧ . . . ∧ Yd∥ · ∥Z1 . . . ∧ Ze∥
≤ c3θ

−αN+1c12H(B)

avec c12 = ∥Y2 ∧ . . . ∧ Yd∥. Ces deux inégalités permettent de majorer EN :

EN ≤ c13

(
ψ1(A,B)H(B)λe+δ +

1

θαN+1

)
avec c13 = max(c6, c3c12) et donc en reprenant (6.16) :

DN ≤ c10c
−t
11 c

tλe+1+tδ
2 θαN (tλe+1+tδ)H(B)tλe+1+tδθαN c13

(
ψ1(A,B)H(B)λe+δ +

1

θαN+1

)
≤ c9θ

αN (1+tλe+1+tδ)H(B)1+tλe+1+tδ

(
ψ1(A,B)H(B)λe+δ +

1

θαN+1

)
avec c9 = c10c

−t
11 c

tλe+1

2 ctδ2 c13.
■

On a maintenant tous les outils pour prouver le lemme 6.6.

Preuve (lemme 6.6). On pose

δ = min

(
ε

4(t+ 1)
,
n(Cd−1)

n − 1

t

)
. (6.17)
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Soit N ∈ N l’entier verifiant :

θαN+e−1(1+tλe+1+tδ) ≤ H(B)Ke−1−tλe+1−λe+
ε
2 < θαN+e(1+tλe+1+tδ) (6.18)

où t = min(d − 1, e + 1). Ce choix a un sens ; en effet Ke − 1 − tλe+1 − λe + ε
2
> 0 car

Ke ≥ Cd = 5n2(Cd−1)
2n ≥ 1 + n(Cd−1)

e+1 + (Cd−1)
e.

On applique maintenant le lemme 6.9.
On a bien ψ1(A,B) ≤ H(B)−λe−ε. En effet, par hypothèse

ψ1(A,B) ≤ H(B)−Ke−ε

et Ke ≥ (Cd)
e ≥ (Cd−1)

e ≥ λe.
Si H(B) est assez grand, le lemme 6.9 donne alors pour tout i ∈ J0, e− 1K :

DN+i ≤ c9θ
αN+i(1+tλe+1+tδ)H(B)1+tλe+1+tδ

(
ψ1(A,B)H(B)λe+δ +

1

θαN+i+1

)
≤ c9θ

αN+i(1+tλe+1+tδ)H(B)1+tλe+1+tδ

(
H(B)−Ke−εH(B)λe+δ +

1

θαN+i+1

)
.

Par le choix de N en (6.18) on a pour tout i ∈ J0, e− 1K :

θαN+i(1+tλe+1+tδ) ≤ H(B)Ke−1−tλe+1−λe+
ε
2

par croissance de la suite (αN). De plus, par choix de δ en (6.17), on a −ε
2
+ tδ+ δ ≤ −ε

4
.

Alors pour tout i ∈ J0, e− 1K :

DN+i ≤ c9

(
H(B)

−ε
4 + θαN+i(1+tλe+1+tδ)−αN+i+1H(B)1+tλe+1+tδ

)
. (6.19)

On s’intéresse dorénavant au second terme GN+i = θαN+i(1+tλe+1+tδ)−αN+i+1H(B)1+tλe+1+tδ.
On note ηe = 1 + tλe+1 + tδ ≤ 2n(Cd−1)

n par choix de δ en (6.17). On a

αN+iηe − αN+i+1 = αN(βN+1 . . . βN+i)(ηe − βN+i+1) ≤ 0

car d’après (6.1) :

Cd = 5n2(Cd−1)
2n ≥ (2n(Cd−1)

n + 1)2n(Cd−1)
n ≥ η2e + ηe. (6.20)

Le choix de N donne une minoration de θ :

θ ≥ H(B)
Ke−ηe+

ε
2

αN+eηe

et on peut donc majorer :

θαN+iηe−αN+i+1 ≤ H(B)
(Ke−ηe+

ε
2 )(αN+iηe−αN+i+1)

αN+eηe

et donc :

GN+i ≤ H(B)
(Ke−ηe−λe+

ε
2 )(αN+iηe−αN+i+1)

αN+eηe
+ηe

.
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On étudie alors l’exposant γi =
(Ke−ηe−λe+

ε
2
)(αN+iηe−αN+i+1)

αN+eηe
+ ηe pour i ∈ J0, e − 1K. On

pose c14 = 1
2Ke

une constante indépendante de N . D’après (6.20) on a

c14 ≤
η2e

2Keηe
≤ Cd − ηe

2Keηe
≤ (βN+i+1 − ηe)(2βN+1 . . . βN+i)

βN+1 . . . βN+eηe
.

On majore alors γi, en remarquant que βN+1 . . . βN+e ≤ Ke :

γi =
(Ke − ηe − λe + ε

2
)(αN+iηe − αN+i+1)

αN+eηe
+ ηe

=
(Ke − ηe − λe + ε

2
)(ηe − βN+1)(βN+1 . . . βN+i+1)

βN+1 . . . βN+eηe
+ ηe

≤ (Ke − ηe − λe)(ηe − βN+i+1)(βN+1 . . . βN+i) + βN+1 . . . βN+eη
2
e

βN+1 . . . βN+eηe
− c14ε

≤ (Ke − ηe − λe)(ηe − βN+i+1)(βN+1 . . . βN+i) +Keη
2
e

βN+1 . . . βN+eηe
− c14ε. (6.21)

On majore maintenant le premier terme en remarquant que celui-ci est maximal pour
i = 0 car βN+1 . . . βN+i ≥ 0,

(Ke − ηe − λe)(ηe − βN+1) +Keη
2
e ≤ (Ke − ηe − λe)(ηe − Cd) +Keη

2
e

≤ (Ke − ηe − λe)η2e +Keη
2
e

≤ −(ηe + λe)ηe

≤ 0

en utilisant (6.20).
En reprenant (6.21) on a donc pour tout i ∈ J0, e− 1K :

γi ≤ −c14ε.

Enfin l’inégalité (6.19) donne pour tout i ∈ J0, e− 1K :

DN+i ≤ c9

(
H(B)

−ε
4 +H(B)−c14ε

)
.

En particulier, si H(B) est assez grand en fonction de c9, c14 et ε, on a :

∀ i ∈ J0, e− 1K, ∥XN+i ∧ Z1 . . . ∧ Ze∥ = DN+i < 1.

On a donc, d’après le lemme 2.14 :

∀ i ∈ J0, e− 1K, XN+i ∈ B.

On rappelle que BN,e = Vect(XN , . . . , XN+e−1). On a alors montré que, si H(B) est assez
grand, BN,e ⊂ B pour N vérifiant (6.18).
Par égalité des dimensions, on a alors BN,e = B et le lemme 6.6 est prouvé.

■
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6.3.2 Minoration du premier angle et conclusion

Dans cette section, on minore l’angle ψ1(A,BN,e) ; cela nous permet de majorer µn(A|e)1
et de conclure la preuve du théorème 6.3.

Lemme 6.10. Il existe une constante c15 > 0 indépendante de N telle que pour tout
N ∈ N :

ψ1(A,BN,e) ≥ c15θ
−αN+e .

Preuve. Soit X ∈ BN,e et Y ∈ A non nuls tels que :

ω(X, Y ) = ψ1(A,BN,e).

On rappelle (voir section 6.2) que BN,e = Vect(XN , vN+1, . . . , vN+e−1)
où vj =

(
0 · · · 0 ρ0,j · · · ρn−d−1,j

)⊺ avec

∀ i ∈ J0, n− d− 1K, ρi,j =
1

u
ϕ(j)
j

uij ∈ {0, 1}.

D’après la remarque 6.5, les vj sont des vecteurs distincts de la base canonique.
On pose alors a, a1, . . . , ae−1 ∈ R tels que :

X = aθ−⌊αN ⌋XN +
e−1∑
i=1

aivN+i =



a
0
...
0

aσ0,N +
e−1∑
i=1

aiρ0,N+i

...

aσn−d−1,N +
e−1∑
i=1

aiρn−d−1,N+i


.

De même, on pose b1, . . . , bd ∈ R tels que :

Y =
d∑

j=1

bjYj =



d∑
j=1

bj

bdτn−1,d
...

d∑
j=2

bjτn−d+1,j

b1σ0 +
d∑

j=2

bjτn−d,j

...

b1σn−d−1 +
d∑

j=2

bjτ1,j



.
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Quitte à renormaliser les vecteurs X et Y , ce qui ne change pas ω(X, Y ), on suppose
que l’on a :

a2 +
e−1∑
i=1

a2i =
d∑

j=1

b2j = 1.

En particulier, cette hypothèse donne :

∥X∥ · ∥Y ∥ ≤ c16 (6.22)

avec c16 > 0 une constante indépendante de N .
On cherche alors à minorer ∥X∧Y ∥. On utilise ici, le fait que les coordonnées du vecteur
X ∧ Y sont les mineurs de taille 2 de la matrice

(
X Y

)
∈ Mn,2(R). En particulier,

∥X∧Y ∥ est minoré par la valeur absolue de chacun de ces mineurs. On pose les quantités
suivantes :

σ = max(1, max
i∈J0,n−d−1K

(σi)),

τ = min
j∈J2,dK

min
i∈J1,n−1−d+jK

(τi,j),

T = max
j∈J2,dK

max
i∈J1,n−1−d+jK

(τi,j),

s =
1

θ⌊αn−d−1⌋
.

On suppose dorénavant N ≥ n − d − 1, alors pour tout i ∈ J0, n − d − 1K il existe
k ∈ J0, NK tel que ϕ(k) = i, d’où uik ∈ {1, 2} et

s ≤ σi,N . (6.23)

Enfin on définit la quantité suivante :

M =
τ

4(d− 1)(T + σ)(1 + T
τ
)d−2

> 0. (6.24)

On va montrer

∥X ∧ Y ∥ ≥ c17θ
−αN+e (6.25)

avec c17 > 0 indépendante de N , en faisant une disjonction de cas suivant les valeurs
prises par les bj.

• Premier cas : Si il existe k ∈ J2, dK tel que

∣∣∣∣∣ d∑
j=k

bjτn−d+k−1,j

∣∣∣∣∣ ≥ Mθ−αN+e , on étudie

le mineur de la matrice
(
X Y

)
correspondant aux lignes d − k + 2 et d + 1 + ℓ avec
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ℓ ∈ J0, n− d− 1K. On a alors :

∀ ℓ ∈ J0, n− d− 1K, ∥X ∧ Y ∥ ≥

∣∣∣∣∣∣∣∣∣det


0
d∑

j=k

bjτn−d+k−1,j

aσℓ,N +
e−1∑
i=1

aiρℓ,N+i b1σℓ +
d∑

j=2

bjτn−d−ℓ,j


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
d∑

j=k

bjτn−d+k−1,j

∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣aσℓ,N +

e−1∑
i=1

aiρℓ,N+i

∣∣∣∣∣
≥Mθ−αN+e

∣∣∣∣∣aσℓ,N +
e−1∑
i=1

aiρℓ,N+i

∣∣∣∣∣ . (6.26)

On distingue alors deux cas : |a| ≥ 1
2σ

√
e

et |a| < 1
2σ

√
e
.

Dans le premier cas, on choisit ℓ = ϕ(N + e). On a en particulier :

ρℓ,N+1 = . . . = ρℓ,N+e−1 = 0

et donc d’après (6.26) et en utilisant (6.23) :

∥X ∧ Y ∥ ≥Mθ−αN+e |aσℓ,N | ≥
Mσℓ,N
2σ
√
e
θ−αN+e ≥ Ms

2σ
√
e
θ−αN+e

ce qui donne (6.25). Dans le deuxième cas on a |a| < 1
2σ

√
e

et donc :

e−1∑
i=1

a2i = 1− a2 ≥ 1− 1

4σ2e
≥ e− 1

e

puisque σ ≥ 1.
En particulier il existe i ∈ J1, e− 1K tel que |ai| ≥ 1√

e
.

On choisit alors ℓ = ϕ(N + i). En particulier :

ρℓ,N+i = 1 et ρℓ,N+1 = . . . = ρℓ,N+i−1 = ρℓ,N+i+1 = . . . = ρℓ,N+e−1 = 0.

D’après (6.26) on a :

∥X ∧ Y ∥ ≥Mθ−αN+e |aσℓ,N + ai|
≥Mθ−αN+e (|ai| − |a|σ)

≥Mθ−αN+e

(
1√
e
− 1

2
√
e

)
≥ M

2
√
e
θ−αN+e .

• Second cas : Si l’hypothèse ∃ k ∈ J2, dK,

∣∣∣∣∣ d∑
j=k

bjτn−d+k−1,j

∣∣∣∣∣ ≥ Mθ−αN+e du premier cas

n’est pas respectée on a alors :

∀ k ∈ J2, dK,

∣∣∣∣∣
d∑

j=k

bjτn−d+k−1,j

∣∣∣∣∣ < Mθ−αN+e .
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On montrera plus loin (dans le lemme 6.11) qu’on a alors :

∀ j ∈ J2, dK, |bj| ≤
M(1 + T

τ
)d−2θ−αN+e

τ
,

∣∣∣∣∣
d∑

j=1

bj

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2
et |b1| ≥

3

4
(6.27)

car M = τ
4(d−1)(T+σ)(1+T

τ
)d−2 ≤ τ

4(d−1)(1+T
τ
)d−2θ−αN+e

. On admet pour l’instant ce résultat.

On considère le mineur de la matrice
(
X Y

)
correspondant aux lignes 1 et d + 1 + ℓ

avec ℓ ∈ J0, n− d− 1K. On a alors pour tout ℓ ∈ J0, n− d− 1K,

∥X ∧ Y ∥ ≥

∣∣∣∣∣∣∣∣det
 a

d∑
j=1

bj

aσℓ,N +
e−1∑
i=1

aiρℓ,N+i b1σℓ +
d∑

j=2

bjτn−d−ℓ,j


∣∣∣∣∣∣∣∣ . (6.28)

On distingue alors deux cas : |a| ≥ K et |a| < K avec K = 1
4(σ+(T+σ)(d−1))

√
e
.

Dans le premier cas, on choisit ℓ = ϕ(N + e). On a en particulier :

ρℓ,N+e = 1 et ρℓ,N+1 = . . . = ρℓ,N+e−1 = 0

et σℓ,N =
N∑
k=0

uℓ
k

θ⌊αk⌋ =
N+e−1∑
k=0

uℓ
k

θ⌊αk⌋ car alors uℓN+1 = . . . = uℓN+e−1 = 0. On en déduit que

|σℓ − σℓ,N | =
+∞∑

k=N+e

uℓk
θ⌊αk⌋

≥
uℓN+e

θ⌊αN+e⌋
≥ 1

θαN+e
.

L’inégalité (6.28) donne alors :

∥X ∧ Y ∥ ≥

∣∣∣∣∣a
(
b1σℓ +

d∑
j=2

bjτn−d−ℓ,j

)
− aσℓ,N

d∑
j=1

bj

∣∣∣∣∣
≥ |a|

∣∣∣∣∣b1(σℓ − σℓ,N)−
d∑

j=2

bj(σℓ,N − τn−d−ℓ,j)

∣∣∣∣∣
et donc en rappellant que σ et T majorent respectivement les σℓ et les τℓ,j on a

∥X ∧ Y ∥ ≥ |a|

(
|b1|

1

θαN+e
− (σ + T )

d∑
j=2

|bj|

)

≥ |a|

(
3

4θαN+e
− (σ + T )(d− 1)

M(1 + T
τ
)d−2

τθαN+e

)

≥ |a|
θαN+e

(
3

4
− 1

4

)
≥ K

2θαN+e
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en utilisant (6.27) et par définition de M en (6.24).
Dans le deuxième cas, on a |a| < K = 1

4(σ+(T+σ)(d−1))
√
e

et donc

e−1∑
i=1

a2i = 1− a2 ≥ 1− 1

16(σ + (T + σ)(d− 1))2e
≥ e− 1

e
.

En particulier il existe i ∈ J1, e− 1K tel que |ai| ≥ 1√
e
.

On choisit alors ℓ = ϕ(N + i). En particulier :

ρℓ,N+i = 1 et ρℓ,N+1 = . . . ρℓ,N+i−1 = ρℓ,N+i+1 = . . . = ρℓ,N+e−1 = 0.

D’après (6.28) et (6.27) on a :

∥X ∧ Y ∥ ≥

∣∣∣∣∣a
(
b1σℓ +

d∑
j=2

bjτn−d−ℓ,j

)
− (aσℓ,N + ai)

d∑
j=1

bj

∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣ai
d∑

j=1

bj

∣∣∣∣∣− |ab1(σℓ − σℓ,N)| −
∣∣∣∣∣a

d∑
j=2

bj(τn−d−ℓ,j − σℓ,N)

∣∣∣∣∣
≥ |ai|

2
− |a|(σ + (T + σ)

d∑
j=2

|bj|)

≥ 1

2
√
e
− |a|(σ + (T + σ)(d− 1))

≥ 1

4
√
e

en majorant grossièremment
d∑

j=2

|bj| par d− 1 car
d∑

j=1

b2j = 1. En particulier

∥X ∧ Y ∥ ≥ θ−αN+e .

Dans tous les cas on trouve, pour tout N ≥ n− d− 1 :

∥X ∧ Y ∥ ≥ c17θ
−αN+e

avec c17 > 0 indépendante de N . Quitte à diminuer c17, comme on a ψ1(A,BN,e) > 0 par
(e, j)-irrationalité de A, on peut supposer cette inégalité vraie pour tout N ∈ N.
En utilisant (6.22) on trouve donc :

ψ1(A,BN,e) = ω(X, Y ) =
∥X ∧ Y ∥
∥X∥ · ∥Y ∥

≥ c17c
−1
16 θ

−αN+e .

Le lemme est donc prouvé avec c15 = c17c
−1
16 .

■
On va maintenant montrer le résultat utilisé dans la preuve précédente.
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Lemme 6.11. Soit b1, . . . , bd vérifiant
d∑

j=1

b2j = 1.

On suppose qu’il existe 0 < M ≤ τ

4(d−1)(1+T
τ
)d−2θ−αN+e

tel que :

∀ k ∈ J2, dK,

∣∣∣∣∣
d∑

j=k

bjτn−d+k−1,j

∣∣∣∣∣ < Mθ−αN+e . (6.29)

Alors

|b1| ≥
3

4
, ∀ j ∈ J2, dK, |bj| ≤

M(1 + T
τ
)d−2θ−αN+e

τ
et

∣∣∣∣∣
d∑

j=1

bj

∣∣∣∣∣ ≥ 1

2

où τ et T désignent respectivement le minimum et le maximum de la famille des {τi,j}.

Preuve. On raisonne par récurrence descendante sur i ∈ J2, dK. On montre un résultat
plus fin :

∀ i ∈ J2, dK, |bi| ≤
M(1 + T

τ
)d−iθ−αN+e

τ
. (6.30)

Si i = d alors l’hypothèse (6.29) avec k = d donne :

|bd| ≤
Mθ−αN+e

τn−1,d

≤
M(1 + T

τ
)d−dθ−αN+e

τ
.

Soit i ∈ J2, d − 1K, on suppose que pour tout i′ > i l’inégalité (6.30) est vérifiée. On
applique alors l’hypothèse (6.29) avec k = i :∣∣∣∣∣

d∑
j=i

bjτn−d+i−1,j

∣∣∣∣∣ < Mθ−αN+e .

En particulier on a donc |biτn−d+i−1,i| ≤Mθ−αN+e+
d∑

j=i+1

|bjτn−d+i−1,j| et donc en utilisant

l’hypothèse de récurrence :

|bi| ≤
1

τn−d+i−1,i

(
Mθ−αN+e +

d∑
j=i+1

M(1 + T
τ
)d−jθ−αN+e

τ
T

)

≤ M

τ
θ−αN+e

(
1 +

T

τ

(
1− (1 + T

τ
)d−i

−T
τ

))

=
M

τ
θ−αN+e

(
1 +

T

τ

)d−i

ce qui prouve donc (6.30) pour tout i ∈ J2, dK et donc la deuxième inégalité du lemme.
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En particulier on a :

∀ i ∈ J2, dK, |bi| ≤
M(1 + T

τ
)d−2θ−αN+e

τ
≤ 1

4(d− 1)
.

On utilise le fait que
d∑

i=1

b2i = 1 pour avoir :

|b1|2 = 1−
d∑

i=2

b2i ≥ 1− (d− 1)
1

16(d− 1)2
≥ 3

4
.

De plus : ∣∣∣∣∣
d∑

j=1

bj

∣∣∣∣∣ ≥ |b1| −
∣∣∣∣∣

d∑
j=2

bj

∣∣∣∣∣ ≥ 3

4
− (d− 1)

1

4(d− 1)
=

1

2
.

■
Le corollaire suivant termine la preuve du théorème 6.3 compte tenu de la minoration
(6.7) obtenue à la fin de la section 6.1.2.

Corollaire 6.12. On a :

µn(A|e)1 ≤ Ke = max
i∈J0,n−d−eK

βi+1 . . . βi+e.

Preuve. On suppose par l’absurde que µn(A|e)1 > Ke. Il existe alors ε > 0 tel que :

µn(A|e)1 ≥ Ke + 2ε.

Par définition de l’exposant diophantien, il existe une infinité d’espaces rationnels B de
dimension e vérifiant :

0 < ψ1(A,B) ≤ H(B)−µn(A|e)1+ε ≤ H(B)−Ke−ε. (6.31)

D’après le lemme 6.6, si H(B) est assez grand on a B = BN,e avec N ∈ N pour les
espaces vérifiant (6.31). Il existe alors une infinité d’entiers N ∈ N tels que :

0 < ψ1(A,BN,e) ≤ H(BN,e)
−Ke−ε. (6.32)

D’autre part d’après le lemme 6.10 on a :

∀N ∈ N, ψ1(A,BN,e) ≥ c15θ
−αN+e = c15θ

−αNβN+1...βN+e ≥ c15θ
−αNKe . (6.33)

De plus d’après (6.10) on a H(BN,e) ≥ c4θ
αN . En regroupant alors les inégalités (6.32)

et (6.33) on trouve :

c15c
Ke
4 H(BN,e)

−Ke ≤ H(BN,e)
−Ke−ε.

On rappelle que cette inégalité est valable pour une infinité d’entiers N . En faisant tendre
N vers +∞, H(BN,e)→ +∞ et alors c15cKe

4 = 0.
Or c15 > 0 et c4 > 0 ce qui soulève une contradiction et prouve le corollaire.

■
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Chapitre 7

Construction d’espaces avec exposants
prescrits à plusieurs angles

Dans ce chapitre, on construit des espaces dont on peut calculer une famille d’exposants
diophantiens correspondant à des angles différents.
On utilise encore une fois les constructions du chapitre 5 et le résultat du chapitre 4 pour
calculer ces exposants.
On fixe n ∈ N∗ et dans tout ce chapitre, comme n ne varie pas on note g(A, e) la quantité :

g(A, e) = g(dim(A), e, n) = max(0, dim(A) + e− n).

On introduit aussi, pour e, ℓ deux entiers, la quantité :

f(e, ℓ) = max(0, e− ℓ).

On suppose ici que n = (m+ 1)d avec m, d ∈ (N∗)2. On a alors le théorème suivant.

Théorème 7.1. Soit c1 =
(
1 + 1

m

) 1
d et 1 < c2 < c1.

Soit (β1,1, . . . , β1,m) ∈ Rm tels que :

min
ℓ∈J1,mK

(β1,ℓ) > (3d)
c2

c2−1 et min
ℓ∈J1,mK

(β1,ℓ)
c1 > max

ℓ∈J1,mK
(β1,ℓ)

c2 . (7.1)

Pour i ∈ J2, dK, soit (βi,1, . . . , βi,m) ∈ Rm vérifiant pour tout i ∈ J1, d− 1K :

min
ℓ∈J1,mK

(βi,ℓ)
c1 > max

ℓ∈J1,mK
(βi+1,ℓ) (7.2)

et min
ℓ∈J1,mK

(βi+1,ℓ) > max
ℓ∈J1,mK

(βi,ℓ)
c2 . (7.3)

Il existe un espace A de dimension d dans Rn tel que pour tous e ∈ J1, n − 1K et
k ∈ J1 + g(A, e),min(d, e)K vérifiant e < k(m+ 1) on a A ∈ In(d, e)k−g(A,e) et :

µn(A|e)k−g(A,e) =
1

k∑
q=1+f(e,mk)

1
Kq+d−k,vq
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où v1, . . . , vk sont définis en posant u et v tels que e = kv+ u soit la division euclidienne
de e par k et :

vq =

{
v + 1 si q ∈ J1, uK
v si q ∈ Ju+ 1, kK (7.4)

et enfin

∀ i ∈ J1, dK, ∀ v ∈ J1,mK, Ki,v = max
ℓ∈J0,m−vK

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v.

Remarque 7.2. On a
k∑

q=1

vq = u(v+1)+(k−u)v = e et vq ≤ m+1 pour tout q ∈ J1, kK

car e < k(m+ 1).

Remarque 7.3. Si d = 1, on construit dans le théorème 7.1 une droite A vérifiant pour
tout e ∈ J1, n− 1K

µn(A|e)1 = K1,v1 = max
ℓ∈J0,n−1−eK

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+e.

On retrouve alors le corollaire 5.7 avec cependant ici une hypothèse (7.1) plus restrictive.

Remarque 7.4. On peut reformuler le théorème en considérant la quantité νn(A|e)k =
(µn(A|e)k)−1. On va construire ici l’espace A comme somme orthogonale de droites Aq

et pour k ∈ J1+ g(A, e),min(d, e)K, des espaces rationnels B =
k⊕

q=1

Bq avec dim(Bq) = vq

et les Bq, deux à deux orthogonaux, sont les meilleures approximations respectives des
Aq. Par orthogonalité, on a donc H(B) = H(B1) . . . H(Bd). Les hypothèses (7.1), (7.2)
et (7.3), et la construction des Bq donnent alors

∀ q ∈ J1, f(e,mk)K, H(Bq) = 1

et que les quantités ω1(Aq, Bq) pour q ∈ J1 + f(e,mk), kK se comportent toutes comme
ωk(A,B) (asymptotiquement en H(B)). On va montrer que les espaces B ainsi construits
sont les meilleures approximations de A ; cela donne alors que (ωk(A,B))νn(A|e)k−g(A,e)

se comporte comme H(B) quand H(B) → +∞. Comme par définition des exposants
diophantiens et des Bq, on a (ω1(Aq, Bq))

νn(Aq |vq)1 de l’ordre de H(Bq), cela donne alors

νn(A|e)k−g(A,e) =
k∑

q=1+f(e,mk)

νn(Aq+d−k|vq)1

avec νn(Aq+d−k|vq)1 = K−1
q+d−k,vq

.

On énonce deux corollaires directs de ce théorème. Le premier montre que si on se
restreint à des petites valeurs de e (au plus n−d

d
= m) alors on connait explicitement

tous les exposants diophantiens µn(A|e)k associés ; on a en particulier g(d, e, n) = 0 dans
cette situation.
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Corollaire 7.5. Sous les hypothèses (7.1), (7.2) et (7.3), il existe un espace A de dimen-
sion d tel que pour tout e ∈ J1,mK et tout k ∈ J1,min(d, e)K on a

µn(A|e)k =
1

k∑
q=1

1
Kq+d−k,vq

.

Enfin, en prenant αi = βi,1 = . . . = βi,m pour tout i ∈ J1, dK dans le théorème 7.1, on a
le corollaire suivant (qui concerne les mêmes exposants que le théorème 7.1 mais possède
moins de paramètres).

Corollaire 7.6. Soit c1 et c2 les constantes du théorème 7.1.
Soit αd ≥ . . . ≥ α1 tels que α1 > (3d)

c2
c2−1 et pour tout i ∈ J1, d− 1K, αc2

i < αi+1 < αc1
i .

Il existe un espace A de dimension d dans Rn tel que pour tous e ∈ J1, n − 1K et
k ∈ J1 + g(A, e),min(d, e)K vérifiant e < k(m+ 1) on a :

µn(A|e)k−g(A,e) =
1

k∑
q=1+f(e,mk)

1
α
vq
q+d−k

Pour démontrer le théorème 7.1, on construit dans la section 7.2 un espaceA de dimension
d comme somme directe orthogonale de droites Vect(Yj) pour j ∈ J1, dK. Ces droites
sont construites de façon similaire à ce qui a été fait au chapitre 5, on utilise d’ailleurs
beaucoup de résultats provenant de celui-ci. Une grande partie de la démonstration est
occupée par la preuve de la propriété 7.15, dans la section 7.3.
Cette propriété consiste en le calcul des exposants µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) avec AJ ⊂ A un sous-
espace de dimension k ; on peut en effet calculer ceux-ci car ils correspondent alors au
dernier angle puisque k = dim(AJ). On raisonne alors par double inégalité, en exhibant
des espaces rationnels approchant bien AJ (lemme 7.21) et en montrant ensuite que ce
sont les « meilleurs » (lemme 7.23).
Enfin on conclut la preuve du théorème 7.1 dans la section 7.4, en utilisant le théorème 4.1
qui permet de calculer µn(A|e)k−g(A,e) en fonctions des µn(AJ |e)k−g(AJ ,e).

7.1 Etude des βi,ℓ
Les hypothèses (7.1), (7.2) et (7.3) permettent d’obtenir une propriété d’indépendance
linéaire sur les βi,ℓ que l’on développe dans cette section. On définit de plus des suites
(αi,N)N∈N pour i ∈ J1, dK ; nécessaires à la construction de l’espace A dans la section
suivante.

7.1.1 Hypothèse d’indépendance linéaire

Tout d’abord pour tout i ∈ J1, dK, on introduit un terme βi,m+1 pour avoir une propriété
d’indépendance linéaire sur la suite des (βi,ℓ)i∈J1,dK,ℓ∈J1,m+1K.
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On choisit (βi,m+1)i∈J1,dK de sorte que :

min
ℓ∈J1,m+1K

β1,ℓ ≥ max(( max
ℓ∈J1,m+1K

β1,ℓ)
c2
c1 , (3d)

c2
c2−1 ), (7.5)

ainsi que pour tout i ∈ J1, d− 1K,

min
ℓ∈J1,m+1K

(βi,ℓ)
c1 ≥ max

ℓ∈J1,m+1K
(βi+1,ℓ), (7.6)

min
ℓ∈J1,m+1K

(βi+1,ℓ) ≥ max
ℓ∈J1,m+1K

(βi,ℓ)
c2 , (7.7)

et

la famille {1} ∪
(
log(Ei)

log(Ej)

)
i,j∈J1,dK2,i ̸=j

est linéairement indépendante sur Q (7.8)

en notant Ei = βi,1 . . . βi,m(βi,m+1)
m pour i ∈ J1, dK.

De tels βi,m+1 existent car les inégalités des hypothèses (7.1), (7.2) et (7.3) sont strictes.
L’ensemble des (βi,m+1)i∈J1,dK vérifiant (7.5), (7.6) et (7.7) contient donc un ouvert non
vide, on peut choisir (β1,m+1, . . . , βd,m+1) vérifiant (7.8) dans celui-ci car l’ensemble des
d-uplets pour lesquels (7.8) n’est pas vérifiée est une réunion dénombrable d’hypersurfaces
de Rd.

Remarque 7.7. On a choisi c1 =
(
m+1
m

) 1
d de sorte à avoir

∀ v ∈ J1,m+ 1K, (v − 1)cd1 ≤ v.

7.1.2 Prolongement des βi,ℓ et étude des Kj,v

On pose pour i ∈ J1, dK et ℓ ∈ Jm+ 2, 2mK, βi,ℓ = βi,m+1.
Enfin, on étend par périodicité la suite des βi,ℓ en posant pour tout i ∈ J1, dK :

∀ ℓ ∈ J1, 2mK, ∀ p ∈ N, βi,ℓ+2mp = βi,ℓ.

Remarque 7.8. On a par périodicité

∀ i ∈ J1, dK, max
ℓ∈N∗

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v = max
ℓ∈J0,2m−1K

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v.

Comme βi,m+1 = βi,m+1 = . . . = βi,2m et pour tout ℓ ∈ J1,mK, βi,m+1 ≤ βi,ℓ on a donc

∀ i ∈ J1, dK, ∀ v ∈ J1,m+ 1K, max
ℓ∈J0,2m−1K

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v = max
ℓ∈J0,m+1−vK

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v.

En particulier, si v ≤ m, on remarque que

max
ℓ∈J0,m+1−vK

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v = max
ℓ∈J0,m−vK

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v = Ki,v.
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On étend alors la définition de Ki,v à v = 0 et v = m+ 1 par :

∀ i ∈ J1, dK, ∀ v ∈ J0,m+ 1K, Ki,v = max
ℓ∈J0,m+1−vK

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v = max
ℓ∈N∗

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v

avec la convention qu’un produit vide est égal à 1 si bien que Ki,0 = 1.

Propriété 7.9. Soit k ∈ J1, dK et e ∈ J1, k(m+ 1)− 1K. Soit 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jk ≤ d.
Alors pour tout q ∈ J1, kK on a :

1− 1

min
ℓ∈J1,m+1K

βjq ,ℓ


 1

k∑
ℓ=1+f(e,mk)

1
Kjℓ,vℓ

− 1

−Kjq ,vq−1 ≥ 0

où v1, . . . , vk sont définis dans le théorème 7.1.

Remarque 7.10. Les hypothèses (7.1) et (7.2) sont plus fortes que celle énoncée dans
la propriété 7.9. En fait, la propriété 7.9 est suffisante pour montrer le théorème 7.1.

Avant de prouver l’inégalité de la propriété 7.9, on va démontrer deux lemmes.

Lemme 7.11. Pour tout β ≥ min
ℓ∈J1,m+1K

β1,ℓ on a :

β − d(1 + 2β
1
c2 ) ≥ 0.

Preuve. Comme min
ℓ∈J1,m+1K

β1,ℓ ≥ (3d)
c2

c2−1 ≥ 1 par l’hypothèse (7.5), on a :

β
1
c2 (β

c2−1
c2 − 2d) ≥ 1(3d− 2d) ≥ d.

Or β
1
c2 (β

c2−1
c2 − 2d) = β − 2dβ

1
c2 et le lemme est prouvé.

■

Lemme 7.12. Soit k ∈ J1, dK et e ∈ J1, k(m + 1) − 1K. Soit 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ d. On
note u le reste de la division euclidienne de e par k.
Alors pour tout q ∈ J1, kK on a :

(Kjq ,vq−1)
c2 ≤ Kju+1,vu+1 ≤ Kjq ,vq .

Preuve. Il suffit de montrer les deux inégalités suivantes pour conclure :

( max
ℓ∈J1,m+1K

βjq ,ℓ)
(vq−1)c2 ≤ ( min

ℓ∈J1,m+1K
βju+1,ℓ)

vu+1 (7.9)

et ( max
ℓ∈J1,m+1K

βju+1,ℓ)
vu+1 ≤ ( min

ℓ∈J1,m+1K
βjq ,ℓ)

vq . (7.10)

En effet, on a ( min
ℓ∈J1,m+1K

βj,ℓ)
v ≤ Kj,v ≤ ( max

ℓ∈J1,m+1K
βj,ℓ)

v pour tous j ∈ J1, dK et v ∈

J1,m+ 1K.
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On distingue trois cas selon la valeur de q.
• Si q < u+ 1 alors par définition des vj on a :

vq = vu+1 + 1 ∈ J2,m+ 1K.

On utilise alors l’hypothèse (7.7), qui appliquée ju+1 − jq fois, donne

( max
ℓ∈J1,m+1K

βjq ,ℓ)
(vq−1)c

ju+1−jq
2 ≤ ( min

ℓ∈J1,m+1K
βju+1,ℓ)

vq−1 = ( min
ℓ∈J1,m+1K

βju+1,ℓ)
vu+1 ;

cela donne (7.9) car ju+1 − jq ≥ 1.
Pour l’autre inégalité, on utilise cette fois-ci l’hypothèse (7.6), qui appliquée ju+1 − jq
fois, donne :

( max
ℓ∈J1,m+1K

βju+1,ℓ)
vu+1 ≤ ( min

ℓ∈J1,m+1K
βjq ,ℓ)

(vq−1)c
ju+1−jq
1 .

Or, comme ju+1 − jq ≤ d on a (vq − 1)c
ju+1−jq
1 ≤ (vq − 1)cd1 ≤ vq d’après la remarque 7.7

et donc

( max
ℓ∈J1,m+1K

βju+1,ℓ)
vu+1 ≤ ( min

ℓ∈J1,m+1K
βjq ,ℓ)

vq

ce qui prouve (7.10) dans le cas q < u+ 1.
• Si q = u+ 1 l’inégalité (7.10) est triviale. D’autre part, les hypothèses (7.6) et (7.7)
combinées donnent

( min
ℓ∈J1,m+1K

βju+1,ℓ) ≥ ( max
ℓ∈J1,m+1K

βju+1,ℓ)
c2
c1

et donc

( min
ℓ∈J1,m+1K

βju+1,ℓ)
vu+1 ≥ ( max

ℓ∈J1,m+1K
βju+1,ℓ)

vu+1
c2
c1 ≥ ( max

ℓ∈J1,m+1K
βju+1,ℓ)

(vu+1−1)c2

car (v − 1)c1 ≤ (v − 1)cd1 ≤ v pour tout v ∈ J1,m+ 1K par la remarque 7.7. Cela donne
(7.10) dans le cas q = u+ 1.
• Si q > u+ 1 alors par définition des vj on a :

vq = vu+1 ∈ J1,mK.

L’inégalité (7.10) est claire car max
ℓ∈J1,m+1K

βju+1,ℓ ≤ ( min
ℓ∈J1,m+1K

βjq ,ℓ)
c
−(jq−ju+1)

2 ≤ min
ℓ∈J1,m+1K

βjq ,ℓ

en appliquant jq − ju+1 ≥ 1 fois l’hypothèse (7.7).
L’inégalité (7.9) provient de (7.6) appliquéé jq − ju+1 fois :

( max
ℓ∈J1,m+1K

βjq ,ℓ)
(vq−1)c2 ≤ ( min

ℓ∈J1,m+1K
βju+1,ℓ)

(vq−1)c2c
jq−ju+1
1 ≤ ( min

ℓ∈J1,m+1K
βju+1,ℓ)

vq

car (vq − 1)c2c
jq−ju+1

1 ≤ (vq − 1)cd1 car c2 ≤ c1 et (vq − 1)cd1 ≤ vq par la remarque 7.7.
Cela donne (7.9) dans le cas q > u+ 1.

■
On peut alors prouver la propriété 7.9.
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Preuve (propriété 7.9). Soit q ∈ J1, kK. On note u le reste de la division euclienne
de e par k.
En notant f = f(e,mk) on a :

1
k∑

ℓ=1+f

1
Kjℓ,vℓ

≥ 1

(k − f) 1
min

ℓ∈J1+f,kK
Kjℓ,vℓ

≥
Kju+1,vu+1

k − f
≥
Kju+1,vu+1

d

car d’après le lemme 7.12, Kju+1,vu+1 = min
ℓ∈J1+f,kK

Kjℓ,vℓ .

Enfin comme min
ℓ∈J1,m+1K

βjq ,ℓ ≥ min
ℓ∈J1,m+1K

β1,ℓ ≥ 3d par les hypothèses (7.5) et (7.7), on a1− 1

min
ℓ∈J1,m+1K

βjq ,ℓ

 ≥ 1

2
.

On peut donc minorer la quantité
(
1− 1

min
ℓ∈J1,m+1K

βjq,ℓ

) 1
k∑

ℓ=1+f(e,mk)

1
Kjℓ,vℓ

− 1

 − Kjq ,vq−1

par

1

2

(
Kju+1,vu+1

d
− 1

)
−Kjq ,vq−1 =

Kju+1,vu+1 − d(1 + 2Kjq ,vq−1)

2d
.

Il reste alors à montrer que Kju+1,vu+1 − d(1 + 2Kjq ,vq−1) ≥ 0 pour conclure.
Si vq = 1 alors Kjq ,vq−1 = 1 et Kju+1,vu+1 ≥ min

ℓ∈J1,m+1K
β1,ℓ ≥ 3d, donc la propriété 7.9 est

prouvée dans ce cas.
Sinon vq ≥ 2 et en appliquant la minoration du lemme 7.12 on a

Kju+1,vu+1 − d(1 + 2Kjq ,vq−1) ≥ Kc2
jq ,vq−1 − d(1 + 2Kjq ,vq−1).

On conclut la preuve en appliquant le lemme 7.11 avec β = Kc2
jq ,vq−1 ≥ min

ℓ∈J1,m+1K
β1,ℓ par

(7.7), et on trouve

Kc2
jq ,vq−1 − d(1 + 2Kjq ,vq−1) ≥ 0.

■

7.1.3 Définition des suites αi,N
On introduit les suites (αi,N)N∈N pour i ∈ J1, dK définies par :

αi,0 = 1

∀N ∈ N, αi,N+1 = βi,N+1αi,N

On rappelle que l’on note Ei = βi,1 . . . βi,m(βi,m+1)
m pour i ∈ J1, dK.

En fait on a Ei = βi,1 . . . βi,2m d’après les définitions du début de la section 7.1.2 et donc :

∀ i ∈ J1, dK, ∀N ∈ N, αi,N = E
⌊ N

2m⌋
i βi,1 . . . βi,N mod 2m = E

⌊ N
2m⌋

i αi,N mod 2m (7.11)
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avec N mod 2m l’entier k ∈ J0, 2m− 1K tel que N ≡ k mod (2m).
On remarque alors que :

∀ i ∈ J1, dK, ∀ v ∈ J1,m+ 1K, Ki,v = max
ℓ∈J0,m+1−vK

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+v = max
ℓ∈J0,m+1−vK

αi,ℓ+v

αi,ℓ

.

7.2 Construction de l’espace A
On utilise les constructions que l’on a faites au chapitre 5 pour définir l’espace A du
théorème 7.1. On rappelle ensuite des propriétés sur les espaces dont on va montrer dans
la suite qu’ils sont les meilleurs approximations de A.

Pour tous i ∈ J1, dK et ℓ ∈ N∗, on a βi,ℓ ≥ 3d ≥ 2 +
√
5−1
2

et la suite (βi,N) est
(2m)-périodique, on peut donc appliquer la propriété 5.6.
Soit i ∈ J1, dK. D’après la propriété 5.6, il existe une droite ∆′

i = Vect(Y ′
i ) ⊂ Rm+1 telle

que :

∀ e ∈ J1,mK, µm+1(∆
′
i|e)1 = max

ℓ∈J0,2m−1K
βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+e = max

ℓ∈J0,m−eK
βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+e

en utilisant la remarque 7.8.
De plus, d’après la preuve de cette propriété et en fixant θ un nombre premier supérieur
à 5, Y ′

i est de la forme :

Y ′
i =

(
1 σ1,i · · · σm,i

)⊺
avec σ1,i, . . . , σm,i algébriquement indépendants sur Q.
Puisque n = (m+ 1)d on pose pour i ∈ J1, dK :

Yi =



0
...
0
Y ′
i

0
...
0


∈ {0}(i−1)(m+1) × Rm+1 × {0}n−i(m+1)

en plaçant les coordonnées de Y ′
i entre les lignes (i− 1)(m+ 1) + 1 et i(m+ 1) de sorte

que les vecteurs Yi soient deux à deux orthogonaux.
Enfin, les « meilleurs » vecteurs approchant les Yi sont les XN,i avec :

XN,i =



0
...
0

X ′
N,i

0
...
0
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où les X ′
N,i sont définis en (5.4) dans le chapitre 5.

Pour v ∈ J1,m+ 1K et N ∈ N, on pose :

Bi
N,v = Vect(XN,i, . . . , XN+v−1,i) (7.12)

Les vecteurs XN,i sont construits de sorte que dim(Bi
N,v) = v, voir (5.8).

Les propriétés 5.10, 5.11, 5.12 et 5.15 donnent alors :

Propriété 7.13. Soit i ∈ J1, dK. Pour v ∈ J1,mK on a :

c3θ
αi,N ≤ ∥XN,i∥ ≤ c4θ

αi,N ,

c5θ
αi,N ≤H(Bi

N,v) ≤ c6θ
αi,N ,

c7θ
−αi,N+1 ≤ ω(Yi, XN,i) ≤ c8θ

−αi,N+1 ,

c9θ
−αi,N+v ≤ ψ1(Vect(Yi),Vect(Bi

N,v)) ≤ c10θ
−αi,N+v .

avec c3, c4, c5, c6, c7, c8, c9 et c10 des constantes indépendantes de N .

On pose enfin A = Vect(Y1, . . . , Yd) et pour J ⊂ J1, dK :

AJ = Vectj∈J(Yj). (7.13)

Comme les vecteurs Yj sont deux à deux orthogonaux, on a dim(A) = d et dim(AJ) =
#J .

Lemme 7.14. Soit J ⊂ J1, dK non vide et e ∈ J#J,#J(m+ 1)− 1K.
Alors AJ est (e,#J − g(AJ , e))−irrationnel.

Preuve. On suppose le contraire par l’absurde. Il existe alors B un sous-espace ration-
nel de dimension e tel que dim(AJ ∩B) ≥ #J − g(AJ , e) + g(AJ , e) = #J .
Commme dim(AJ) = #J on a alors AJ ∩B = AJ .
En particulier Yj ∈ B pour tout j ∈ J . Soit X1, . . . , Xe une base rationnelle de B.
On a Yj ∧X1∧ . . .∧Xe = 0 pour tout j ∈ J , c’est-à-dire l’annulation de tous les mineurs
de taille e+ 1 de la matrice (Yj | X1 | . . . | Xe).
Soit N un mineur de taille e extrait de M = (X1 | . . . | Xe). Comme e ≤ #J(m+1)− 1,
on peut trouver j ∈ J tel que les lignes des coefficients non nuls de Yj ne soient pas
toutes des lignes de la matrice extraite de M correspondant à N .
On considère le mineur de taille e + 1 de (Yj | X1 | . . . | Xe) obtenu en considérant les
lignes de N et la ligne d’un coefficient non nul de Yj dont on vient de donner l’existence.
On développe ce mineur par rapport à la première colonne et on trouve :

0 = τN + τ1N1 + . . .+ τmNm

où {τ, τ1, . . . , τm} = {1, σ1,i, . . . , σm,i} et les Nj sont au signe près, des mineurs de taille e
de (X1 | . . . | Xe).
Comme σ1,i, . . . , σm,i sont algébriquement indépendants, τ, τ1, . . . , τm sont linéairement
indépendants sur Q et on trouve N = N1 = . . . = Nm = 0 et en particulier N = 0.
Tout mineur de taille e de la matrice (X1 | . . . | Xe) est nul donc dim(B) < e ce qui est
contradictoire.

■
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7.3 Propriété intermédiaire
Dans cette section, on démontre la propriété suivante :

Propriété 7.15. Soit J ⊂ J1, dK de cardinal k ∈ J1, dK. On écrit J = {j1, . . . , jk} avec
j1 < . . . < jk.
On a alors :

∀ e ∈ Jk, k(m+ 1)− 1K, µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) =
1

k∑
q=1+f(e,mk)

1
Kjq,vq

.

Pour e ∈ Jk, k(m+1)−1K, on cherche donc à calculer l’exposant diophantien µn(AJ |e)k−g(AJ ,e),
le lemme 7.14 donnant AJ ∈ In(k, e)k−g(AJ ,e).

Toute la section 7.3 est consacrée à la preuve de cette propriété.
Soit J ⊂ J1, dK de cardinal k. Sans perte de généralité, on suppose dorénavant que
J = J1, kK. D’après les notations de la propriété 7.15 on a jq = q pour tout q ∈ J1, kK.
On fixe aussi e ∈ Jk, k(m+ 1)− 1K.

7.3.1 Hauteur des meilleurs espaces CJ
N

On construit les « meilleurs » espaces approchant AJ . Soit i ∈ J1, dK. Pour Ni un entier,
on pose

Ci
Ni

= Vect(XNi,i, . . . , XNi+vi−1,i) = Bi
Ni,vi

avec vi défini par les relations en (7.4).
Comme vi ≤ m+ 1, on a en particulier dim(Ci

Ni
) = vi.

Pour N = (Nj)j∈J1,kK ∈ Nk on pose

CJ
N =

⊕
j∈J1,kK

Cj
Nj
.

Comme les espaces Cj
Nj

sont deux à deux orthogonaux, on a dim(CJ
N) =

k∑
j=1

vj = e

d’après la remarque 7.2.
On pose pour simplifier les notations

f = f(e,mk) = max(0, e− km) et g = g(AJ , e) = max(0, k + e− n).

On étudie alors CJ
N .

Lemme 7.16. On note u le reste de la division euclidienne de e par k.
Si f = 0 alors pour tout j ∈ J1, kK, on a

vj ≤ m.
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Si f > 0 alors u = f et

∀ j ∈ J1, fK, vj = m+ 1

∀ j ∈ Jf + 1, kK, vj = m,

donc, si f > 0, pour tout j ∈ J1, fK on a

Cj
Nj

= {0}(j−1)(m+1) × Rm+1 × {0}n−j(m+1).

Remarque 7.17. La dernière partie de ce lemme reste vraie si f = 0, l’intervalle J1, fK
étant alors vide.

Preuve. On note f = f(e,mk) dans cette preuve.
Si f = 0 alors e− km ≤ 0. En écrivant la divison euclidienne e = kv+u, on a v ≤ m− 1
ou (v = m et u = 0).
Comme pour tout j ∈ J1, uK, vj = v + 1 et pour tout j ∈ Ju+ 1, kK, vj = v on a bien

vj ≤ m

pour tout j ∈ J1, kK.

Sinon f = e− km > 0.
La division euclidienne e = kv + u de e par k vérifie alors v ≥ m.
De plus comme e ≤ k(m+ 1)− 1 on a v = m. Enfin

u = e− kv = e− km = f.

Par définition des vj on a, pour tout j ∈ J1, fK,

vj = v + 1 = m+ 1

et pour j ∈ Jf + 1, kK,
vj = v = m.

Pour j ∈ J1, fK, on a par définition des XN,j,

Cj
Nj
⊂ {0}(j−1)(m+1) × Rm+1 × {0}n−j(m+1).

Or dim(Cj
Nj
) = vj et donc pour j ∈ J1, fK

dim(Cj
Nj
) = vj = m+ 1.

Par égalité des dimensions, cela prouve la dernière partie du lemme.
■

Lemme 7.18. On a

c11θ

(
k∑

j=f+1
αj,Nj

)
≤ H(CJ

N) ≤ c12θ

(
k∑

j=f+1
αj,Nj

)

avec c11 et c12 indépendantes de N .
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Preuve. On rappelle que CJ
N =

⊕
j∈J1,kK

Cj
Nj

et que cette somme est orthogonale. On a

donc d’après le corollaire 3.11 :

H(CJ
N) =

k∏
j=1

H(Cj
Nj
).

D’après le lemme 7.16, pour tout j ∈ J1, fK, on a H(Cj
Nj
) = 1.

Par ailleurs pour j ∈ Jf +1, kK, Cj
Nj

= Bj
Nj ,vj

avec vj ≤ m. La propriété 7.13 donne donc
c5θ

αj,Nj ≤ H(Cj
Nj
) ≤ c6θ

αj,Nj ce qui prouve le lemme.
■

7.3.2 Estimation de l’angle ψk−g(AJ , C
J
N)

On établit dans cette section, des relations entre l’angle ψk−g(AJ , C
J
N) et la hauteur

H(CJ
N) en fonction des suites (αj,Nj

) pour j ∈ J .

Lemme 7.19. Il existe c13 > 0 indépendante de N = (N1, . . . , Nk) telle que

∀ i ∈ Jf + 1, kK, ω1(Vect(Yi), CJ
N) ≥ c13θ

−αi,Mi+1

en posant pour j ∈ J1, kK et Nj ∈ N, Mj = Nj + vj − 1.

Preuve. Soit i ∈ Jf + 1, kK.
D’après la propriété 7.13, il existe une constante c14 telle que

ω1(Yi, C
j
Ni
) = ψ1(Yi, B

i
Ni,vi

) ≥ c14θ
−αi,Ni+vi = c14θ

−αi,Mi+1 . (7.14)

On peut choisir c14 indépendante de i, en effet i ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
Soit X ∈ CJ

N ∖ {0}. On écrit

X =
k∑

j=1

Vj

avec Vj ∈ Cj
Nj

pour tout j ∈ J1, kK. On va minorer ω(Yi, X) = ∥Yi∧X∥
∥Yi∥·∥X∥ .

Tout d’abord, on a pour tout j ∈ J1, kK, Vj ∈ {0}(j−1)(m+1) × Rm+1 × {0}n−j(m+1). En
décomposant chaque Vj dans la base canonique, on voit que cette décomposition fait
intervenir des vecteurs distincts pour chaque j ∈ J1, kK. A fortiori les vecteurs de la base
canonique de

∧2Rn intervenant dans la décomposition de Yi ∧ Vj sont aussi distincts
pour chaque j ∈ J1, kK. On a donc les vecteurs Yi ∧ Vj deux à deux orthogonaux.
D’après le théorème de Pythagore on a alors

∥Yi ∧X∥2 = ∥
k∑

j=1

(Yi ∧ Vj)∥2 =
k∑

j=1

∥Yi ∧ Vj∥2.
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En particulier pour tout j ∈ J1, kK, on a ∥Yi ∧X∥ ≥ ∥Yi ∧ Vj∥.

Les Vj sont deux à deux orthogonaux et donc ∥X∥2 =
k∑

j=1

∥Vj∥2. Il existe alors j0 ∈ J1, kK

tel que ∥Vj0∥ ≥ k
−1
2 ∥X∥.

• Si j0 = i alors :

ω(Yi, X) ≥ ∥Yi ∧ Vi∥
∥Yi∥ · ∥X∥

≥ k−
1
2
∥Yi ∧ Vi∥
∥Yi∥ · ∥Vi∥

≥ k−
1
2ω(Yi, Vi)

≥ k−
1
2ω1(Yi, C

j
Ni
)

≥ k−
1
2 c14θ

−αi,Mi+1

en utilisant (7.14).
• Si j0 ̸= i alors en étudiant les mineurs de taille 2 de (Yi | X) où on extrait la ligne
correspondant au 1 de Yi et une autre ligne correspondant à une coordonnée non nulle
de Vj0 , on a ∥Yi ∧X∥2 ≥

∑
v

(1× |v|)2 = ∥Vj0∥2 où les v sont les coordonnées non nulles

de Vj0 . Cela donne :

ω(Yi, X) ≥ ∥Vj0∥
∥Yi∥∥X∥

≥ k
−1
2

∥Yi∥

≥ k
−1
2

∥Yi∥
θ−αi,Mi+1 .

On pose alors c15 = min(
k

min
i=1

k
−1
2

∥Yi∥ , k
1
2 c14) et on a :

∀ i ∈ Jf + 1, kK, ω1(Vect(Yi), CJ
N) = min

X∈CJ
N∖{0}

ω(Yi, X) ≥ c15θ
−αi,Mi+1 .

■

Lemme 7.20. On a

c16θ
−

k
min

j=f+1
αj,Mj+1 ≤ ψk−g(AJ , C

J
N) ≤ c17θ

−
k

min
j=f+1

αj,Mj+1

. (7.15)

avec c16, c17 indépendantes des Nj.

Preuve. On rappelle que

ψk−g(AJ , C
J
N) = ωk(AJ , C

J
N)
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car g = g(AJ , e) et dim(CJ
N) = e.

D’après le lemme 7.16, pour tout j ∈ J1, fK

Yj ∈ Cj
Nj
⊂ CJ

N

car Yj ∈ {0}(j−1)(m+1) × Rm+1 × {0}n−j(m+1).
On applique la propriété 2.23 aux espaces

AJ =
k⊕

j=1

Vect(Yj) et
f⊕

j=1

Vect(Yj)⊕
k⊕

j=f+1

Vect(XMj ,j) ⊂ CJ
N

en rappelant la notation Mj = Nj + vj − 1. On a alors

ωk(AJ , C
J
N) ≤ ωk

(
AJ ,

f⊕
j=1

Vect(Yj)⊕
k⊕

j=f+1

Vect(XMj ,j)

)

≤ c18

( f∑
j=1

ω(Yj, Yj) +
k∑

j=f+1

ω(Yj, XMj ,j)

)

= c18

k∑
j=f+1

ω(Yj, XMj ,j)

avec c18 > 0 ne dépendant que de Y1, . . . , Yk et n.
Or d’après la propriété 7.13, pour tout j ∈ Jf + 1, kK

ω(Yj, Xj,Mj
) ≤ c8θ

−αj,Mj+1

avec c8 une constante indépendante des Nj. On a alors

ωk(AJ , C
J
N) ≤ c18c8

k∑
j=f+1

θ−αj,Mj+1 ≤ kc18c8θ
−

k
min

j=f+1
αj,Mj+1

.

La majoration de (7.15) est donc prouvée avec c17 = kc18c8.

On montre maintenant la minoration.
Soit j ∈ Jf + 1, kK. Comme Yj ∈ AJ , on a d’après le lemme 2.17 :

ω1(Vect(Yj), CJ
N) ≤ ωk(AJ , C

J
N)

car dim(AJ) = k et dim(CJ
N) = e ≥ k.

Or d’après le lemme 7.19, on a ω1(Vect(Yj), CJ
N) ≥ c13θ

−αj,Mj+1 avec c13 indépendante de
(N,M) et de j. On a donc

ωk(AJ , C
J
N) ≥ max

j∈Jf+1,kK
c13θ

−αj,Mj+1

= c13θ
−

k
min

j=f+1
αj,Mj+1

.

Comme ωk(AJ , C
J
N) = ψk−g(AJ , C

J
N), on a la minoration, ce qui conclut la preuve du

lemme.
■
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Lemme 7.21. On a :

c19H(CJ
N)

−
k

min
j=f+1

αj,Mj+1

k∑
j=f+1

αj,Nj ≤ ψk−g(AJ , C
J
N) ≤ c20H(CJ

N)

−
k

min
j=f+1

αj,Mj+1

k∑
j=f+1

αj,Nj

avec c19 et c20 indépendantes de N .

Preuve. Les lemmes 7.18 et 7.20 donnent :

c11θ

(
k∑

j=f+1
αj,Nj

)
≤H(CJ

N) ≤ c12θ

(
k∑

j=f+1
αj,Nj

)

et c16θ
−

k
min

j=f+1
αj,Mj+1 ≤ ψk−g(AJ , C

J
N) ≤ c17θ

−
k

min
j=f+1

αj,Mj+1

.

Ces deux estimations regroupées donnent le lemme.
■

7.3.3 Minoration de l’exposant

Le lemme 7.21 permet alors de minorer l’exposant µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) en considérant cer-
tains N = (N1, . . . , Nk) ∈ Nk .

Corollaire 7.22. On a
µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) ≥

1
k∑

i=f+1

1
Ki,vi

avec Kq,vq = max
ℓ∈J0,m−1K

βq,ℓ+1 . . . βq,ℓ+vq .

Preuve. On rappelle que si i ∈ Jf + 1, kK, d’après le lemme 7.16 on a vi ∈ J1,mK et
alors :

max
ℓ∈J0,m−1K

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+vi = max
ℓ∈J0,m−1K

αi,ℓ+vi

αi,ℓ

.

Pour i ∈ Jf + 1, kK, on note alors Li ∈ J0,m− 1K un entier tel que

Ki,vi = max
ℓ∈J0,m−1K

βi,ℓ+1 . . . βi,ℓ+vi =
αi,Li+vi

αi,Li

.

On rappelle que pour j ∈ J1, kK et Nj ∈ N, on a Mj = Nj + vj − 1 où vj ∈ J1,m+1K est
défini en (7.4).
Pour (N1, . . . , Nf ) ∈ Nf etNf+1 ∈ N∗ un multiple de 2m fixés, on pose pour i ∈ Jf+2, kK :

Ni = 2m

⌊
Nf+1 log(Ef+1)

2m log(Ei)
+

log(αf+1,vf+1−1)

log(Ei)

⌋
+ Li. (7.16)
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On sait, par le lemme 7.21, que :

µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) ≥ lim sup
Nf+1→+∞

2m|Nf+1

k

min
i=f+1

αi,Mi+1

k∑
i=f+1

αi,Ni

(7.17)

où les Nf+2, . . . , Nk,Mf+1, . . . ,Mk sont ceux définis ci-dessus en fonction de Nf+1 qui
sera choisi plus tard. La suite de la preuve est consacrée à montrer que cette limite
supérieure est minorée par 1

k∑
i=f+1

1
Ki,vi

.

On fixe alors (N1, . . . , Nf ∈ Nf ) et Nf+1 ∈ N∗ un multiple de 2m et on étudie

k

min
i=f+1

αi,Mi+1

k∑
i=f+1

αi,Ni

.

On rappelle que l’on note Ei = βi,1 . . . βi,m(βi,m+1)
m pour i ∈ J1, dK et que

la famille {1} ∪
(
log(Ef+1)

log(Ej)

)
j∈Jf+2,kK

est linéairement indépendante sur Q (7.18)

d’après (7.8), par choix des βi,m+1.
Pour i ∈ Jf + 2, kK on définit :

δi =

{
Nf+1 log(Ef+1)

2m log(Ei)
+

log(αf+1,vf+1+Lf+1−1)

log(Ei)

}
∈ [0, 1[ (7.19)

où {u} = u − ⌊u⌋ représente la partie fractionnaire de u ∈ R. L’écriture (7.11) donne
pour i ∈ Jf + 1, kK :

αi,Ni
= E
⌊ Ni

2m⌋
i αi,Ni mod 2m = E

⌊ Ni
2m⌋

i αi,Li
(7.20)

car 2m divise Ni − Li d’après (7.16). De même :

αi,Mi+1 = E
⌊Ni+vi

2m ⌋
i αi,Ni+vi mod 2m = E

⌊ Ni
2m⌋

i αi,Li+vi (7.21)

car 0 ≤ Li + vi < 2m pour i ∈ Jf + 1, kK En effet Li ∈ J0,m − 1K et vi ∈ J1,mK pour
tout i ∈ Jf + 1, kK d’après le lemme 7.16.
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D’après les dépendances entre Ni et Nf+1 on a :

αi,Ni
= E
⌊ Ni

2m⌋
i αi,Li

= E

⌊
Nf+1 log(Ef+1)

2m log(Ei)
+

log(αf+1,vf+1−1)

log(Ei)

⌋
i αi,Li

= E
Nf+1 log(Ef+1)

2m log(Ei)
+

log(αf+1,vf+1−1)

log(Ei)
−δi

i αi,Li

= E
Nf+1
2m

f+1 αf+1,vf+1−1E
−δi
i αi,Li

=
αf+1,Nf+1

αf+1,vf+1−1E
−δi
i αi,Li

αf+1,Lf+1

(7.22)

car E
Nf+1
2m

f+1 = E

⌊
Nf+1
2m

⌋
f+1 comme 2m|Nf+1 et αf+1,Nf+1

= E

⌊
Nf+1
2m

⌋
f+1 αf+1,Lf+1

d’après (7.20).
De même en utilisant (7.21) on a pour tout i ∈ Jf + 1, kK

αi,Mi+1 =
αf+1,Nf+1

αf+1,vf+1−1E
−δi
i αi,Li+vi

αf+1,Lf+1

. (7.23)

On étudie donc :

k

min
i=f+1

αi,Mi+1

k∑
i=f+1

αi,Ni

=

k

min
i=f+1

αi,Mi+1

αf+1,Nf+1

k∑
i=f+1

αi,Ni

αf+1,Nf+1

=
min(

αf+1,Lf+1+vf+1

αf+1,Lf+1

,
k

min
i=f+2

(
αf+1,Lf+1+vf+1−1

αf+1,Lf+1

E−δi
i αi,Li+vi))

1 +
k∑

i=f+2

αf+1,Lf+1+vf+1−1

αf+1,Lf+1

E−δi
i αi,Li

en utilisant les relations (7.22) et (7.23).
On rappelle que Kf+1,vf+1

=
αf+1,Lf+1+vf+1

αf+1,Lf+1

et
αf+1,Lf+1+vf+1

βf+1,Lf+1+vf+1

= αf+1,Lf+1+vf+1−1. On a
donc

k

min
i=f+1

αi,Mi+1

k∑
i=f+1

αi,Ni

=
min(Kf+1,vf+1

,
k

min
i=f+2

(
Kf+1,vf+1

βf+1,Lf+1+vf+1

E−δi
i αi,Li+vi))

1 +
k∑

i=f+2

Kf+1,vf+1

βf+1,Lf+1+vf+1

E−δi
i αi,Li

=
min(1,

k

min
i=f+2

(
E

−δi
i αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

))

1
Kf+1,vf+1

+
k∑

i=f+2

E
−δi
i αi,Li

βf+1,Lf+1+vf+1

.
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Enfin comme αi,Li+vi

Ki,vi
= αi,Li

pour tout i ∈ Jf + 2, kK, on a finalement

k

min
i=f+1

αi,Mi+1

k∑
i=f+1

αi,Ni

=
min(1,

k

min
i=f+2

(
E

−δi
i αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

))

1
Kf+1,vf+1

+
k∑

i=f+2

E
−δi
i αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

1
Ki,vi

.

On a donc montré

lim sup
Nf+1→+∞

2m|Nf+1

k

min
i=f+1

αi,Mi+1

k∑
i=f+1

αi,Ni

= lim sup
Nf+1→+∞

2m|Nf+1

min(1,
k

min
i=f+2

(
E

−δi
i αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

))

1
Kf+1,vf+1

+
k∑

i=f+2

E
−δi
i αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

1
Ki,vi

.

Le corollaire 2.11, (7.18) et la définition des δi en (7.19) donnent :

{(δf+2, . . . , δk), Nf+1 ∈ N∗, 2m|Nf+1} dense dans [0, 1[k−f−1.

On a donc, en utilisant cette densité :

lim sup
Nf+1→+∞

2m|Nf+1

k

min
i=f+1

αi,Mi+1

k∑
i=f+1

αi,Ni

= sup
(δi)∈[0,1[k−f−1

min(1,
k

min
i=f+2

(
E

−δi
i αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

))

1
Kf+1,vf+1

+
k∑

i=f+2

E
−δi
i αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

1
Ki,vi

.

Pour tout i ∈ Jf + 2, kK et δi ∈ [0, 1[, on pose

ui =
E−δi

i αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

∈
]

αi,Li+vi

Eiβf+1,Lf+1+vf+1

,
αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

]
et ui prend toutes les valeurs de l’intervalle

]
αi,Li+vi

Eiβf+1,Lf+1+vf+1

,
αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

]
quand δi

parcourt [0, 1[.
De plus 1 ∈

]
αi,Li+vi

Eiβf+1,Lf+1+vf+1

,
αi,Li+vi

βf+1,Lf+1+vf+1

]
pour tout i car αi,Li+vi ≤ Ei = αi,2m et

1 ≤ βf+1,Lf+1+vf+1
≤ min

ℓ∈J1,2mK
βi,ℓ ≤ αi,Li+vi d’après l’hypothèse (7.7). On a donc

sup
(δi)∈[0,1[k−f−1

min(1,
k

min
i=f+2

ui)

1
Kf+1,vf+1

+
k∑

i=f+2

ui
1

Ki,vi

≥
min(1,

k

min
i=f+2

1)

1
Kf+1,vf+1

+
k∑

i=f+2

1
Ki,vi

=
1

k∑
i=f+1

1
Ki,vi

.

On a donc montré que µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) ≥ 1
k∑

i=f+1

1
Ki,vi

en reprenant l’équation (7.17) ce

qui termine la preuve du lemme.
■

102



7.3.4 Majoration de l’exposant

Dans cette section, on montre que les espaces CJ
N réalisent en fait les « meilleures »

approximations de A. Cela permet alors de majorer µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) et ainsi de conclure
la preuve de la propriété 7.15.

Lemme 7.23. Soit ε > 0 et C un sous-espace rationnel de dimension e tel que :

ψk−g(AJ , C) ≤ H(C)

− 1
k∑

j=f+1

1
Kj,vj

−ε

. (7.24)

Alors, si H(C) est assez grand en fonction de ε, il existe N ∈ (N∗)k tel que

C = CJ
N .

Preuve. Dans cette preuve, on pose K = 1
k∑

j=f+1

1
Kj,vj

.

Pour i ∈ J1, kK, on pose Ni l’entier vérifiant :

θαi,Ni+vi−1 ≤ H(C)K+ ε
2
−1 < θαi,Ni+vi . (7.25)

On va montrer que N = (N1, . . . , Nk) convient. Soit Z1, . . . , Ze une Z-base de C ∩ Zn.
On pose pour N un entier et i ∈ J1, kK :

DN,i = ∥XN,i ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥.

On va montrer que pour tout i ∈ J1, kK :

∀ ℓ ∈ J0, vi − 1K, DNi+ℓ,i < 1

et le lemme 2.14 permet de conclure.

On fixe i ∈ J1, kK et ℓ ∈ J0, vi − 1K. Le lemme 2.22 donne

DNi+ℓ,i = ω(XNi+ℓ,i, C)∥XNi+ℓ,i∥H(C).

En utilisant l’inégalité triangulaire (lemme 2.15) on a

ω(XNi+ℓ,i, C) ≤ ω(XNi+ℓ,i, Yi) + ω(Yi, C).

Or la propriété 7.13 donne

c3θ
αi,Ni+ℓ ≤ ∥XNi+ℓ,i∥ ≤ c4θ

αi,Ni+ℓ

et
c7θ

−αi,Ni+ℓ+1 ≤ ω(XNi+ℓ,i, Yi) ≤ c8θ
−αi,Ni+ℓ+1

avec des constantes indépendantes des Ni.
D’autre part, comme Yi ∈ AJ et dim(AJ) = k on a, par le lemme 2.17 :

ψk−g(AJ , C) = ωk(AJ , C) ≥ ω(Yi, C).
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On a donc :

DNi+ℓ,i ≤ c21H(C)θαi,Ni+ℓ
(
θ−αi,Ni+ℓ+1 +H(C)−K−ε

)
= c21

(
θ−αi,Ni+ℓ+1+αi,Ni+ℓH(C) + θαi,Ni+ℓH(C)−K−ε+1

)
(7.26)

avec c21 indépendante de N , en utilisant l’hypothèse (7.24) sur C.
Le choix de Ni en (7.25) donne

θαi,Ni+ℓH(C)−K−ε+1 ≤ θαi,Ni+vi−1 ≤ H(C)K+ ε
2
+1H(C)−K−ε−1 = H(C)−

ε
2 . (7.27)

On s’intéresse maintenant au terme θ−αi,Ni+ℓ+1+αi,Ni+ℓH(C) de (7.26). Toujours par (7.25),
on a

θ−αi,Ni+ℓ+1+αi,Ni+ℓH(C) ≤
(
H(C)

K+ ε
2−1

αi,Ni+vi

)−αi,Ni+ℓ−1+αi,Ni+ℓ

H(C)

= H(C)
(K+ ε

2−1)(−αi,Ni+ℓ+1+αi,Ni+ℓ)+αi,Ni+vi
αi,Ni+vi . (7.28)

On s’intéresse alors au numérateur de cet exposant ; en mettant de coté le terme en ε,
on trouve :

(K − 1)(−αi,Ni+ℓ+1 + αi,Ni+ℓ) + αi,Ni+vi = αi,Ni+ℓ

(
(K − 1)(−βi,Ni+ℓ+1 + 1) +

αi,Ni+vi

αi,Ni+ℓ

)
.

On va montrer que ce terme est négatif, en effet :

(K − 1)(−βi,Ni+ℓ+1 + 1) +
αi,Ni+vi

αi,Ni+ℓ

= (K − 1)(−βi,Ni+ℓ+1 + 1) + βi,Ni+ℓ+1 . . . βi,Ni+vi

= −βi,Ni+ℓ+1(K − 1− βi,Ni+ℓ+2 . . . βi,Ni+vi) +K − 1.

Comme ℓ ∈ J0, vi − 1K on a βi,Ni+ℓ+2 . . . βi,Ni+vi ≤ βi,Ni+2 . . . βi,Ni+vi ≤ Ki,vi−1 car les
vi − 1 facteurs du produitβi,Ni+2 . . . βi,Ni+vi sont consécutifs. On a alors

(K − 1)(−βi,Ni+ℓ+1 + 1) +
αi,Ni+vi

αi,Ni+ℓ

≤ −βi,Ni+ℓ+1(K − 1−Ki,vi−1) +K − 1. (7.29)

Or la propriété 7.9 donne

K − 1−Ki,vi−1 ≥
K − 1

min
ℓ∈J1,m+1K

(βi,ℓ)
.

L’inégalité (7.29) devient alors

(K − 1)(−βi,Ni+ℓ+1 + 1) +
αi,Ni+vi

αi,Ni+ℓ

≤ −βi,Ni+ℓ+1
K − 1

min
ℓ∈J1,m+1K

(βi,ℓ)
+K − 1

≤ (K − 1)

1− βi,Ni+ℓ+1

min
ℓ∈J1,m+1K

(βi,ℓ)


≤ 0.
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On reprend alors (7.28) et on a

θ−αi,Ni+ℓ+1+αi,Ni+ℓH(C) ≤ H(C)
ε
2
(
−αi,Ni+ℓ+1+αi,Ni+ℓ

αi,Ni+vi
)
.

Or on a βi,j ≥ 2 pour tout j, et vi ≤ m+ 1 par le lemme 7.16 donc en utilisant (7.7) on
a

αi,Ni+ℓ+1 − αi,Ni+ℓ

αi,Ni+vi

=
βi,Ni+ℓ+1 − 1

βi,Ni+ℓ+1 . . . βi,Ni+vi

≥ 1

Ki,vi

≥ 1

Ki,m+1

≥ 1

K1,m+1

.

En posant c22 = 1
2K1,m+1

on a alors

θ−αi,Ni+ℓ+1+αi,Ni+ℓH(C) ≤ H(C)−c22ε. (7.30)

En reprenant l’inégalité (7.26) et les estimations (7.27) et (7.30) on a alors

DNi+ℓ,i ≤ c21(H(C)−
ε
2 +H(C)−c22ε)

et donc si H(C) est assez grand (en fonction de ε, c21 et c22) on a pour tout i ∈ J1, kK

∀ ℓ ∈ J0, vi − 1K, ∥XNi+ℓ,i ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥ = DNi+ℓ,i < 1.

Le lemme 2.14 donne alors Xi,Ni+ℓ ∈ C pour tous i ∈ J1, kK et ℓ ∈ J0, vi − 1K. Alors
CJ

N ⊂ C et par égalité des dimensions C = CJ
N .

■

Corollaire 7.24. On a
µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) ≤

1
k∑

i=f+1

1
Ki,vi

.

Preuve. On suppose le contraire par l’absurde : soit ε > 0 tel que

µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) ≥
1

k∑
j=f+1

1
Kj,vj

+ 2ε.

Il existe alors une infinité d’espaces C rationnels de dimension e tels que

ψk−g(AJ , C) ≤ H(C)

− 1
k∑

j=f+1

1
Kj,vj

−ε

. (7.31)

D’après le lemme 7.23, il existe N ∈ (N∗)k tel que C = CJ
N si H(C) est assez grand.

D’autre part le lemme 7.21 donne :

ψk−g(AJ , C
J
N) ≥ c23H(CJ

N)

−
k

min
j=f+1

αj,Mj+1

k∑
j=f+1

αj,Nj (7.32)
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avec c23 > 0 indépendante de N . Les inégalités (7.31) et (7.32) regroupées donnent alors

k

min
j=f+1

αj,Nj+vj

k∑
j=f+1

αj,Nj

≥ 1
k∑

j=f+1

1
Kj,vj

+
ε

2
(7.33)

en faisant tendre la hauteur vers +∞.
Soit j ∈ Jf + 1, kK. On a :

k

min
i=f+1

αi,Ni+vi

Kj,vj

≤
αj,Nj+vj

Kj,vj

≤
αj,Nj

βj,Nj+1 . . . βj,Nj+vj

Kj,vj

≤ αj,Nj

car Kj,vj est le maximum des produits de vj termes consécutifs parmi les βj,ℓ. On somme
maintenant sur les j et on a

(
k

min
j=f+1

αj,Nj+vj)
k∑

j=f+1

1

Kj,vj

≤
k∑

j=f+1

αj,Nj
.

Alors
k

min
j=f+1

αj,Nj+vj

k∑
j=f+1

αj,Nj

≤ 1
k∑

j=f+1

1
Kj,vj

ce qui contredit (7.33) puisque ε > 0, et termine la preuve

du corollaire.
■

Les corollaires 7.22 et 7.24 concluent la preuve de la propriété 7.15.

7.4 Calcul final des exposants
On effectue la preuve du théorème 7.1 en utilisant la propriété 7.15, et le théorème 4.1
pour en déduire les exposants µn(A|e)k−g(A,e).

Pour j ∈ J1, dK on considère l’espace

Rj = {0}(j−1)(m+1) × Rm+1 × {0}(d−j)(m+1) ⊂ Rn.

Les sous-espaces Rj sont rationnels et en somme directe. On a donc
d⊕

j=1

Rj ⊂ Rn et on

remarque que pour tout j ∈ J1, dK

Vect(Yj) ⊂ Rj.

On applique le théorème 4.1 avec les Rj et les droites Aj = Vect(Yj).

Soit e ∈ J1, n − 1K et k ∈ J1 + g(A, e),min(d, e)K tels que e < k(m + 1). Pour tout
sous-ensemble J ⊂ J1, dK de cardinal k, par le lemme 7.14

AJ = Vectj∈J(Yj) est (e, k − g(AJ , e))-irrationnel.
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La première partie du théorème 4.1 appliquée avec k′ = k − g(A, e) donne alors

A ∈ In(d, e)k−g(A,e).

On calcule maintenant l’exposant. Le même théorème donne

µn(A|e)k−g(A,e) = µn(A|e)k′ = max
J∈P(k′+g(A,e),d)

µn(AJ |e)k′+g(A,e)−g(AJ ,e)

avec P(ℓ, d) l’ensemble des parties de cardinal ℓ de J1, dK, et donc

µn(A|e)k−g(A,e) = max
J∈P(k,d)

µn(AJ |e)k−g(AJ ,e) = max
J∈P(k,d)

1
k∑

q=1+f(e,mk)

1
Kjq,vq

(7.34)

par la propriété 7.15 appliquée avec J = {j1 < . . . < jk}.
Il reste alors à montrer le lemme suivant pour terminer la preuve du théorème 7.1.

Lemme 7.25. On a

max
J={j1<...<jk}

1
k∑

q=1+f(e,mk)

1
Kjq,vq

=
1

k∑
q=1+f(e,mk)

1
Kq+d−k+1,vq

.

Preuve. On pose J l’ensemble {d − k + 1, . . . , d} qui correspond donc aux quantités
jq = q + d− k pour q ∈ J1, kK. On a donc

max
J={j1<...<jk}

1
k∑

q=1+f(e,mk)

1
Kjq,vq

≥ 1
k∑

q=1+f(e,mk)

1
Kq+d−k,vq

.

De plus, les Ki,v sont croissants en i par (7.3) donc en particulier

∀ 1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ d, ∀ q ∈ J1, kK, ∀ v ∈ J1,mK, Kjq ,v ≤ Kq+d−k,v.

En particulier

max
J={j1<...<jk}

1
k∑

q=1+f(e,mk)

1
Kjq,vq

≤ 1
k∑

q=1+f(e,mk)

1
Kq+d−k,vq

ce qui termine la preuve du lemme.
■

Soient e ∈ J1, n− 1K et k ∈ J1 + g(A, e),min(d, e)K tels que e < k(m + 1), on déduit de
ce lemme et de (7.34) :

µn(A|e)k−g(A,e) =
1

k∑
q=1+f(e,mk)

1
Kq+d−k,vq

.

Cela termine la preuve du théorème 7.1.
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Chapitre 8

Indépendance algébrique d’exposants
diophantiens

Les théorèmes démontrés dans les chapitres précédents permettent d’obtenir des résultats
sur certains spectres joints. On s’intéresse ici aux propriétés d’indépendance algébrique
des exposants composant ces spectres.
On fixe n ∈ N∗ et d ∈ J1, n− 1K. On étudie la famille de fonctions

(µn(·|e)k−g(d,e,n))(e,k)∈U

pour U un sous ensemble de

Vd,n = {(e, k) | e ∈ J1, n− 1K, k ∈ J1 + g(d, e, n),min(d, e)K}.

Dans ce chapitre, on raisonne toujours à d et n fixés. Les fonctions que l’on étudie, notées
µn(·|e)k−g(d,e,n), sont donc définies sur In(d, e)k−g(d,e,n) l’ensemble des sous-espaces de Rn

de dimension d qui sont (e, k − g(d, e, n))-irrationnels.

On pose pour U ⊂ Vd,n l’ensemble IU =
⋂

(e,k)∈U
In(d, e)k−g(d,e,n) et l’application

MU :

∣∣∣∣ IU −→ RU

A 7−→ (µn(A|e)k−g(d,e,n))(e,k)∈U .

On conjecture que la famille de fonctions
(
µn(·|e)k−g(d,e,n)

)
(e,k)∈Vd,n

est algébriquement
indépendante sur R. En direction de ce résultat on obtient le théorème suivant.

Théorème 8.1. Le degré de transcendance sur R de la famille
(
µn(·|e)k−g(d,e,n)

)
(e,k)∈Vd,n

est au moins égal à n− d.

Cet énoncé signifie qu’il existe une sous-famille U ⊂ Vd,n de cardinal n − d telle que la
famillle

(
µn(·|e)k−g(d,e,n)

)
(e,k)∈U soit algébriquement indépendante sur R. Dans la suite

on démontre en effet des théorèmes plus précis sur de telles sous-familles.

Le théorème 8.1 est directement une conséquence du théorème 8.2 énoncé ci-après. Celui-
ci étend le résultat du corollaire 1.25 qui donne seulement le cas particulier d = 1 de ce
théorème.
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Théorème 8.2. L’image de (µn(·|1)1, . . . , µn(·|n− d)1) contient un ouvert non vide de
Rn−d et la famille de fonctions (µn(·|e)1)e∈J1,n−dK est algébriquement indépendante sur R.

On étudie aussi des familles d’exposants correspondant au dernier angle ; c’est l’objet
des deux théorèmes suivants.
Le théorème 8.3 est assez naturel, il a pour sujet la famille des exposants correspondant
à e+ d ≤ n et au dernier angle.

Théorème 8.3. On suppose que d divise n.
Alors l’image de (µn(·|1)min(d,1), . . . , µn(·|n− d)min(d,n−d)) contient un ouvert non vide de
Rn−d et la famille (µn(·|e)min(d,e))e∈J1,n−dK est algébriquement indépendante sur R.

Le théorème 8.4 a pour sujet la famille des exposants correspondant au dernier angle
dans le cas où j = d ; autrement dit e ∈ Jd, n− 1K. En particulier cette famille contient
certains exposants vérifiant g(d, e, n) = 0 et d’autres g(d, e, n) > 0.

Théorème 8.4. On suppose que d divise n.
Alors l’image de (µn(·|d)d, . . . , µn(·|n − 1)d) contient un ouvert non vide de Rn−d et la
famille (µn(·|e)d)e∈Jd,n−1K est algébriquement indépendante sur R.

Remarque 8.5. Soit U ⊂ Vd,n. Si l’image de MU contient contient un ouvert non vide
de RU , alors la famille (µn(·|e)k−g(d,e,n))(e,k)∈U est algébriquement indépendante sur R.
En effet on aurait sinon une relation polynomiale reliant ces fonctions et l’image de MU

serait contenue dans une hypersurface algébrique de RU qui est d’intérieur vide.
Dans la suite les preuves s’attachent alors uniquement à montrer que les images des
fonctions considérées contiennent un ouvert non vide.

Les théorèmes et propriété de ce chapitre se déduisent tous des constructions réalisées
dans les chapitres 6 et 7.
Le théorème 8.2 est prouvé dans la section 8.1 : on utilise le théorème 6.3 pour construire
des espaces A dont les exposants sont dans un ouvert non vide de Rn−d.
Dans la section 8.2 de ce chapitre, on énonce et montre deux propriétés donnant des
conditions suffisantes sur U pour qu’il existe un ouvert non vide dans l’image de MU .
Leurs preuves utilisent le théorème 7.1 Ces propriétés sont utilisées dans la section 8.3
pour montrer les théorèmes 8.3 et 8.4. Enfin on montre la propriété 8.8 dans la section 8.4,
on y expose une nouvelle famille d’exposants algébriquement indépendants sur R qui fait
notamment apparaître des exposants correspondants à tous les angles (k ∈ J1, dK).
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8.1 Résultat pour le premier angle
Dans cette section, on fait la preuve du théorème 8.2 en utilisant les résultats du chapitre
6.

Preuve (théorème 8.2). Le théorème 6.3 donne un espace A ∈ In(d, n−d)1 vérifiant

∀ e ∈ J1, n− dK, µn(A|e)1 = γe

avec(γ1, . . . , γn−d) ∈ Rn−d vérifiant γ1 ≥ Cd ainsi que

∀ i ∈ J2, n− dK, γi ≥ Cdγi−1,

∀ (i, j) ∈ J1, n− d− 1K2, i+ j ≤ n− 1 =⇒ γi+j ≤ γiγj.

En particulier l’image de (µn(·|1)1, . . . , µn(·|n − d)1) contient un l’ouvert non vide O
constitué de l’ensemble des (γ1, . . . , γn−d) ∈ Rn−d vérifiant γ1 > Cd ainsi que

∀ i ∈ J1, n− d− 1K, Cdγi < γi+1 < min
j∈J1,iK

γi+1−jγj.

L’image de (µn(·|1)1, . . . , µn(·|n−d)1) contient donc un ouvert non vide et en particulier
la famille de fonctions

µn(·|1)1, . . . , µn(·|n− d)1
est algébriquement indépendante sur R par la remarque 8.5.

■

8.2 Conditions sufisantes
On développe ici deux lemmes techniques qui donnent des conditions suffisantes sur
U ⊂ Vd,n pour que MU(IU) contienne un ouvert non vide et que la famille d’exposants
associée soit algébriquement indépendante sur R.

Dans cette section, on suppose que n = d(m+ 1) avec m ∈ N∗. On rappelle la notation
P(J1, dK× J1,mK) pour l’ensemble des parties de J1, dK× J1,mK, et on pose

χ :

∣∣∣∣ Vd,n −→ P(J1, dK× J1,mK)
(e, k) 7−→ J1 + f + d− k, u+ d− kK× J1, v + 1K ∪ Ju+ 1 + d− k, dK× J1, vK

où v et u sont respectivement le quotient le reste de la division euclidienne de e par k et
f = f(e,mk) = max(0, e−mk).
De plus, on rappelle que dans le chapitre 7, on a associé à (e, k) ∈ Vd,n des quantités
v1(e, k), . . . , vk(e, k) définies par :

vq(e, k) =

{
v + 1 si q ∈ J1, uK
v si q ∈ Ju+ 1, kK. (8.1)

Un couple (q, ℓ) ∈ J1, dK× J1,mK appartient alors à χ(e, k) si et seulement si, on a

q ≥ 1 + f + d− k et ℓ ≤ vq+k−d(e, k). (8.2)
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Lemme 8.6. Soit U ⊂ Vd,n avec #U ≤ dm vérifiant pour tout (e, k) ∈ U

e < k(m+ 1). (8.3)

On suppose de plus qu’il existe une relation d’ordre <U sur U telle que

∀ (e, k) ∈ U, χ(e, k)∖
⋃

(e′,k′)<U (e,k)

χ(e′, k′) ̸= ∅. (8.4)

Alors l’image de l’application MU contient un ouvert non vide de RU . En particulier la
famille (µn(·|e)k−g(d,e,n))(e,k)∈U est algébriquement indépendante sur R.

Le lemme 8.6 est en fait un cas particulier du lemme suivant.

Lemme 8.7. Soit U ⊂ Vd,n avec #U ≤ dm vérifiant pour tout (e, k) ∈ U

e < k(m+ 1).

Pour (e, k) ∈ U et β = (βi,ℓ)i∈J1,dK,ℓ∈J1,mK ∈ (R∗
+)

dm, on pose

Ω(e,k)(β) =
k∑

q=1+f(e,mk)

βq+d−k,1 . . . βq+d−k,vq(e,k) =
d∑

q=1+f(e,mk)+d−k

βq,1 . . . βq,vq+k−d(e,k),

ce qui définit une application Ω : (R∗
+)

dm → RU , β 7→ (Ω(e,k)(β))(e,k)∈U .
On suppose que la matrice jacobienne de Ω en β, JΩ(β) ∈ M#U,dm(R) est de rang #U
pour tout β ∈ (R∗

+)
dm.

Alors l’image de l’application MU contient un ouvert non vide de RU . En particulier la
famille (µn(·|e)k−g(d,e,n))(e,k)∈U est algébriquement indépendante sur R.

Preuve (lemme 8.7). D’après la remarque 8.5, il suffit de montrer que l’image de MU

contient un ouvert non vide de R#U . On pose alorsl’application suivante

Ω′ :

∣∣∣∣∣∣∣∣
(R∗

+)
dm −→ RU

(βi,ℓ)i∈J1,dK,ℓ∈J1,mK 7→

 1
k∑

q=1+f(e,mk)

(βq+d−k,1...βq+d−k,vq(e,k))
−1


(e,k)∈U

.

On va appliquer le théorème 7.1 pour construire des espaces A de dimension d dont la
famille d’exposants (µn(A|e)k)(e,k)∈U est un point donné de l’image de Ω′.
Pour cela, on pose H ′ ⊂ (R∗

+)
dm l’ensemble (βi,ℓ)i∈J1,dK,ℓ∈J1,mK vérifiant les hypothèses

∀ i ∈ J1, dK, βi,1 > . . . > βi,m, (8.5)

min
ℓ∈J1,mK

(β1,ℓ) > (3d)
c2

c2−1 et min
ℓ∈J1,mK

(β1,ℓ)
c1 > max

ℓ∈J1,mK
(β1,ℓ)

c2 ,

ainsi que pour tout i ∈ J1, d− 1K :

min
ℓ∈J1,mK

(βi,ℓ)
c1 > max

ℓ∈J1,mK
(βi+1,ℓ)

et min
ℓ∈J1,mK

(βi+1,ℓ) > max
ℓ∈J1,mK

(βi,ℓ)
c2
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avec c1, c2 les constantes définies dans le théorème 7.1. L’ensemble H ′ ainsi défini est un
ouvert non vide de (R∗

+)
dm car les inégalités ci-dessus sont strictes.

Pour β ∈ H ′, le théorème 7.1 donne un espace A de dimension d dans Rn tel que pour
tous e ∈ J1, n− 1K et k ∈ J1 + g(d, e, n),min(d, e)K vérifiant e < k(m+ 1) on a

A ∈ In(d, e)k−g(d,e,n) et µn(A|e)k−g(d,e,n) =
1

k∑
q=1+f(e,mk)

1
Kq+d−k,vq(e,k)

avec ici, du fait de l’hypothèse (8.5)

∀ i ∈ J1, dK,∀ v ∈ J1,mK, Ki,v = βi,1 . . . βi,v. (8.6)

Ce résultat donne alors Ω′(H ′) ⊂ MU(IU). Pour prouver le lemme 8.7 on va montrer
que Ω′(H ′) contient un ouvert non vide. Quitte à composer Ω′ au départ et à l’arrivée
par l’application qui inverse chaque coordonnée il suffit de montrer que l’application de
classe C1 sur H = {(βi,ℓ)i∈J1,dK,ℓ∈J1,mK, (

1
βi,ℓ

)i∈J1,dK,ℓ∈J1,mK ∈ H ′} définie par

Ω :

∣∣∣∣∣∣∣
H −→ RU

(βi,ℓ)i∈J1,dK,ℓ∈J1,mK 7→

(
k∑

q=1+f(e,mk)

βq+d−k,1 . . . βq+d−k,vq(e,k)

)
(e,k)∈U

a un ouvert non vide dans son image.
Comme par hypothèse JΩ(β) est de rang #U pour tout β ∈ H ⊂ (R∗

+)
dm, le théorème de

l’image ouverte assure alors que Ω(H) contient un ouvert non vide ce qui conclut la
preuve du lemme.

■

Preuve (lemme 8.6). Chaque Ω(e,k), défini dans les hypothèses du lemme 8.7, est un
polynôme en les βi,ℓ. On remarque en utilisant (8.2) que χ(e, k) est en fait l’ensemble des
indices des βi,ℓ « apparaissant » dans Ω(e,k)(β). Cela donne en particulier

∂Ω(e,k)

∂βq,ℓ
=


∏

1≤p≤vq+k−d(e,k)
p̸=ℓ

βq,p si (q, ℓ) ∈ χ(e, k)

0 sinon
(8.7)

D’après l’hypothèse (8.4), on peut poser U = {θ1, . . . , θ#U} de sorte que ces quantités
respectent l’ordre <U :

∀ i < j, θi <U θj

et que, pour tout j ∈ J2,#UK, il existe (qj, ℓj) ∈ χ(θj)∖
j−1⋃
i=1

χ(θi).

On a en particulier, en utilisant (8.7), pour tout β ∈ (R∗
+)

dm

∀ i < j,
∂Ωθi

∂βqj ,ℓj
= 0 et

∂Ωθj

∂βqj ,ℓj
=

∏
1≤p≤vqj+k−d(θj)

p̸=ℓj

βqj ,p ̸= 0. (8.8)
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On note JΩ(β) =
(

∂Ωθi

∂βj,ℓ

)
i∈J1,#UK,(j,ℓ)∈J1,dK×J1,mK

∈M#U,dm(R), la matrice jacobienne de Ω

en β ∈ (R∗
+)

dm. Ici l’indice i correspond aux lignes de la matrice et (j, ℓ) aux colonnes,
en ordonnant J1, dK× J1,mK selon l’ordre lexicographique usuel.
On va montrer que JΩ(β) est de rang maximal #U , pour ensuite appliquer le lemme 8.7.
On extrait de JΩ(β) (quitte à intervertir des colonnes) la matrice

GU =

(
∂Ωθi

∂βqj ,ℓj

)
i∈J1,#UK,j∈J1,#UK

∈M#U(R).

D’après (8.8), on a

GU =



∂Ωθ1

∂βq1,ℓ1
0 0 · · · 0

∂Ωθ2

∂βq1,ℓ1

∂Ωθ2

∂βq2,ℓ2
0 · · · 0

... . . . . . . ...
∂Ωθ#U−1

∂βq1,ℓ1

∂Ωθ#U−1

∂βq2,ℓ2
· · ·

∂Ωθ#U−1

∂βq#U−1,ℓ#U−1

0
∂Ωθ#U

∂βq1,ℓ1

∂Ωθ#U

∂βq2,ℓ2
· · ·

∂Ωθ#U

∂βq#U ,ℓ#U


.

La matrice GU est donc triangulaire inférieure et ses coefficients diagonaux sont non nuls
d’après (8.8), elle est donc inversible.
On a donc montré que JΩ(β) est de rang #U pour tout β ∈ H. Le lemme 8.7 donne
alors que l’image de l’application MU contient un ouvert non vide de RU ce qui conclut
la preuve du lemme 8.6.

■

8.3 Résultats pour le dernier angle
Dans cette section, on prouve les théorèmes 8.3 et 8.4 en utilisant les résultats de la
section précédente. On suppose dans cette section, que d divise n et on écrit n = d(m+1)
avec m ∈ N∗.

Preuve (théorème 8.3). On pose

U = {(e,min(d, e)) | e ∈ J1, n− dK}.

On va montrer que U vérifie l’hypothèse (8.4) du lemme 8.6.
On remarque tout d’abord que pour tout (e, k) ∈ U , on a g(d, e, n) = 0 et f(e,mk) = 0
car e ∈ J1, dmK et dm = n− d.
On pose l’ordre suivant sur U :

(e′, k′) <U (e, k)⇐⇒ e′ < e.

Cela définit bien un ordre car les premières coordonnées des couples de U sont deux à
deux distinctes.
Soit (e, k) ∈ U . Si e ≤ d alors k = e et

χ(e, k) = J1 + d− e, dK× {1}.
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De même pour tout (e′, k′) <U (e, k), χ(e′, k′) = J1 + d − e′, dK × {1} et donc comme
1 + d− e′ > 1 + d− e, on a

(1 + d− e, 1) ∈ χ(e, k)∖
⋃

(e′,k′)<U (e,k)

χ(e′, k′).

Sinon e > d alors k = d et on pose e = dv + u la division euclidienne de e par d. On a
alors

χ(e, k) = J1, uK× J1, v + 1K ∪ Ju+ 1, dK× J1, vK.

Soit (e′, k′) <U (e, k). On pose e′ = k′v′ + u′ la division euclidienne de e′ par k′. On
distingue les cas u = 0 et u ̸= 0.
• Si u = 0. On va montrer que (d, v) /∈ χ(e′, k′).
Comme e > d et u = 0 on a nécessairement v > 1. Si k′ = e′ alors v′ = 1 et u′ = 0 donc

χ(e′, k′) = J1 + d− e′, dK× {1}

et (d, v) /∈ χ(e′, k′) car v > 1.
Sinon k′ = d et alors 1 ≤ v′ < v car e′ < e. On a

χ(e′, k′) = J1, u′K× J1, v′ + 1K ∪ Ju′ + 1, dK× J1, v′K

Alors (d, v) /∈ χ(e′, k′) car u′ ≤ d− 1 et v′ < v.
• Si u > 0. On va montrer que (u, v + 1) /∈ χ(e′, k′).
Si k′ = e′ alors v′ = 1, u′ = 0 et

χ(e′, k′) = J1 + d− e′, dK× {1}.

Comme v + 1 > 1 on a (u, v + 1) /∈ χ(e′, k′) dans ce cas là.
Sinon k′ = d et alors v′ ≤ v puisque e′ < e. On a

χ(e′, k′) = J1, u′K× J1, v′ + 1K ∪ Ju′ + 1, dK× J1, v′K

et donc

(u, v + 1) ∈ χ(e′, k′)⇐⇒ [v′ = v et u′ ≥ u].

Comme e′ < e, cette propriété n’est pas respectée et donc (u, v + 1) /∈ χ(e′, k′).

On a donc montré que pour tout (e, k) ∈ U , il existe (q, ℓ) tel que

(q, ℓ) ∈ χ(e, k)∖
⋃

(e′,k′)<U (e,k)

χ(e′, k′).

Les hypothèses du lemme 8.6 sont donc vérifiées : MU(IU) contient un ouvert non vide
et la famille (µn(·|e)k)(e,k)∈U est algébriquement indépendante sur R.

■

Le théorème 8.4 se prouve en utilisant le lemme 8.7 car l’ensemble U associé à la famille
d’exposants ne vérifient pas l’hypothèse (8.4) du lemme 8.6.
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Preuve (théorème 8.4). On pose

U = Jd, n− 1K× {d}.

On va appliquer le lemme 8.7. On va montrer l’inversibilité pour tout β ∈ (R∗
+)

dm de la
matrice jacobienne JΩ(β) ∈Mdm,dm(R) où

Ω(e,d)(β) =
d∑

q=1+f(e,md)

βq,1 . . . βq,vq(e,d)

pour (e, d) ∈ U avec les v1(e, d), . . . , vd(e, d) définis en (8.1) et f(e,md) = max(0, e−md).
On a alors

JΩ(β) =
(
D1 · · · Dd

)
avec pour i ∈ J1, dK :

Di =

(
∂Ω(e,d)

∂βi,ℓ

)
e∈Jd,n−1K,ℓ∈J1,mK

∈Mdm,m.

De par la forme de Ω(e,d), on a pour (i, ℓ) ∈ J1, dK× J1,mK

∂Ω(e,d)

∂βi,ℓ
=


∏

1≤p≤vi(e,d)
p̸=ℓ

βi,p si ℓ ≤ vi(e, d)

0 sinon.

On remarque en particulier que pour ℓ ∈ J1, vi(e, d)− 1K on a

βi,ℓ+1

βi,ℓ

∂Ω(e,d)

∂βi,ℓ+1

=
∂Ω(e,d)

∂βi,ℓ
.

Notons Di,1, . . . , Di,m les colonnes de Di. On fait successivement les opérations élemen-
taires suivantes entre les colonnes de JΩ(β) :

∀ i ∈ J1, dK, ∀ ℓ ∈ J1,m− 1K, Di,ℓ ←
(
Di,ℓ −

βi,ℓ+1

βi,ℓ
Di,ℓ+1

)
,

et on note G la matrice obtenue.
On a donc det(JΩ(β)) = det(G) avec G =

(
ge,(i,ℓ)

)
e∈Jd,n−1K,(i,ℓ)∈J1,dK×J1,mK et

ge,(i,ℓ)

{
̸= 0 si vi(e, d) = ℓ
= 0 sinon . (8.9)

On étudie alorsG et pour cela on réordonne les colonnes deG, en posant sur J1, dK×J1,mK
l’ordre suivant :

(i, ℓ) < (j, ℓ′)⇐⇒ [ℓ < ℓ′ ou (ℓ = ℓ′ et i < j)]
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qui est l’ordre lexicographique sur J1, dK× J1,mK avec comparaison prioritaire du second
élement du couple. On note G′ la matrice ainsi obtenue et on a alors det(G) = ± det(G′).
D’après l’ordre choisi pour les colonnes, les coefficients diagonaux de G′ sont ceux de la
forme ge,(u+1,v) avec e = dv + u la division euclidienne de e par d pour e ∈ Jd, n − 1K.
On va montrer que la matrice G′ est triangulaire supérieure à coefficients diagonaux non
nuls.
Soit e ∈ Jd, n− 1K. On pose e = dv + u la division euclidienne de e par d.
D’après la définition des vi(e, d) en (8.1) on a vu+1(e, d) = v. La construction de G en
(8.9) donne alors

ge,(u+1,v) ̸= 0

Soit maintenant e′ > e. On va montrer que ge′,(u+1,v) = 0. On pose e′ = dv′+u′ la division
euclidienne de e′ par d et on a alors v′ ≥ v.
• Si v′ > v alors comme vu+1(e

′, d) = v′ ou v′ + 1 on a vu+1(e
′, d) ̸= v et donc

ge′,(u+1,v) = 0

d’après (8.9).
• Si v′ = v alors u′ > u et u+1 ∈ J1, u′K. En particulier d’après la définition des vi(e′, d)
en (8.1), on a vu+1(e

′, d) = v′ + 1 ̸= v et donc

ge′,(u+1,v) = 0

d’après (8.9).
On a donc montré que tous les coefficients diagonaux de G′ sont non nuls et que G′ est
triangulaire supérieure. On déduit que G est inversible car det(G) = ± det(G′) et alors
JΩ(β) l’est aussi aussi.
Le lemme 8.7 permet alors de conclure que MU(IU) contient un ouvert non vide et que
la famille (µn(·|e)d)e∈Jdm,d(m+1)−1K est algébriquement indépendante sur R.

■

8.4 Famille d’exposants avec tous les angles
Dans cette section, on exhibe une dernière famille d’exposants algébriquement indé-
pendants sur Q. Celle-ci fait apparaître des exposants correspondant à tous les angles
(k ∈ J1, dK) et avec g(d, e, n) = 0. Précisement, on a des exposants au k-ième angle
pour tout k ∈ J1, dK, mais on approxime seulement par des sous-espaces rationnels de
dimension multiple de k. On remarque que comme dans les théorèmes 8.2, 8.3 et 8.4 on
obtient l’indépendance algébrique d’une famille de n− d exposants.

Propriété 8.8. On suppose que n = d(m+ 1) avec m ∈ N∗. On pose

U = {(e, k) | k ∈ J1, dK, e ∈ Jk, kmK, k|e}. (8.10)

Alors MU(IU) contient un ouvert non vide et la famille (µn(·|e)k)(e,k)∈U est algébrique-
ment indépendante sur R.
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Preuve. On remarque tout d’abord que pour tout (e, k) ∈ U , on a g(d, e, n) = 0 et
f(e,mk) = 0 car e ∈ J1, dmK et dm = n− d.
Il suffit de vérifier que l’ensemble U vérifie les hypothèses du lemme 8.6 pour conclure.
Tout d’abord, si (e, k) ∈ U alors e ≤ km < k(m+ 1).

On introduit l’ordre lexicographique avec comparaison prioritaire du second élement du
couple sur U :

(e′, k′) <U (e, k)⇐⇒ [k′ < k ou (k′ = k et e′ < e)].

Soit (e, k) ∈ U ; alors e = kℓ avec ℓ ∈ J1,mK. On a donc

χ(e, k) = J1 + d− k, dK× J1, ℓK.

On va montrer que pour tout (e′, k′) <U (e, k), on a (1 + d− k, ℓ) /∈ χ(e′, k′).
Soit (e′, k′) <U (e, k).
• Si k′ < k alors χ(e′, k′) ⊂ J1 + d− k′, dK× J1,mK.
En particulier, comme 1 + d− k /∈ J1 + d− k′, dK on a (1 + d− k, ℓ) /∈ χ(e′, k′).
• Si k′ = k alors e′ = kℓ′ avec ℓ′ < ℓ et donc

χ(e′, k′) = J1 + d− k, dK× J1, ℓ′K.

Comme ℓ /∈ J1, ℓ′K on a (1 + d− k, ℓ) /∈ χ(e′, k′).

Les hypothèses du lemme 8.6 sont donc vérifiées : MU(IU) contient un ouvert non vide
et la famille (µn(·|e)k)(e,k)∈U est algébriquement indépendante sur R.

■
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Chapitre 9

Construction d’espaces avec exposants
prescrits au dernier angle

Dans ce chapitre, on construit une nouvelle famille d’espaces A dont on est capable de
calculer les exposants correspondant au dernier angle, c’est-à-dire µn(A|e)min(dim(A),e). On
se limite ici au cas g(d, e, n) = 0 c’est-à-dire d+ e ≤ n.

On va montrer le théorème suivant.

Théorème 9.1. Soit (d, q) ∈ (N∗)2. On pose n = (q + 1)d.
Pour tout α ≥ 3d(d + 4), il existe un sous-espace vectoriel A de Rn de dimension d tel
que

∀ e ∈ Jd, n− dK, µn(A|e)d =
αqe+1

re + (d− re)α
∀ e ∈ J1, d− 1K, µn(A|e)e =

α

re
=
α

e

où qe et re sont le quotient et le reste de la division euclidienne de e par d.

Remarque 9.2. Le théorème 7.1 donnait déjà un espace de dimension d avec exposants
diophantiens prescrits pour le dernier angle avec e ∈ J1, n− dK.
Ici on permet d’avoir d’autres restrictions sur les valeurs prises par ces exposants. On
obtient en effet le même résultat que le corollaire 7.6 avec α1 = . . . = αd = α et on
s’affranchit alors de l’hypothèse

∀ i ∈ J1, d− 1K, αc2
i < αi+1 < αc1

i .

De plus les preuves développées dans ce chapitre diffèrent de celles des autres chapitres
et s’appuient notamment sur la géométrie des nombres.

La construction de l’espace A est réalisée dans la section 9.1, elle est similaire à celles
des chapitres précédents. Pour démontrer le théorème 9.1, on fait une disjonction de cas
selon que e < d ou e ≥ d.
Dans les deux cas, la minoration de l’exposant µn(A|e)min(d,e) est montrée en exhibant une
famille d’espaces rationnels approchant bien A (lemmes 9.12 et 9.17) de façon similaire
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aux chapitres précédents.
Pour e ≥ d, on montre que les « meilleurs » espaces C approchant A contiennent un
certain espace rationnel BN+1,qe (lemme 9.14). On peut alors minorer la hauteur de
l’espace C (lemme 9.13) et on en conclut que µn(A|e)d ne peut pas être trop grand grâce
au lemme 9.15.
Pour e < d, on montre que les « meilleurs » espaces C approchant A intersectent non
trivialement un certain espace rationnel DN,d (lemme 9.18). On aboutit à la minoration
de µn(A|e)e dans le lemme 9.19 en minorant ψ1(C ∩DN,d, A) et donc a fortiori ψe(C,A).

On définit la constante Cd par

Cd = 3d(d+ 4).

On énonce un lemme listant quelques inégalités plus ou moins triviales, vérifiées pour
α ≥ Cd et qui nous serviront pour prouver le théorème 9.1. Elles sont énoncées sous la
forme utilisée dans les preuves de ce chapitre.

Lemme 9.3. Soit α ≥ Cd. Alors on a

−α2 + α(2d+ 2)− d ≤ 0 (9.1)

−α
2
+ d(d− 1) + 1 ≤ 0 (9.2)

−α2 + (1 + 2d)α− d ≤ 0, (9.3)

et pour tout e ∈ Jd, qdK

dre − (d− re)α ≤ 0 (9.4)
αqe

d− re + 1
2

− αqe+1

re + (d− re)α
+ 1 ≤ 0 (9.5)

en notant qe et re le quotient et le reste de la division euclidienne de e par d.

Preuve. Les inégalités (9.1), (9.2) et (9.3) sont vérifiées si

α ≥ max

(
2d+ 2 +

√
4d2 + 4d+ 4

2
, 2d(d− 1) + 2,

1 + 2d+
√
1 + 4d2

2

)
. (9.6)

On vérifie facilement que Cd ≥ max
(
2d(d− 1) + 2, 2 +

√
3, 3+

√
5

2

)
. Cette constante est

supérieure au maximum considéré en (9.6) ; les deux fractions y apparaissant valent en
effet respectivement, 2 +

√
3 et 3+

√
5

2
si d = 1, et le cas d ≥ 2 est trivial car alors

Cd ≥ 2d(d− 1) + 2 ≥ 2d+ 2 +
√
4d2 + 4d+ 4

2
≥ 1 + 2d+

√
1 + 4d2

2
.

L’inégalité (9.4) est vérifiée si

α ≥ dre
d− re

.
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Or dre
d−re
≤ dre ≤ d(d− 1) ≤ Cd ce qui permet de conclure.

Il reste alors à prouver l’inégalité (9.5). On remarque d’abord que

Cd ≥ (
√
2 + 1)d(d+

3

2
)

≥ d− 1 + d(d+
1

2
) +
√
2(d− 1 + d(d+

1

2
))

≥ d− 1 + d(d+
1

2
) +

√
2(d− 1 + d(d+

1

2
))2

≥ d− 1 + d(d+
1

2
) +

√
(d− 1 + d(d+

1

2
))2 + 2(d+

1

2
)(d− 1).

En particulier, Cd est supérieur à la plus grande racine du polynome

Pd(x) =
x2

2
−
(
d− 1 + (d+

1

2
)d

)
x− (d+

1

2
)(d− 1) ≥ 0.

On en conclut que pour tout x ≥ Cd, on a Pd(x) ≥ 0. L’inégalité (9.5) est équivalente à

αqe

(
(d− re +

1

2
)α− re − (d− re)α

)
− (d− re +

1

2
)(re + (d− re)α) ≥ 0

⇐⇒ αqe
(α
2
− re

)
− (d− re +

1

2
)(d− re)α− (d− re +

1

2
)re ≥ 0.

Comme e ∈ Jd, qdK, on a qe ≥ 1. On cherche donc à montrer

α2

2
−
(
re + (d− re +

1

2
)(d− re)

)
α− (d− re +

1

2
)re ≥ 0.

Comme 0 ≤ re ≤ d− 1 et (d− re + 1
2
)re ≤ (d+ 1

2
)(d− 1) il suffit alors d’avoir :

α2

2
−
(
d− 1 + (d+

1

2
)d

)
α− (d+

1

2
)(d− 1) ≥ 0.

Or cette expression est Pd(α) et comme α ≥ Cd, on a Pd(α) ≥ 0 ce qui termine la preuve.
■

9.1 Construction de l’espace A
On rappelle que n = (q + 1)d et donc qd = n− d.
On construit ici l’espace A du théorème 9.1 en utilisant les outils introduits dans le
chapitre 3. Soit θ un nombre premier supérieur ou égal à 5.
Pour j ∈ J1, dK, on pose ϕj : N→ J0, qd− 1K définie par :

ϕj(k) = k + (j − 1)q mod (qd)
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avec x mod (qd) le reste de la division euclidienne de x par qd.

Dans la suite on note σi,j = σ(θ, u(i,j), (αk)k∈N) =
+∞∑
k=0

u
(i,j)
k

θ⌊αk⌋ pour i ∈ J0, qd − 1K et

j ∈ J1, dK avec des suites u(i,j) que l’on va construire . D’après le lemme 3.15, comme
α > 1, il existe qd suites u(0,1), . . . , u(qd−1,1) vérifiant :

∀ i ∈ J0, qd− 1K, ∀ k ∈ N, u
(i,1)
k

{
∈ {2, 3} si i = ϕ1(k)
= 0 sinon

et telles que la la famille (σ0,1, . . . , σqd−1,1) soit algébriquement indépendante sur Q.
On construit alors des suites u(0,2), . . . , u(qd−1,2), . . . , u(0,d), . . . , u(qd−1,d) par récurrence.
Soit j ∈ J1, d−1K, on suppose que l’on a construit u(0,1), . . . , u(qd−1,1), . . . , u(0,j), . . . , u(qd−1,j)

vérifiant

∀ i ∈ J0, qd− 1K, ∀ ℓ ∈ J1, jK, ∀ k ∈ N, u
(i,ℓ)
k

{
∈ {2, 3} si i = ϕℓ(k)
= 0 sinon

et telles que la famille (σ0,1, . . . , σqd−1,1, . . . , σ0,j, . . . , σqd−1,j) soit algébriquement indépen-
dante sur Q. Le lemme 3.15, appliqué avec F = {σ0,1, . . . , σqd−1,1, . . . , σ0,j, . . . , σqd−1,j}
donne alors qd suites u(0,j+1), . . . , u(qd−1,j+1) vérifiant :

∀ i ∈ J0, qd− 1K, ∀ k ∈ N, u
(i,j+1)
k

{
∈ {2, 3} si i = ϕj+1(k)
= 0 sinon

On a donc construit qd × d = (n − d)d suites u(0,1), . . . , u(qd−1,1), . . . , u(0,d), . . . , u(qd−1,d)

vérifiant ∀ i ∈ J0, qd− 1K,∀ j ∈ J1, dK,∀ k ∈ N :

u
(i,j)
k

{
∈ {2, 3} si i = k + (j − 1)q mod (qd)
= 0 sinon (9.7)

et telles que la famille (σ0,1, . . . , σ
qd−1,1, . . . , σ0,d, . . . , σqd−1,d) soit algébriquement indé-

pendante sur Q.

Remarque 9.4. A k et j fixés, i = k+(j−1)q mod (qd) est l’unique entier i ∈ J0, qd−1K
tel que u(i,j)k ̸= 0.

Lemme 9.5. Soient i ∈ J0, qd− 1K et N ∈ N.
Il existe alors un unique couple (k, j) ∈ J0, q − 1K× J1, dK tel que u(i,j)N+k ̸= 0.

Preuve. • Unicité : Supposons qu’il existe ℓ1, ℓ2 ∈ J0, q− 1K et j1, j2 ∈ J1, dK tels que :

u
(i,j1)
N+ℓ1

̸= 0 et u(i,j2)N+ℓ2
̸= 0.

Par définition des u(i,j)k on a :

N + ℓ1 + (j1 − 1)q ≡ N + ℓ2 + (j2 − 1)q mod (qd).
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Par unicité de la division euclidienne par q, puisque ℓ1, ℓ2 ∈ J0, q − 1K, on a ℓ1 = ℓ2.
On a donc (j1 − 1)q ≡ (j2 − 1)q mod (qd) et alors (j1 − j2)q ≡ 0 mod (qd).
Comme j1, j2 ∈ J1, dK, on a j1 = j2.
• Existence : On écrit les divisions euclidiennes de i et de N par q :

i = qu+ v et N = qu′ + v′

avec v, v′ ∈ J0, q − 1K.
Si v ≥ v′, on pose k = v − v′ ∈ J0, q − 1K et j = (u− u′ mod (d)) + 1 ∈ J1, dK.
On vérifie alors que i = N + k + (j − 1)q mod (qd) :

N + k + (j − 1)q mod (qd) = qu′ + v′ + v − v′ + q(u− u′) mod (qd)

= qu+ v mod (qd) = i.

Si v < v′, on pose k = v − v′ + q ∈ J0, q − 1K et j = (u− u′ − 1 mod (d)) + 1 ∈ J1, dK.
On vérifie alors que i = N + k + (j − 1)q mod (qd) :

N + k + (j − 1)q mod (qd) = qu′ + v′ + v − v′ + q + q(u− u′ − 1) mod (qd)

= qu+ v mod (qd) = i.

■

On pose maintenant pour j ∈ J1, dK, le vecteur de Rn :

Yj =



0
...
0
1
0
...
0
σ0,j
...

σqd−1,j



← j-ème ligne

.

On définit alors l’espace A du théorème 9.1 par A = Vect(Y1, . . . , Yd). En regardant les
d premières lignes des vecteurs Yj, on a clairement dim(A) = d.

Lemme 9.6. L’espace A est (e, 1)-irrationnel pour tout e ∈ J1, qdK.

Preuve. On pose M =
(
Y1| · · · |Yd

)
∈ Mn,d(R) la matrice dont les colonnes sont

Y1, . . . , Yd.

Par construction on a M =

(
Id
Σ

)
avec Σ = (σi,j)i∈J0,qd−1K,j∈J1,dK.

Comme les coefficients de Σ forment une famille algébriquement indépendante sur Q et
que Id ∈ GLd(Q), le lemme 3.16 donne que A est (e, 1)-irrationnel pour tout e ∈ J1, n−1K.

■
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9.2 L’espace BN,v

On reprend ici les idées des constructions effectuées dans le chapitre 5 pour construire
les « meilleurs » espaces approximant A et étudier leurs propriétés.
Pour i ∈ J0, qd− 1K, j ∈ J1, dK et N ∈ N∗ on pose :

σN
i,j =

N∑
k=0

u
(i,j)
k

θ⌊αk⌋ ∈
1

θ⌊αN ⌋Z

On pose maintenant pour j ∈ J1, dK le vecteur de Zn :

Xj
N = θ⌊αN⌋



0
...
0
1
0
...
0
σN
0,j
...

σN
qd−1,j



← j-ème ligne

.

Dans la suite on note pour N et v deux entiers non nuls :

BN,v = Vect(X1
N , X

1
N+1, . . . , X

1
N+v−1, X

2
N . . . , X

2
N+v−1, . . . , X

d
N , . . . , X

d
N+v−1) (9.8)

qui est un espace rationnel par définition.
Pour j ∈ J1, dK on remarque que :

Xj
N+1 = θ⌊αN+1⌋−⌊αN⌋Xj

N + U j
N+1 avec U j

N+1 =



0
...
0

u
(0,j)
N+1
...

u
(qd−1,j)
N+1


. (9.9)

On pose V j
N =

Uj
N

∥Uj
N∥
∈ Zn car les vecteurs U j

N ont une unique coordonnée non nulle
d’après la construction en (9.7) et la remarque 9.4.
Les vecteurs V j

N sont donc des vecteurs de la base canonique de Rn.
On introduit aussi les vecteurs :

Zj
N =

1

θ⌊αN ⌋X
j
N (9.10)
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et on remarque que Zj
N −→

N→+∞
Yj et plus précisement pour j ∈ J1, dK :

ψ1(Vect(Yj),Vect(Xj
N)) = ω(Yj, Z

j
N) ≤

∥Yj − Zj
N∥

∥Yj∥
≤ c1θ

−αN+1

(9.11)

avec c1 indépendante de N . On en déduit par ailleurs qu’il existe des constantes c2 et c3
indépendantes de N telles que pour tout N ∈ N :

c2θ
αN ≤ ∥Xj

N∥ ≤ c3θ
αN

. (9.12)

Lemme 9.7. Soit v ∈ J1, qK. Alors l’espace BN,v est de dimension dv.
De plus les vecteurs (Xj

N)j∈J1,dK∪(V j
k )j∈J1,dK,k∈JN+1,N+v−1K forment une Z-base deBN,v∩Zn.

Preuve. Par récurrence sur v et en utilisant (9.9) on a :

BN,v = Vect(X1
N , V

1
N+1, . . . , V

1
N+v−1, X

2
N , V

2
N+1, . . . , V

2
N+v−1, . . . , X

d
N , V

d
N+1, . . . , V

d
N+v−1).

La remarque 9.4 permet d’affirmer que les V j
k considérés ici sont tous différents. On

rappelle de plus que ce sont des vecteurs de la base canonique. On en déduit en particulier
que (Xj

N)j∈J1,dK ∪ (V j
k )j∈J1,dK,k∈JN+1,N+v−1K forment une famille libre.

On montre d’abord le lemme avec v = q.
Soit (aj,k)j∈J1,dK,k∈J0,q−1K ∈ [0, 1]qd tel que :

U =
d∑

j=1

aj,0X
j
N +

q−1∑
k=1

d∑
j=1

aj,kV
j
N+k ∈ Zn (9.13)

En étudiant les d premières coordonnées de U on trouve que aj,0θ⌊α
N⌋ ∈ Z pour tout

j ∈ J1, dK.
On peut écrire aj,0 =

xj

yj
avec yj

∣∣θ⌊αN⌋ et pgcd(xj, θ) = 1 pour tout j ∈ J1, dK.

Soit jmax ∈ J1, dK tel que d
max
j=1

yj = yjmax .

Considérons maintenant l’entier i = N+q(jmax−1) mod (qd) ∈ J0, qd−1K. Par définition
des u(i,j)k en (9.7) on a :

u
(i,jmax)
N ̸= 0 (9.14)

et donc

∀ k ∈ J1, q − 1K, ∀ j ∈ J1, dK, u
(i,j)
N+k = 0

d’après le lemme 9.5.
Par définition des UN+k en (9.9) et des VN+k = UN+k

∥UN+k∥
, la (d + i)−ème coordonnée du
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vecteur
q−1∑
k=1

d∑
j=1

aj,kV
j
N+k est donc nulle.

On a donc d’après (9.13) :

d∑
j=1

aj,0θ
⌊αN⌋σN

i,j =
d∑

j=1

xj
yj
θ⌊αN⌋σN

i,j ∈ Z.

Comme les yj sont des puissances de θ et d
max
j=1

yj = yjmax on a yjmax

yj
∈ Z et :

d∑
j=1

xj
yjmax

yj
θ⌊αN⌋σN

i,j ∈ yjmaxZ. (9.15)

Maintenant on remarque que pour j ̸= jmax, on a i ̸≡ N + 1 + q(j − 1)[qd] et donc
u
(i,j)
N = 0 dans ce cas. Comme

⌊
αN−1

⌋
<
⌊
αN
⌋
, on a alors pour tout j ̸= jmax :

θ|θ⌊αN⌋σN
i,j = θ⌊αN⌋

N∑
k=0

u
(i,j)
k

θ⌊αk⌋ .

Si θ | yjmax on a alors en utilisant (9.15) :

θ | xjmaxθ
⌊αN⌋σN

i,jmax

Or comme u(i,jmax)
n est non nul et est premier avec θ on a pgcd(θ⌊αN⌋σN

i,jmax
, θ) = 1.

On en déduit enfin que θ | xjmax ce qui est contradictoire avec pgcd(xjmax , θ) = 1.
Tous les yj sont donc égaux à 1 et alors tous les aj,0 sont entiers.
En reprenant (9.13) on trouve :

q−1∑
k=1

d∑
j=1

aj,kV
j
N+k ∈ Zn.

Or tous les vecteurs V j
N+k sont distincts et proviennent de la base canonique, donc aj,k

est entier pour tous j ∈ J1, dK et k ∈ J0, q − 1K. Cela montre donc que

(Xj
N)j∈J1,dK ∪ (V j

k )j∈J1,dK,k∈JN+1,N+q−1K

forme une Z-base de BN,q ∩ Zn et en particulier que dim(BN,q) = qd.

Soit maintenant v ∈ J1, q − 1K. On a

(Xj
N)j∈J1,dK ∪ (V j

k )j∈J1,dK,k∈JN+1,N+v−1K ⊂ (Xj
N)j∈J1,dK ∪ (V j

k )j∈J1,dK,k∈JN+1,N+q−1K.

La remarque 2.6 donne alors que la famille (Xj
N)j∈J1,dK ∪ (V j

k )j∈J1,dK,k∈JN+1,N+v−1K forme
une Z-base du Z-module qu’elle engendre. Or ce Z-module est BN,v ∩Zn et le lemme est
prouvé.

■
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9.3 Calcul de l’exposant dans le cas e ≥ d

Dans cette section, on considère e ∈ Jd, qdK.
On rappelle que l’on a e = qed + re la division euclidienne de e par d. On a donc en
particulier 1 ≤ qe ≤ q.
On calcule ici µn(A|e)d.

9.3.1 Minoration de l’exposant

On va introduire dans cette section une suite d’espaces rationnels de dimension e ap-
proximant bien A ce qui nous permet de minorer µn(A|e)d.
Soit N ∈ N. On définit l’espace CN,e par :

CN,e = Vect(X1
N+1, . . . , X

1
N+qe , . . . , X

d
N+1, . . . , X

d
N+qe)

⊕
Vect(X1

N , . . . , X
re
N ) (9.16)

= BN+1,qe

⊕
Vect(X1

N , . . . , X
re
N )

qui est un espace rationnel. En utilisant (9.9) et en raisonnant par récurrence pour chaque
j ∈ J1, dK on a :

CN,e =Vect(X1
N , V

1
N+1, . . . , V

1
N+qe , . . . , X

re
N , V

re
N+1, . . . , V

re
N+qe

)⊕
Vect(Xre+1

N+1 , V
re+1
N+2 , . . . , V

re+1
N+qe

. . . , Xd
N+1, V

d
N+2, . . . , V

d
N+qe). (9.17)

Remarque 9.8. On remarque que dans le cas où re = 0, par la définition en (9.16) on
a CN,e = BN+1,qe .
Dans tous les cas, on a BN+1,qe ⊂ CN,e ⊂ BN,qe+1.

Lemme 9.9. On a dim(CN,e) = e.
De plus, il existe des constantes c4 > 0 et c5 > 0 indépendantes de N telles que

c4θ
reαN+(d−re)αN+1 ≤ H(CN,e) ≤ c5θ

reαN+(d−re)αN+1

.

Remarque 9.10. Ce lemme permet en particulier d’avoir

c4θ
dαN ≤ H(BN,v) ≤ c5θ

dαN

pour tout v ∈ J1, qK et N ∈ N∖ {0}. En effet BN,v = CN−1,dv.

Preuve. Si qe = q, alors CN,e = BN+1,q car e = qd et re = 0 ; sinon qe < q et dans ce
cas CN,e ⊂ BN,q. Dans chacun des cas, le lemme 9.7 donne que les vecteurs considérés
en (9.17) proviennent d’une Z-base de BN+1,q ∩ Zn ou BN,q ∩ Zn respectivement.
La relation (9.17) donne directement dim(CN,e) = (qe + 1)re + (d− re)qe = qed+ re = e
car toutes les familles Xj

N , V
j
N+1, . . . , V

j
N+qe

sont libres.
Par la remarque 2.6, ces vecteurs forment donc une Z-base de CN,e ∩ Zn.
En reprenant la notation Zj

N = 1

θ⌊αN ⌋X
j
N on a :

H(CN,e) =θ
re⌊αN⌋+(d−re)⌊αN+1⌋∥HN∥ ≤ θreα

N+(d−re)αN+1∥HN∥ (9.18)
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où HN est le produit extérieur des vecteurs

(Zj
N)j∈J1,reK ∪ (Zj

N+1)j∈Jre+1,dK ∪ (V j
N+k)j∈J1,reK,k∈J1,qeK ∪ (V j

N+k)j∈Jre+1,dK,k∈J2,qeK. (9.19)

On peut majorer cette norme par :

∥HN∥ ≤ ∥Z1
N ∧ . . . ∧ Zre

N ∧ Z
re+1
N+1 ∧ . . . ∧ Z

d
N+1∥

car les normes des vecteurs V j
k sont égales à 1.

Or la quantité ∥Z1
N ∧ . . .∧Zre

N ∧Z
re+1
N+1 ∧ . . .∧Zd

N+1∥ converge vers ∥Y1 ∧ . . .∧ Yd∥ quand
N tend vers l’infini et est donc majorée indépendammant de N . Il existe alors c5 > 0,
indépendante de N telle que :

∥HN∥ ≤ c5. (9.20)

D’autre part, on pose la matrice M dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs de (9.19).
Alors, en reprenant la construction des vecteurs V j

N en (9.9), M est la forme

M =

(
Id
ΣN

0
VN

)
où ΣN est une matrice dont les coefficients sont des σN

i,j ou des σN+1
i,j , et VN est une

matrice deMqd,e−d(Z) de rang e− d car ses colonnes sont e− d vecteurs distincts de la
base canonique.

Soit ∆ un mineur non nul de VN de taille e − d. On peut alors extraire une matrice
carrée M ′ de taille e de M en sélectionnant les d premières lignes et e − d parmi les
dernières, celles correspondant au mineur ∆. Le déterminant de M ′ est entier car pro-
duit de det(Id) = 1 et de ∆ qui est un mineur d’une matrice de Me−d(Z). On a donc
| det(M ′)| ≥ 1.
Or det(M ′) est un mineur de taille e de M , en particulier on a ∥HN∥ ≥ | det(M ′)| ≥ 1.
On trouve alors en combinant avec (9.18) et (9.20) :

c4θ
reαN+(d−re)αN+1 ≤ θre⌊αN⌋+(d−re)⌊αN+1⌋ ≤ H(CN,e) ≤ c5θ

reαN+(d−re)αN+1

et en posant c4 = θ−d.
■

On s’intéresse maintenant à l’angle ψd(A,CN,e). Pour cela on étudie d’abord l’angle
ψ1(Vect(Y1), CN,e).

Lemme 9.11. Il existe une constante c6 indépendante de N telle que :

ψ1(Vect(Y1), CN,e) ≥ c6θ
−αN+qe+1

.

Preuve. Soit X ∈ CN,e tel que ψ1(Vect(Y1), CN,e) = ω(Y1, X).
On utilise la base de CN,e explicitée en (9.17) et on pose (ak,j) une famille de réels tels
que X s’écrive
re∑
j=1

a0,jθ
−⌊αN⌋Xj

N +
d∑

j=re+1

a0,jθ
−⌊αN+1⌋Xj

N+1 +
re∑
j=1

qe∑
k=1

ak,jV
j
N+k +

d∑
j=re+1

qe−1∑
k=1

ak,jV
j
N+k+1.
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Quitte à renormaliser X, on suppose que

re∑
j=1

a20,j +
d∑

j=re+1

a20,j +
re∑
j=1

qe∑
k=1

a2k,j +
d∑

j=re+1

qe−1∑
k=1

a2k,j = 1. (9.21)

Les vecteurs θ−⌊αN⌋Xj
N et V j

N+k sont de normes bornées par une constante indépendante
de N et on a ω(Y1, X) = ∥Y1∧X∥

∥Y1∥·∥X∥ . Pour conlure, il suffit alors de montrer que si N est
assez grand

∥Y1 ∧X∥ ≥ c6θ
−⌊αN+qe+1⌋ ≥ c6θ

−αN+qe+1

. (9.22)

On rappelle que Y1 =
(
1 0 · · · 0 σ0,1 · · · σqd−1,1

)⊺et on explicite X :

a0,1
...
a0,d

re∑
j=1

a0,jσ
N
0,j +

d∑
j=re+1

a0,jσ
N+1
0,j +

re∑
j=1

qe∑
k=1

ak,jv
j
N+k,0 +

d∑
j=re+1

qe−1∑
k=1

ak,jv
j
N+k+1,0

...
re∑
j=1

a0,jσ
N
qd−1,j +

d∑
j=re+1

a0,jσ
N+1
qd−1,j +

re∑
j=1

qe∑
k=1

ak,jv
j
N+k,qd−1 +

d∑
j=re+1

qe−1∑
k=1

ak,jv
j
N+k+1,qd−1


en posant V j

N+k =
(
0 · · · 0 vjN+k,0 · · · vjN+k,qd−1

)⊺
.

On prouve alors (9.22) en faisant une disjonction de cas. On note σ ≥ 1 un majorant
des σi,j, en particulier pour tout N ∈ N, σ ≥ σN

i,j.
• Premier cas : Si il existe j ∈ J2, dK tel que

|a0,j| ≥
θ−⌊αN+qe+1⌋

(σqd)2

alors en minorant ∥X ∧ Y1∥ par le mineur de (Y1|X) correspondant à la première ligne
et la j-ième ligne on trouve :

∥X ∧ Y1∥ ≥
∣∣∣∣det(1 a0,1

0 a0,j

)∣∣∣∣ ≥ |a0,j| ≥ θ−⌊αN+qe+1⌋

(σqd)2

ce qui donne (9.22).
• Second cas : On a sinon :

∀ j ∈ J2, dK, |a0,j| <
θ−⌊αN+qe+1⌋

(σqd)2
.

D’après (9.21) on a

a20,1 +
re∑
j=1

qe∑
k=1

a2k,j +
d∑

j=re+1

qe−1∑
k=1

a2k,j ≥ 1− (d− 1)

(
θ−⌊αN+qe+1⌋

(σqd)2

)2

.
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En particulier, si N est assez grand, il existe (j′, k′) tel que |ak′,j′ | ≥ 1
qd

avec

k′ > 0 ou (k′ = 0 et j′ = 1).

On suppose d’abord qu’on est dans le cas k′ > 0.
On pose alors i = N + k′ + (j′ − 1)q mod (qd). Par définition des u(i,j)N+k (et donc des
vjN+k,i) en (9.7) on a alors :

vj
′

N+k′,i = 1 et ∀ (j, k) ̸= (j′, k′), vjN+k,i = 0.

En minorant ∥X ∧ Y1∥ par le mineur de (Y1|X) correspondant à la première ligne et la
(i+ 1 + d)-ième ligne on trouve :

∥X ∧ Y1∥ ≥

∣∣∣∣∣∣det
 1 a0,1

σi,1
re∑
j=1

a0,jσ
N
i,j +

d∑
j=re+1

a0,jσ
N+1
i,j + ak′,j′v

j′

N+k′,i

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a0,1(σN
i,1 − σi,1) +

re∑
j=2

a0,jσ
N
i,j +

d∑
j=re+1

a0,jσ
N+1
i,j + ak′,j′v

j′

N+k′,i

∣∣∣∣∣ .
Or |σN

i,1 − σi,1| =
+∞∑

k=N+1

u
(i,1)
k

θ⌊αk⌋ ≤ 4θ−⌊αN+1⌋ si N est assez grand. On a donc

∥X ∧ Y1∥ ≥ |aj′,k′vj
′

N+k′,i| − |a0,1(σ
N
i,1 − σi,1)| − |

re∑
j=2

a0,jσ
N
i,j| − |

d∑
j=re+1

a0,jσ
N+1
i,j |

≥ 1

qd
− 4θ−⌊αN+1⌋ − dσ

(
θ−⌊αN+qe+1⌋

(σqd)2

)
≥ θ−⌊αN+qe+1⌋

si N est assez grand, ce qui donne (9.22).
On suppose maintenant que k′ = 0 et j′ = 1 et donc |a0,1| ≥ 1

qd
.

On pose i = N + qe + 1 mod (qd). Par définition des u(i,j)N+k (et donc des vjN+k,i) en (9.7)
on a alors :

∀ k ∈ J1, qeK, ∀ j ∈ J2, dK, vjN+k,i = 0

et u(i,1)N+1 = . . . = u
(i,1)
N+qe

= 0 et u(i,1)N+qe+1 ∈ {2, 3}.

En particulier σN
i,1 =

N∑
k=0

u
(i,1)
k

θ⌊αk⌋ =
N+qe∑
k=0

u
(i,1)
k

θ⌊αk⌋ = σN+qe
i,1 et

re∑
j=1

qe∑
k=1

ak,jv
j
N+k,i +

d∑
j=re+1

qe−1∑
k=1

ak,jv
j
N+k+1,i = 0.
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En minorant ∥X ∧ Y1∥ par le mineur de (X|Y1) correspondant à la première ligne et la
(i+ 1 + d)-ième ligne on trouve :

∥X ∧ Y1∥ ≥

∣∣∣∣∣∣det
 1 a0,1

σi,1
re∑
j=1

a0,jσ
N
i,j +

d∑
j=re+1

a0,jσ
N+1
i,j

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣a0,1(σN
i,1 − σi,1) +

re∑
j=2

a0,jσ
N
i,j +

d∑
j=re+1

a0,jσ
N+1
i,j

∣∣∣∣∣ .
Or |σN

i,1 − σi,1| = |σ
N+qe
i,1 − σi,1| =

+∞∑
k=N+qe+1

u
(i,1)
k

θ⌊αk⌋ ≥
u
(i,1)
N+qe+1

θ⌊αN+qe+1⌋ ≥ 2θ−⌊αN+qe+1⌋. On a donc

∥X ∧ Y1∥ ≥ |a0,1(σN
i,1 − σi,1)| − |

re∑
j=2

a0,jσ
N
i,j| − |

d∑
j=re+1

a0,jσ
N+1
i,j |

≥ 2θ−⌊αN+qe+1⌋

qd
− dσ

(
θ−⌊αN+qe+1⌋

(σqd)2

)

≥ θ−⌊αN+qe+1⌋

qd

ce qui prouve (9.22).

On a donc (9.22) dans tous les cas ce qui termine la preuve du lemme.
■

Lemme 9.12. Il existe des constantes c7 et c8 indépendantes de N telles que

c7H(CN,e)
−αqe+1

re+(d−re)α ≤ ψd(A,CN,e) ≤ c8H(CN,e)
−αqe+1

re+(d−re)α .

Preuve. On rappelle que pour j ∈ J1, dK et N ∈ N

ψ1(Vect(Yj),Vect(Xj
N+qe

)) ≤ c1θ
−αN+qe+1

d’après (9.11).
Par construction de CN,e, on a Vect(X1

N+qe
, . . . , Xd

N+qe
) ⊂ CN,e et donc

ψd(A,CN,e) ≤ ψd(A,Vect(X1
N+qe , . . . , X

d
N+qe))

d’après le lemme 2.17.
D’après la propriété 2.23 on a :

ψd(A,Vect(X1
N+qe , . . . , X

d
N+qe)) ≤ c9

d∑
j=1

ψ1(Vect(Yj),Vect(Xj
N+qe

))
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avec c9 dépendant de Y1, . . . , Yd et n. On a donc

ψd(A,Vect(X1
N+qe , . . . , X

d
N+qe)) ≤ c9c1dθ

−αN+qe+1

≤ c9c1dc
αN+qe+1

reαN+(d−re)αN+1

5 H(CN,e)
−αN+qe+1

reαN+(d−re)αN+1

= c8H(CN,e)
−αqe+1

re+(d−re)α

car H(CN,e) ≤ c5θ
reαN+(d−re)αN+1 d’après le lemme 9.9, ce qui prouve la majoration du

lemme avec c8 = c9c1dc
αqe+1

re+(d−re)α

5 .

Pour montrer la minoration on utilise le fait que ψd(A,CN,e) ≥ ψ1(Vect(Y1), CN,e) d’après
le lemme 2.17. Le lemme 9.11 donne alors

ψd(A,CN,e) ≥ c6θ
−αN+qe+1

.

Comme H(CN,e) ≥ c4θ
reαN+(d−re)αN+1 d’après le lemme 9.9, on a la minoration

ψd(A,CN,e) ≥ c6c
αN+qe+1

reαN+(d−re)αN+1

4 H(CN,e)
−αN+qe+1

reαN+(d−re)αN+1 = c7H(CN,e)
−αqe+1

re+(d−re)α

avec c7 = c6c
αqe+1

re+(d−re)α

4 ce qui prouve la minoration du lemme.
■

On a alors construit une construit une infinité d’espaces rationnels CN,e de dimension e
tels que

ψd(A,CN,e) ≤ c8H(CN,e)
−αqe+1

re+(d−re)α

ce qui donne en particulier :

µn(A|e)d ≥
αqe+1

re + (d− re)α
.

9.3.2 Majoration de l’exposant

On montre dans cette section, que la minoration trouvée dans la partie précédente est
optimale c’est-à-dire que l’on va majorer µn(A|e)d par αqe+1

re+(d−re)α
.

On énonce un premier lemme technique qui nous sera utile dans la démonstration de la
majoration. Ce lemme généralise en fait la minoration du lemme 9.9.
On rappelle que pour N et v deux entiers non nuls on a défini :

BN,v = Vect(X1
N , X

1
N+1, . . . , X

1
N+v−1, X

2
N . . . , X

2
N+v−1, . . . , X

d
N , . . . , X

d
N+v−1).

Lemme 9.13. Soit N ∈ N, v ∈ J1, q − 1K et r ∈ J0, d− 1K.
Pour W un sous-espace rationnel de Vect(X1

N , . . . , X
d
N) de dimension r, on a :

H(BN+1,v ⊕W ) ≥ c10θ
rαN+(d−r)αN+1

avec c10 indépendante de N et de W .
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Preuve. Soit U1, . . . , Ur une Z-base de W ∩Zn. Comme W ⊂ Vect(X1
N , . . . , X

d
N) et que

ces vecteurs forment une Z-base de Vect(X1
N , . . . , X

d
N)∩Zn on peut écrire pour i ∈ J1, rK :

Ui =
d∑

j=1

ai,jX
j
N (9.23)

avec ai,j ∈ Z.
On remarque que BN+1,v ⊕ W est de dimension dim(BN+1,v) + r = vd + r d’après le
lemme 9.7.
D’après le lemme 9.7, les vecteurs (Xj

N+1)j∈J1,dK ∪ (V j
k )j∈J1,dK,k∈JN+2,N+vK forment une

Z-base de BN+1,v ∩ Zn.
En concaténant ces bases de BN+1,v et de W on forme une base de l’espace vectoriel réel
BN+1,v ⊕W (mais pas forcément du Z-module (BN+1,v ⊕W )∩Zn). De plus les vecteurs
de cette base sont entiers, la formule énoncée dans la remarque 2.8 donne la hauteur de
BN+1,v ⊕W dans ce cas-là :

H(BN+1,v ⊕W ) =

∥∥∥∥∥( d∧
j=1

Xj
N+1) ∧

(
N+v∧

k=N+2

(V 1
k ∧ . . . ∧ V d

k )

)
∧ U1 ∧ . . . ∧ Ur

∥∥∥∥∥
N(I)

(9.24)

où I est l’idéal engendré par les coordonnées grassmaniennes associées à cette base, qui,
on le rappelle, sont les mineurs de taille vd+ r de la matrice associée aux vecteurs

(Xj
N+1)j∈J1,dK ∪ (V j

k )j∈J1,dK,k∈JN+2,N+vK ∪ (Ui)i∈J1,rK.

D’après (9.23) on a pour i ∈ J1, rK :

Ui =
d∑

j=1

ai,jX
j
N =

d∑
j=1

ai,j
Xj

N+1 − U
j
N+1

θ⌊αN+1⌋−⌊αN ⌋

d’après la formule (9.9).
Ainsi :

∥(
d∧

j=1

Xj
N+1) ∧

(
N+v∧

k=N+2

(V 1
k ∧ . . . ∧ V d

k )

)
∧ U1 ∧ . . . ∧ Ur∥

=

(
1

θ⌊αN+1⌋−⌊αN ⌋

)r

∥(
d∧

j=1

Xj
N+1) ∧

(
N+v∧

k=N+2

(V 1
k ∧ . . . ∧ V d

k )

)
∧

d∑
j=1

a1,jU
j
N+1 ∧ . . . ∧

d∑
j=1

ar,jU
j
N+1∥

= θr⌊αN⌋+(d−r)⌊αN+1⌋∥(
d∧

j=1

Zj
N+1) ∧

(
N+v∧

k=N+2

(V 1
k ∧ . . . ∧ V d

k )

)
∧

d∑
j=1

a1,jU
j
N+1 ∧ . . . ∧

d∑
j=1

ar,jU
j
N+1∥

(9.25)

avec Zj
N+1 =

1

θ⌊αN+1⌋X
j
N+1.

Or la norme du produit extérieur qui apparaît en (9.25) peut être minorée par la valeur
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absolue de tout mineur de taille dv+r de la matrice M dont les colonnes sont les vecteurs

(Zj
N+1)j∈J1,dK ∪ (V j

k )j∈J1,dK,k∈JN+2,N+vK ∪ (
d∑

j=1

ai,jU
j
N+1)i∈J1,rK. On a

M =

(
Id

ΣN+1
A

)
∈Mn,dv+r(R)

où ΣN+1 = (σN+1
i,j )i∈J0,qd−1K,j∈J1,dK et A ∈ Mn,d(v−1)+r(R) dont les colonnes sont les vec-

teurs (V j
k )j∈J1,dK,k∈JN+2,N+vK ∪ (

d∑
j=1

ai,jU
j
N+1)i∈J1,rK.

Or d’après la construction des vecteurs V j
k et U j

N+1 en (9.9) et comme ai,j ∈ Z, il existe
A′ ∈Mn−d,d(v−1)+r(Z) une matrice à coefficients entiers telle que :

M =

(
Id

ΣN+1
A

)
=

(
Id

ΣN+1

0
A′

)
.

De plus la matrice A′ est de rang d(v− 1)+ r car rang(M) = dv+ r puisque les colonnes

de M sont des vecteurs d’une base. On peut donc extraire un mineur de
(

Id
ΣN+1

0
A′

)
qui soit non nul et entier. En particulier il est minoré en valeur absolue par 1 et en
reprenant (9.25) on a :

∥(
d∧

j=1

Xj
N+1) ∧

(
N+v∧

k=N+2

(V 1
k ∧ . . . ∧ V d

k )

)
∧ U1 ∧ . . . ∧ Ur∥ ≥ θr⌊αN⌋+(d−r)⌊αN+1⌋. (9.26)

D’après (9.24), il reste alors à montrer queN(I) est majorée par une constante dépendant
seulement de A.
Pour cela on montre que la famille (Xj

N+1)j∈J1,dK∪(V j
k )j∈J1,dK,k∈JN+2,N+vK∪(Ui)i∈J1,rK forme

« presque » une Z-base de (BN+1,v ⊕W ) ∩ Zn.
Soit (uj)j∈J1,dK ∪ (wj,k)j∈J1,dK,k∈JN+2,N+vK ∪ (vi)i∈J1,rK ∈ [0, 1]r+vd tel que :

X =
d∑

j=1

ujX
j
N+1 +

∑
k∈JN+2,N+vK

j∈J1,dK

wj,kV
j
k +

r∑
i=1

viUi ∈ Zn. (9.27)

On décompose X dans la Z-base de BN,v+1 ∩Zn que l’on a explicitée dans le lemme 9.7.

On a Ui =
d∑

j=1

ai,jX
j
N d’après (9.23), et Xj

N+1 = θ⌊αN+1⌋−⌊αN⌋Xj
N + ∥U j

N+1∥V
j
N+1 en

reprenant la formule (9.9).
Pour k ∈ JN + 2, N + vK, les V j

k n’apparaissent donc pas dans la décomposition des Ui

et Xj
N+1. Par définition d’une Z-base on a alors

∀ j ∈ J1, dK, ∀ k ∈ JN + 2, N + vK, wj,k ∈ Z.

En particulier
∑

k∈JN+2,N+vK
j∈J1,dK

wj,kV
j
k ∈ Zn et la relation (9.27) donne alors

d∑
j=1

uj(θ
⌊αN+1⌋−⌊αN⌋Xj

N + ∥U j
N+1∥V

j
N+1) +

d∑
j=1

(
r∑

i=1

viai,j

)
Xj

N ∈ Zn.
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D’après le lemme 9.7, les V j
N+1 et Xj

N forment une Z-base de V ∩ Zn où V est le sous-
espace vectoriel réel engendré par ces vecteurs. On a donc pour tout j ∈ J1, dK :

uj∥U j
N+1∥ ∈ Z, (9.28)

ujθ
⌊αN+1⌋−⌊αN⌋ +

r∑
i=1

viai,j ∈ Z. (9.29)

Comme ∥U j
N+1∥ = 2 ou 3, la relation (9.28) donne 6uj ∈ Z pour tout j ∈ J1, dK. Par la

deuxième relation (9.29) on a alors
r∑

i=1

6viai,j ∈ Z pour tout j ∈ J1, dK.

Enfin :

r∑
i=1

6viUi =
d∑

j=1

(
r∑

i=1

6viai,j

)
Xj

N ∈ Zn.

Comme U1, . . . , Ur est une Z-base de W ∩Zn on trouve 6vi ∈ Z pour tout i ∈ J1, rK. On
a donc finalement :

wj,k ∈ Z pour j ∈ J1, dK, k ∈ JN + 2, N + vK,
6uj ∈ Z pour j ∈ J1, dK,
6vi ∈ Z pour i ∈ J1, rK.

En particulier cela donne N(I) ≤ 6d+r ≤ 62d. En combinant cela avec (9.26) dans (9.24)
on trouve :

H(BN+1,v ⊕W ) ≥ 6−2dθr⌊αN⌋+(d−r)⌊αN+1⌋ ≥ c10θ
rαN+(d−r)αN+1

.

ce qui est le résultat attendu avec c10 = 6−2dθ−d.
■

On peut maintenant minorer le d-ième angle que réalise A avec tout espace rationnel de
dimension e.

Lemme 9.14. Soit ε > 0 et C un espace rationnel de dimension e tel :

ψd(A,C) ≤ H(C)−
αqe+1

re+(d−re)α
−ε.

Supposons H(C) assez grand, et notons N ∈ N

θα
N+qe ≤ H(C)

αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2
−1 < θα

N+qe+1

. (9.30)

Alors BN+1,qe ⊂ C.
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Preuve. Soit N l’unique entier vérifiant (9.30).
On pose Z1, . . . , Ze une Z-base de C ∩ Zn.
Soit j ∈ J1, dK. On étudie Dj,k = ∥Xj

N+k ∧ Z1 ∧ . . . ∧ Ze∥ pour k ∈ J1, qeK. D’après le
lemme 2.22, on a :

Dj,k = ψ1(Vect(Xj
N+k), C)∥X

j
N+k∥H(C)

≤ c3θ
αN+k

H(C)
(
ω(Xj

N+k, Yj) + ψ1(Vect(Yj), C)
)

car ∥Xj
N+k∥ ≤ c3θ

αN+k d’après (9.12) et ω(Xj
N+k, C) ≤ ω(Xj

N+k, Yj) + ψ1(Vect(Yj), C)
par l’inégalité triangulaire du lemme 2.15.
Or ψ1(Yj, C) ≤ ψd(A,C) d’après le lemme 2.17 car e ≥ d et ω(Xj

N+k, Yj) ≤ c1θ
−αN+k+1

d’après (9.11) et donc :

Dj,k ≤ c11θ
αN+k

H(C)

(
θ−αN+k+1

+H(C)
−αqe+1

re+(d−re)α
−ε

)
avec c11 indépendante de N .
Or θαN+k ≤ θα

N+qe ≤ H(C)
αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2
−1 par le choix de N en (9.30) et donc :

Dj,k ≤ c11θ
αN+k−αN+k+1

H(C) + c11H(C)−
ε
2 .

De plus H(C)
αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2
−1 ≤ θα

N+qe+1 d’après (9.30) et donc

θ ≥ H(C)

αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2−1

αN+qe+1 .

On obtient alors la majoration :

Dj,k ≤ c11H(C)1+
(αN+k−αN+k+1)( αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2−1)

αN+qe+1 + c11H(C)−
ε
2 . (9.31)

On étudie l’exposant et comme k ≥ 1 :

1 +
(αN+k − αN+k+1)( αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2
− 1)

αN+qe+1
≤ 1 +

(αN+1 − αN+2)( αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2
− 1)

αN+qe+1

= 1 +
(1− α)( αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2
− 1)

αqe

≤
αqe + (1− α)(αqe

d
+ ε

2
− 1)

αqe

car αqe+1

re+(d−re)α
≥ αqe

d
≥ 1 et 1− α < −1. De plus

αqe + (1− α)(α
qe

d
− 1) ≤ 1

d

(
−αqe+1 + αqe(d+ 1) + d(α− 1)

)
≤ 1

d

(
−α2 + α(2d+ 2)− d

)
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car e ≥ d et donc qe ≥ 1. Par l’inégalité (9.1) du lemme 9.3 on a −α2+α(2d+2)−d ≤ 0.
Alors

αqe + (1− α)(αqe

d
+ ε

2
− 1)

αqe
≤ (1− α)ε

2αqe
≤ −ε

2αq

car 1− α < −1 et qe ≤ q.
On a donc en reprenant (9.31) :

Dj,k ≤ c11H(C)−
ε

2αq + c11H(C)−
ε
2 ≤ 2c11H(C)−

ε
2αq .

Pour H(C) assez grand en fonction de ε, α, n et c11, on a Dj,k < 1 pour tous j ∈ J1, dK
et k ∈ J1, qeK. Le lemme 2.14 donne alors :

∀ j ∈ J1, dK, ∀ k ∈ J1, qeK, Xj
N+k ∈ C.

Ces vecteurs engendrent BN+1,qe donc BN+1,qe ⊂ C.
■

Lemme 9.15. Soit ε > 0. Pour tous les espaces rationnels C de dimension e sauf un
nombre fini on a :

ψd(A,C) > H(C)−
αqe+1

re+(d−re)α
−ε.

Preuve. On suppose l’inverse par l’absurde. Alors pour un certain ε > 0, il existe une
infinité d’espaces rationnels C de dimension e vérifiant :

ψd(A,C) ≤ H(C)
−αqe+1

re+(d−re)α
−ε. (9.32)

D’après le lemme 9.14, si un tel C a une hauteur suffisamment grande on a BN+1,qe ⊂ C
avec N vérifiant (9.30).
On sépare la preuve en deux cas selon la valeur de re.

• Premier cas re = 0 : Dans ce cas, on a e = qed et αqe+1

re+(d−re)α
= αqe

d
.

On a déjà BN+1,qe ⊂ C ; par égalité des dimensions et comme re = 0 on a

C = BN+1,qe = CN,e

par la remarque 9.8 et d’après le lemme 9.7.
On a donc H(C) = H(CN,e) et par le lemme 9.12 on a :

c7H(C)
−αqe+1

re+(d−re)α ≤ ψd(A,CN,e) = ψd(A,C) ≤ H(C)−
αqe+1

re+(d−re)α
−ε.

Cela donne alors αqe+1

re+(d−re)α
≥ αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2
car on peut faire tendre H(C) vers +∞. On

trouve alors ε
2
≤ 0 ce qui est contradictoire.

• Deuxième cas re ̸= 0 : Dans ce cas e = qed+ re et en particulier 1 ≤ qe ≤ q − 1.
Montrons que Vect(X1

N , . . . , X
d
N)∩C est de dimension supérieure ou égale à re en mon-

trant par récurrence sur r ∈ J0, re − 1K qu’il existe r + 1 vecteurs entiers linéairement
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indépendants dans Vect(X1
N , . . . , X

d
N) ∩ C.

Soit r ∈ J0, re − 1K. On suppose qu’il existe U1, . . . , Ur vecteurs entiers linéairement in-
dépendants dans Vect(X1

N , . . . , X
d
N) ∩ C ; si r = 0 cette hypothèse est vide donc vraie.

Montrons qu’il existe Ur+1 ∈ Vect(X1
N , . . . , X

d
N) ∩ C ∩ Zn tel que U1, . . . , Ur+1 soient

linéairement indépendants.

Comme qe ≤ q− 1 et que la famille de vecteurs intervenant dans la définition de BN+1,qe

en (9.8) est libre, on a BN+1,qe ∩Vect(X1
N , . . . , X

d
N) = {0}, et donc d’après le lemme 9.7,

dim(BN+1,qe ⊕ Vect(U1, . . . , Ur)) = dqe + r.

On note Gr = BN+1,qe⊕Vect(U1, . . . , Ur) ainsi que Dr = G⊥
r ∩C l’orthogonal de Gr dans

C.
On a dim(Dr) = e− dqe − r = re − r ≥ 1.
Soit πr : C → Dr la projection orthogonale sur Dr.
On pose ∆r = πr(C ∩ Zn). Alors ∆r est un réseau euclidien de Dr de déterminant :

d(∆r) =
H(C)

H(Gr)
;

on peut retrouver ce résultat dans la preuve du théorème 2 de [36].
D’après le théorème de Minkowski (théorème 2.12), il existe X ′

r ∈ ∆r ∖ {0} ⊂ Dr ∩Qn

tel que :

∥X ′
r∥ ≤ c12d(∆r)

1
dim(Dr) ≤ c12

(
H(C)

H(Gr)

) 1
re−r

(9.33)

avec c12 une constante ne dépendant que de e.
Comme X ′

r ∈ ∆r, il existe Xr ∈ C ∩ Zn tel que πr(Xr) = X ′
r ; on a Xr /∈ Gr donc

Xr /∈ BN+1,qe .

On pose Er le produit extérieur des vecteurs (Xj
N+k)j∈J1,dK,k∈J0,qeK et de Xr.

On cherche à montrer que Er = 0 et pour cela on étudie sa norme. On a :

∥Er∥ = ∥Xr ∧
qe∧
k=0

(X1
N+k ∧ . . . ∧Xd

N+k)∥ = ∥πr(Xr) ∧
qe∧
k=0

(X1
N+k ∧ . . . ∧Xd

N+k)∥

car Xr − πr(Xr) ∈ Gr ⊂ BN,qe+1. Or ∥πr(Xr)∥ = ∥X ′
r∥ ≤ c12

(
H(C)
H(Gr)

) 1
re−r d’après (9.33)

et donc :

∥Er∥ ≤ ∥πr(Xr)∥ · ∥
qe∧
k=0

(X1
N+k ∧ . . . ∧Xd

N+k)∥

≤ c12

(
H(C)

H(Gr)

) 1
r−re

∥(X1
N ∧ . . . ∧Xd

N) ∧
qe∧
k=1

(U1
N+k ∧ . . . ∧ Ud

N+k)∥

138



en utilisant la formule (9.9) sur les Xj
N avec U j

N+k =
(
0 · · · 0 u

(0,j)
N+k · · · u

(qd−1,j)
N+k

)⊺
.

D’après la construction des u(i,j)k en (9.7) on a ∥U j
k∥ ≤ 3 pour tous k et j. Cela donne

donc :

∥Er∥ ≤ c12

(
H(C)

H(Gr)

) 1
re−r

∥X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥
qe∏
k=1

(∥U1
N+k∥ · · · ∥Ud

N+k∥)

≤ 3dqc12

(
H(C)

H(Gr)

) 1
re−r

∥X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥.

Or Vect(X1
N , . . . , X

d
N) = BN,1 d’après la construction en (9.8).

D’après le lemme 9.7 X1
N , . . . , X

d
N forment une Z−base de BN,1 ∩Zn et donc H(BN,1) =

∥X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥.
Or la remarque 9.10 indique que H(BN,1) ≤ c5θ

dαN et donc ∥X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥ ≤ c5θ
dαN .

D’autre part, le lemme 9.13 donneH(Gr) = H(BN+1,qe⊕Vect(U1, . . . , Ur)) ≥ c10θ
rαN+(d−r)αN+1 .

On a donc :

∥Er∥ ≤ 3dqc12c
−1

re−r

10 c5θ
dαN− rαN+(d−r)αN+1

re−r H(C)
1

re−r

= 3dqc12c
−1

re−r

10 c5θ
αN (d(re−r)−r−(d−r)α)

re−r H(C)
1

re−r .

Or d(re − r)− r− (d− r)α ≤ dre − (d− re)α ≤ 0 d’après l’inégalité (9.4) du lemme 9.3,
et le choix de N en (9.30) donne

H(C)
αqe

αN+qe+1(d−re+
1
2 ) ≤ H(C)

αqe+1

re+(d−re)α
+ ε

2−1

αN+qe+1 ≤ θ

car αqe

d−re+
1
2

≤ αqe+1

re+(d−re)α
−1+ ε

2
d’après l’inégalité (9.5) de ce même lemme 9.3. L’inégalité

devient alors :

∥Er∥ ≤ 3dqc12c
−1

re−r

10 c5H(C)
αNαqe (d(re−r)−r−(d−r)α)

αN+qe+1(re−r)(d−re+
1
2 )

+ 1
re−r

= 3dqc12c
−1

re−r

10 c5H(C)
(d(re−r)−r−(d−r)α)+α(d−re+

1
2 )

α(re−r)(d−re+
1
2 ) .

On étudie l’exposant que l’on note δ =
(d(re−r)−r−(d−r)α)+α(d−re+

1
2
)

α(re−r)(d−re+
1
2
)

et on peut alors ma-
jorer

δ =
1

α(re − r)(d− re + 1
2
)
(−α(re − r −

1

2
) + d(re − r)− r)

≤ 1

α(re − r)(d− re + 1
2
)
(−α

2
+ d(d− 1))

car 0 ≤ r ≤ re− 1 et 1 ≤ re− r ≤ d− 1. Enfin d’après l’inégalité (9.2) du lemme 9.3, on
a −α

2
+ d(d− 1) ≤ −1 et donc

δ ≤ −1
α(re − r)(d− re + 1

2
)
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et enfin ∥Er∥ ≤ 3dqc12c
−1

re−r

10 c5H(C)
−1

α(re−r)(d−re+
1
2 ) . En particulier si H(C) est assez grand

on a ∥Er∥ < 1.

Or les vecteurs considérés dans le produit extérieur Er = Xr ∧
qe∧
k=0

(X1
N+k ∧ . . . ∧Xd

N+k)

sont entiers donc ce produit extérieur s’annule.
Il existe alors Ur+1 ∈ (BN+1,qe ⊕ Vect(Xr)) ∩ Vect(X1

N , . . . , X
d
N)∖ {0}. On rappelle que

Xr /∈ BN+1,qe et comme les espaces considérés sont rationnels, on peut prendre Ur+1 ∈ Zn.
Comme (BN+1,qe ⊕ Vect(Xr)) ⊂ C on a aussi Ur+1 ∈ C.
Montrons maintenant que les vecteurs U1, . . . , Ur+1 sont linéairement indépendants sur

R. Soit
r+1∑
k=1

λkUk = 0 une relation de dépendance linéaire.

On applique πr la projection orthogonale sur Dr = (BN+1,qe ⊕Vect(U1, . . . , Ur))
⊥ ∩C et

on trouve :

0 = πr(
r+1∑
k=1

λkUk) =
r+1∑
k=1

λkπr(Uk) = λr+1πr(Ur+1). (9.34)

Or Ur+1 = Z + µXr avec Z ∈ BN+1,qe et µ ∈ R.
De plus comme Ur+1 ∈ Vect(X1

N , . . . , X
d
N) et que Vect(X1

N , . . . , X
d
N)∩BN+1,qe = {0}, on

a nécessairement µ ̸= 0.
On a donc πr(Ur+1) = µX ′

r ̸= 0 ce qui donne λr+1 = 0 en utilisant (9.34).
Enfin on trouve λ1 = . . . = λr = 0 en utilisant l’hypothèse de récurrence donnant
U1, . . . , Ur linéairement indépendants. Ceci termine la récurrence.

On a donc montré qu’il existe W ⊂ Vect(X1
N , . . . , X

d
N) ∩ C un sous-espace rationnel de

dimension re.
Comme BN+1,qe ⊂ C et Vect(X1

N , . . . , X
d
N)∩BN+1,qe = {0} on a donc C = BN+1,qe ⊕W

par égalité des dimensions.
Le lemme 9.13 donne alors

H(C) ≥ c10θ
reαN+(d−re)αN+1

. (9.35)

On remarque d’autre part que C = BN+1,qe ⊕W ⊂ CN−1,(qe+1)d et d’après le lemme 9.11
appliqué avec N ′ = N − 1 et e′ = qe′d où qe′ = qe + 1, on a

ψ1(Vect(Y1), CN−1,(qe+1)d) ≥ c6θ
−αN′+qe′ = c6θ

−αN+qe+1

(9.36)

et donc, en utilisant le lemme 2.17 puisque Y1 ∈ A∖ {0} et dim(A) = d :

ψd(A,C) ≥ ψd(A,CN−1,(qe+1)d) ≥ ψ1(Vect(Y1), CN−1,(qe+1)d). (9.37)

Les inégalités (9.35), (9.36) et (9.37) donnent alors l’existence d’une constante c13 > 0
indépendante de C telle que :

ψd(A,C) ≥ c13H(C)
−αN+qe+1

reαN+(d−re)αN+1 = c13H(C)
−αqe+1

re+(d−re)α .
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En reprenant l’hypothèse faite en (9.32) on a donc

c13H(C)
−αqe+1

re+(d−re)α ≤ H(C)
−αqe+1

re+(d−re)α
−ε.

En particulier pour tout C avec H(C) assez grand on a c13 ≤ H(C)−ε et donc

c13 = 0

ce qui est contradictoire et termine la preuve du lemme.
■

Ce lemme 9.15 donne alors :

µn(A|C)d ≤
αqe+1

re + (d− re)α
.

Cela termine la preuve du théorème 9.1 dans le cas d ≤ e.

9.4 Calcul de l’exposant dans le cas e < d

Dans cette section, on montre µn(A|e)e = α
e

pour e ∈ J1, d− 1K. On peut remarquer que
dans le cas où e = d cette égalité est aussi vérifiée ; en effet on a prouvé le théorème 9.1
dans ce cas. Ce cas apparaissant aussi dans les preuves de section, on montrera ici de
nouveau µn(A|d)d = α

d
.

Dans la suite on fixe e ∈ J1, dK.

9.4.1 Minoration de l’exposant

La minoration de l’exposant µn(A|e)e reprend les mêmes idées que dans le cas e ≥ d.
On introduit ici une suite d’espaces approchant très bien A.
Pour N ∈ N, on pose :

DN,e = Vect(X1
N , . . . , X

e
N) (9.38)

qui est un espace rationnel de dimension e car X i
N ∈ Zn pour tout i.

Lemme 9.16. Les vecteurs X1
N , . . . , X

e
N forment une Z-base de DN,e ∩ Zn et

c14θ
eαN ≤ H(DN,e) ≤ c15θ

eαN

avec c14 et c15 indépendantes de N .

Preuve. Par le lemme 9.7, les vecteurs X1
N , . . . , X

e
N sont des vecteurs d’une Z-base de

BN,v ∩ Zn introduit en (9.8).
D’après la remarque 2.6, ils forment alors en particulier une Z-base de l’espace W ∩ Zn

où W est l’espace qu’ils engendrent, c’est-à-dire DN,e.
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Par définition de la hauteur on a donc H(DN,e) = ∥X1
N ∧ . . . ∧Xe

N∥.
On reprend la notation suivante pour i ∈ J1, eK :

Zj
N =

1

θ⌊αN ⌋X
j
N (9.39)

et on a Zj
N −→

N→+∞
Yj.

En particulier on a

∥Z1
N ∧ . . . ∧ Ze

N∥ −→
N→+∞

∥Y1 ∧ . . . ∧ Ye∥ ≠ 0.

On en déduit

θ−e⌊αN⌋∥X1
N ∧ . . . ∧Xe

N∥ = ∥Z1
N ∧ . . . ∧ Ze

N∥ −→
N→+∞

∥Y1 ∧ . . . ∧ Ye∥ ≠ 0.

Donc il existe c16 et c17 telles que pour tout N ∈ N,

c16θ
e⌊αN⌋ ≤ H(DN,e) ≤ c17θ

e⌊αN⌋

ce qui permet de conclure puisque θeαN−e ≤ θe⌊αN⌋ ≤ θeα
N .

■

Lemme 9.17. Il existe une constante c18 indépendante de N telle que :

ψe(A,DN,e) ≤ c18H(DN,e)
−α/e.

pour N assez grand.

Preuve. On rappelle que pour j ∈ J1, dK et N ∈ N

ψ1(Vect(Yj),Vect(Xj
N)) ≤ c1θ

−αN+1

d’après (9.11).
On a Vect(Y1, . . . , Ye) ⊂ A donc ψe(A,DN,e) ≤ ψe(Vect(Y1, . . . , Ye), DN,e).
D’après la propriété 2.23 on a :

ψe(Vect(Y1, . . . , Ye), DN,e) ≤ c19

e∑
j=1

ψ1(Vect(Yj),Vect(Xj
N))

avec c19 dépendant de Y1, . . . , Ye et n. On a donc

ψe(A,DN,e) ≤ c19c1eθ
−αN+1

≤ c19c1dc
αN+1

eαN

15 H(DN,e)
−αN+1

eαN

= c18H(DN,e)
−α/e

avec c18 = c19c1dc
α
e
15 et car H(DN,e) ≤ c15θ

eαN d’après le lemme 9.16.
■

On a donc construit une infinité d’espaces rationnels DN,e de dimension e tels que

ψe(A,DN,e) ≤ c18H(DN,e)
−α/e;

cela donne en particulier :

µn(A|e)e ≥
α

e
.

142



9.4.2 Majoration de l’exposant

Le but de cette section est de majorer µn(A|e)e.

Lemme 9.18. Soit ε > 0 et C un espace rationnel de dimension e tel :

ψe(A,C) ≤ H(C)−
α
e
−ε.

Alors si H(C) est assez grand, il existe N ∈ N et Z ∈ Zn ∖ {0} tels que Z ∈ C ∩DN,d et

∥Z∥ ≤ c20H(C)1/e

avec c20 indépendante de Z et de N .

Preuve. Par le corollaire 2.13 du théorème de Minkowski il existe Z ∈ C ∩ Zn ∖ {0}
tel que :

∥Z∥ ≤ c21H(C)1/e (9.40)

avec c21 une constante indépendante de Z.
Il reste alors à montrer qu’il existe un certain N tel que Z ∈ DN,d = Vect(X1

N , . . . , X
d
N).

On pose ZA le projeté orthogonal de Z sur A. On introduit a1, . . . , ad ∈ R tels que :

ZA =
d∑

j=1

ajYj.

On cherche à montrer qu’il existe N tel que ∥Z∧X1
N∧. . .∧Xd

N∥ s’annule. Or X1
N , . . . , X

d
N

est une Z-base de DN,d ∩ Zn d’après le lemme 9.16. Pour N ∈ N, on a donc d’après le
lemme 2.22

∥Z ∧X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥ = ψ1(Vect(Z), DN,d)H(DN,d)∥Z∥

≤ ω(Z,
d∑

j=1

ajX
j
N)H(DN,d)∥Z∥

≤

(
ω(Z,ZA) + ω(ZA,

d∑
j=1

ajX
j
N)

)
H(DN,d)∥Z∥. (9.41)

En rappelant la notation Zj
N = θ−⌊αN⌋Xj

N , on a

ω(ZA,
d∑

j=1

ajX
j
N) = ω(ZA,

d∑
j=1

ajZ
j
N) ≤

∥∥∥∥∥ZA −
d∑

j=1

ajZ
j
N

∥∥∥∥∥
∥ZA∥

≤

d∑
j=1

|aj|
∥∥Yj − Zj

N

∥∥∥∥∥∥∥ d∑
j=1

ajYj

∥∥∥∥∥
.
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Or par construction des Yj, on a

∥∥∥∥∥ d∑
j=1

ajYj

∥∥∥∥∥ ≥
√

d∑
j=1

|aj|2 ≥
d∑

j=1

|aj |
d

; en effet pour i ∈

J1, dK, la i-ème coordonnée de Yj est égale à 1 si i = j et à 0 sinon.
De plus, on a ∥Yj − Zj

N∥ ≤ ∥Yj∥c1θ−αN+1 par (9.11). On a donc

ω(ZA,
d∑

j=1

ajX
j
N) ≤ c22θ

−αN+1

(9.42)

avec c22 = c1d max
j∈J1,dK

∥Yj∥.

D’autre part on a, en utilisant le lemme 2.17 puisque Y1 ∈ A∖ {0} et dim(C) = e :

ω(Z,ZA) = ψ1(Vect(Z), A) ≤ ψe(C,A).

L’hypothèse du lemme donne alors :

ω(Z,ZA) ≤ H(C)−
α
e
−ε. (9.43)

On combine (9.42) et (9.43) avec (9.41) et on a :

∥Z ∧X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥ ≤
(
H(C)−

α
e
−ε + c22θ

−αN+1
)
H(DN,d)∥Z∥.

On sait de plus par le lemme 9.16 que H(DN,d) ≤ c15θ
dαN et par (9.40) que ∥Z∥ ≤

c21H(C)1/e. On a donc pour N ∈ N :

∥Z ∧X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥ ≤
(
H(C)−

α
e
−ε + c22θ

−αN+1
)
c15θ

dαN

c21H(C)1/e

≤ c23

(
H(C)−

α−1
e

−εθdα
N

+ θα
N (d−α)H(C)1/e

)
avec c23 = c15c21max(1, c22) indépendante de C et de N .
On choisit maintenant N . Soit N l’entier tel que :

θdα
N ≤ H(C)

α−1
e

+ ε
2 < θdα

N+1

. (9.44)

Cela donne donc θdαN ≤ H(C)
α−1
e

+ ε
2 et θ > H(C)

α−1
e + ε

2
dαN+1 , d’où, puisque α > d :

∥Z ∧X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥ ≤ c23

(
H(C)−

ε
2 +H(C)

αN (d−α)

(
α−1
e + ε

2
dαN+1

)
+ 1

e

)
≤ c23

(
H(C)−

ε
2 +H(C)

(d−α)(2α−2+eε)+2dα
2edα

)
. (9.45)

On étudie alors l’exposant du deuxième terme :

(d− α)(2α− 2 + eε) + 2dα

2edα
=

1

edα

(
−α2 + (1 + 2d)α− d

)
− α− d

2dα
ε.
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Or d’après l’inégalité (9.3) du lemme 9.3, on a −α2 + (1 + 2d)α− d ≤ 0 et donc

(d− α)(2α− 2 + eε) + 2dα

2edα
≤ −c24ε

avec c24 = α−d
2dα

> 0 car α > d.
L’inégalité (9.45) devient donc :

∥Z ∧X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥ ≤ c23
(
H(C)−

ε
2 +H(C)−c24ε

)
avec c23 et c24 indépendante de C. Pour H(C) assez grand on a donc

∥Z ∧X1
N ∧ . . . ∧Xd

N∥ < 1

et le lemme 2.14 donne alors

Z ∈ Vect(X1
N , . . . , X

d
N) = DN,d

pour N vérifiant (9.44), ce qui termine la preuve.
■

On peut maintenant montrer le résultat permettant de minorer l’exposant.

Lemme 9.19. Soit ε > 0. Pour tous les espaces rationnels C de dimension e sauf un
nombre fini on a :

ψe(A,C) > H(C)−
α
e
−ε.

Preuve. On suppose le contraire par l’absurde.
Il existe alors une infinité d’espaces rationnels C de dimension e vérifiant :

ψe(A,C) ≤ H(C)−
α
e
−ε. (9.46)

Soit C un tel espace. Le lemme 9.18 donne alors N ∈ N et Z ∈ Zn ∖ {0} tels que
Z ∈ C ∩DN,d avec

∥Z∥ ≤ c20H(C)
1
e .

Comme Z ∈ DN,d ∩ Zn on peut écrire :

Z =
d∑

j=1

vjX
j
N (9.47)

avec vj ∈ Z car les Xj
N forment une Z−base de DN,d ∩ Zn d’après le lemme 9.16.

Soit, pour j ∈ J1, dK, zj = θ⌊αN⌋vj, ce qui donne Z =
d∑

j=1

zjZ
j
N .
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On souhaite maintenant minorer ψ1(Z,A). On rappelle la notation ZA pour le projeté
orthogonal de Z sur A. On introduit a1, . . . , ad ∈ R tels que :

ZA =
d∑

j=1

ajYj.

On pose de plus :

∆ = ZA −
d∑

i=1

zjYj,

ainsi que

ω = ∥ZA − Z∥.

Comme les Zj
N et Yj ont leur i-ème coordonnée de Yj égale à 1 si i = j et à 0 sinon, cela

donne

ZA − Z =
(
a1 − z1 · · · ad − zd ⋆ . . . ⋆

)⊺
.

On a alors :

ω2 ≥
d∑

j=1

(aj − zj)2,

et donc pour tout j ∈ J1, dK, |aj − zj| ≤ ω.
Cela nous donne en particulier

∥∆∥ =

∥∥∥∥∥
d∑

j=1

(aj − zj)Yj

∥∥∥∥∥ ≤ c25ω (9.48)

avec c25 = d max
j∈J1,dK

∥Yj∥. On peut alors minorer ∥Z ∧ ZA∥ :

∥Z ∧ ZA∥ = ∥Z ∧ (
d∑

j=1

zjYj + ZA −
d∑

j=1

zjYj)∥

= ∥Z ∧
d∑

j=1

zjYj + Z ∧∆∥

≥ ∥Z ∧
d∑

j=1

zjYj∥ − ∥Z ∧∆∥. (9.49)

D’un côté, pour tous j0 ∈ J1, dK et i ∈ J0, qd− 1K, en se rappelant des définitions des Yj
et des σj données dans la section 9.1 et en considérant les j0-ème et (d + i)-ème lignes
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de la matrice

(
Z

∣∣∣∣∣ d∑
j=1

zjYj

)
on a :

∥Z ∧
d∑

j=1

zjYj∥ = ∥
d∑

j=1

zjZ
j
N ∧

d∑
j=1

zjYj∥

≥

∣∣∣∣∣∣det
 zj0 zj0

d∑
j=1

zjσ
N
i,j

d∑
j=1

zjσi,j

∣∣∣∣∣∣
= |zj0|

∣∣∣∣∣
d∑

j=1

zj(σi,j − σN
i,j)

∣∣∣∣∣
= |zj0|

∣∣∣∣∣
d∑

j=1

zj

+∞∑
k=N+1

u
(i,j)
k

θ⌊αk⌋

∣∣∣∣∣ .
On choisit j0 tel que |zj0| =

d
max
j=1
|zj| ≠ 0 ; un tel j0 existe car Z ̸= 0.

En particulier on a |zj0| = θ⌊αN⌋|vj0| ≥ θ⌊αN⌋ car vj0 ∈ Z d’après (9.47).
On choisit i tel que u(i,j0)N+1 ̸= 0, c’est-à-dire i = ϕj0(N + 1) en reprenant les notations de
la section 9.1 . On a alors u(i,j0)N+1 ≥ 2 et u(i,j)N+1 = 0 pour tout j ̸= j0 donc :

∥Z ∧
d∑

j=1

zjYj∥ ≥ |zj0|

∣∣∣∣∣
d∑

j=1

zj

+∞∑
k=N+1

u
(i,j)
k

θ⌊αk⌋

∣∣∣∣∣
≥ |zj0|

∣∣∣∣∣zj0 u
(i,j0)
N+1

θ⌊αN+1⌋ +
d∑

j=1

zj

+∞∑
k=N+2

u
(i,j)
k

θ⌊αk⌋

∣∣∣∣∣
≥ |zj0|

(
|zj0|

2

θ⌊αN+1⌋ − d|zj0|
+∞∑

k=N+2

u
(i,j)
k

θ⌊αk⌋

)

≥ |zj0|2
1

θ⌊αN+1⌋

car si N est assez grand on a d
+∞∑

k=N+2

u
(i,j)
k

θ⌊αk⌋ ≤
1

θ⌊αN+1⌋ .

On a donc :

∥Z ∧
d∑

j=1

zjYj∥ ≥
θ2⌊αN⌋

θ⌊αN+1⌋ . (9.50)

D’autre part, d’après (9.48), on a :

∥Z ∧∆∥ ≤ ∥Z∥∥∆∥ ≤ c25ω∥Z∥. (9.51)

En combinant (9.49) avec (9.50) et (9.51) on trouve :

∥Z ∧ ZA∥ ≥ θ2⌊αN⌋

θ⌊αN+1⌋ − c25ω∥Z∥.
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D’après le lemme 2.19, ω = ∥ZA − Z∥ = ∥Z∥ω(ZA, Z) et alors comme ∥ZA∥ ≤ ∥Z∥ :

ω = ∥Z∥ ∥Z
A ∧ Z∥

∥Z∥ · ∥ZA∥

≥ ∥Z
A ∧ Z∥
∥Z∥

≥ θ2⌊αN⌋

∥Z∥θ⌊αN+1⌋ − c25ω.

On a finalement :

ω ≥ c26
∥Z∥θ⌊αN+1⌋−2⌊αN ⌋

avec c26 = (1 + c25)
−1.

On a enfin

ω(Z,ZA) =
ω

∥Z∥
≥ c26
∥Z∥2θ⌊αN+1⌋−2⌊αN ⌋ ,

avec c26 > 0 indépendante de N et de Z.
On rappelle que Z ∈ C, et donc ω(Z,ZA) = ψ1(Vect(Z), A) ≤ ψe(C,A) et donc par
(9.46) :

c26
∥Z∥2θ⌊αN+1⌋−2⌊αN ⌋ ≤ H(C)−

α
e
−ε. (9.52)

De plus on a Z tel que ∥Z∥ ≤ c20H(C)1/e. L’inégalité (9.52) devient donc :

c26
cα+eε
20 ∥Z∥2θ⌊αN+1⌋−2⌊αN ⌋ ≤ ∥Z∥

−α−eε.

En particulier on a

c27
∥Z∥2θ⌊αN+1⌋−2⌊αN ⌋ ≤ ∥Z∥

−α−eε (9.53)

avec c27 = c26c
−α−eε
20 . D’un autre côté, par construction des Zj

N on a

∀ j ∈ J1, dK, ∥Z∥ ≥ |zj|.

En effet, pour i ∈ J1, dK la i-ème coordonnée de Zj
N est égale à 1 si i = j et à 0 sinon.

En particulier on a ∥Z∥ ≥ |zj0| ≥ θ⌊αN⌋ car zj0 ̸= 0. On combine cela avec (9.53) et on
trouve :

c27 ≤ θ−⌊αN⌋(α+eε−2)+⌊αN+1⌋−2⌊αN⌋

avec, on le rappelle, c27 > 0 une constante indépendante de N .
Or on a

−
⌊
αN
⌋
(α + eε− 2) +

⌊
αN+1

⌋
− 2

⌊
αN
⌋
=
⌊
αN+1

⌋
−
⌊
αN
⌋
(α + eε) −→

N→+∞
−∞.
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Si H(C) est grand alors N l’est aussi par (9.30). Donc pour H(C) tendant vers +∞, on
trouve c27 = 0 ce qui est contradictoire et termine la preuve du lemme.

■
Ce lemme 9.19 donne alors pour e ∈ J1, d− 1K :

µn(A|C)e ≤
α

e
.

On a donc prouvé le théorème 9.1 dans le cas e < d.
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