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I. EXEMPLES CLASSIQUES DE DISCRIMINANT




Discriminant d’un polynoéme & une variable

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Discriminant d’un polynoéme & une variable

Soit P(X) = a2X? 4+ a1 X + ao un polyndme de degré 2 a coefficients
complexes, et soient r, " ses racines complexes comptées avec multiplicité.
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Discriminant d’un polynoéme & une variable

Soit P(X) = a2X? 4+ a1 X + ao un polyndme de degré 2 a coefficients
complexes, et soient r, " ses racines complexes comptées avec multiplicité.

Le discriminant est le nombre complexe donné par

Disci2(P) = (L% — dagas = aﬁ(r — 7")2.

minant de polynémes homogéne



Discriminant d’un polynoéme & une variable

Soit P(X) = a2X? 4+ a1 X + ao un polyndme de degré 2 a coefficients
complexes, et soient r, " ses racines complexes comptées avec multiplicité.

Le discriminant est le nombre complexe donné par
. 2 2 2
Disc1,2(P) :=aj — 4daoaz = ax(r —r')".

Ce nombre est non nul si et seulement si r et r’ sont distincts.
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Discriminant d’un polynoéme & une variable

Soit P(X) = a2X? 4+ a1 X + ao un polyndme de degré 2 a coefficients
complexes, et soient r, " ses racines complexes comptées avec multiplicité.

Le discriminant est le nombre complexe donné par
. 2 2 2
Disc1,2(P) :=aj — 4daoaz = ax(r —r')".

Ce nombre est non nul si et seulement si r et r’ sont distincts.

Plus généralement, si P(X) = g Xt +ag_ 1 X'+ ... +ap est un
polynoéme de degré d > 2, et si r1,...,74 sont ses racines comptées avec
multiplicité, le discriminant Discq q(P) est le nombre complexe donné par

ay ™ I e —ri)2

1<i<j<d
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Discriminant d’un polynéme & une variable

Soit P(X) = a2X? 4+ a1 X + ao un polyndme de degré 2 a coefficients
complexes, et soient r, " ses racines complexes comptées avec multiplicité.

Le discriminant est le nombre complexe donné par
. 2 2 2
Disc1,2(P) :=aj — 4daoaz = ax(r —r')".

Ce nombre est non nul si et seulement si r et r’ sont distincts.

Plus généralement, si P(X) = g Xt +ag_ 1 X'+ ... +ap est un
polynoéme de degré d > 2, et si r1,...,74 sont ses racines comptées avec
multiplicité, le discriminant Discq q(P) est le nombre complexe donné par

ay ™ I e —ri)2
1<i<j<d

Il s’écrit comme une expression polynomiale des a;, et il est non nul si et
seulement si les r; sont distincts deux a deux, i.e. si et seulement si P n’a
que des racines simples.
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Discriminant d’une forme quadratique
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Discriminant d’une forme quadratique

Soit N > 1 un entier et P une forme quadratique en les variables

Xo,...,Xn, i.e. un polynome de la forme :
P = Z ainin.
0<i,j<N
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Discriminant d’une forme quadratique

Soit N > 1 un entier et P une forme quadratique en les variables

Xo,...,Xn, i.e. un polynome de la forme :
P = Z ainin.
0<i,j<N

On peut aussi écrire P sous forme matricielle :
P="'XAX,

ol X est le vecteur colonne de coordonnées (zo,...,zn) et A est la matrice
(aij)o<ij<n-
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Discriminant d’une forme quadratique

Soit N > 1 un entier et P une forme quadratique en les variables

Xo,...,Xn, i.e. un polynome de la forme :
P = Z ainin.
0<i,j<N

On peut aussi écrire P sous forme matricielle :
P="'XAX,

ol X est le vecteur colonne de coordonnées (zo,...,zn) et A est la matrice
(aij)o<ij<n-

On suppose que A est symétrique, i.e. que la forme bilinéaire sur CN+?!
B:(X,X")— (X"NAX

est symétrique.
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Discriminant d’une forme quadratique

Soit N > 1 un entier et P une forme quadratique en les variables

Xo,...,Xn, i.e. un polynome de la forme :
P = Z ainin.
0<i,j<N

On peut aussi écrire P sous forme matricielle :
P="'XAX,

ol X est le vecteur colonne de coordonnées (zo,...,zn) et A est la matrice
(aij)o<ij<n-
On suppose que A est symétrique, i.e. que la forme bilinéaire sur CN+?!
B:(X,X")— (X"NAX
est symétrique.

Le discriminant Discy,2(P) est le nombre complexe défini par

Discy 2(P) := 2"V 1" det A.
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Discriminant d’une forme quadratique

Soit N > 1 un entier et P une forme quadratique en les variables

Xo,...,Xn, i.e. un polynome de la forme :
P = Z ainin.
0<i,j<N

On peut aussi écrire P sous forme matricielle :
P="'XAX,

ol X est le vecteur colonne de coordonnées (zo,...,zn) et A est la matrice
(aij)o<ij<n-
On suppose que A est symétrique, i.e. que la forme bilinéaire sur CN+?!
B:(X,X")— (X"NAX
est symétrique.
Le discriminant Discy,2(P) est le nombre complexe défini par

Discy 2(P) := 2"V 1" det A.

Il est non nul si et seulement si A est inversible, i.e. si et seulement si la
forme bilinéaire B est non dégénérée.
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II. ESPACE PROJECTIF ET POLYNOMES HOMOGENES
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Exemple d’homogénéisation : intersections de deux cercles

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Exemple d’homogénéisation : intersections de deux cercles

Soient C' et C’ deux cercles du plan centrés en (—1/2,0) et (1/2,0) et
de rayons r,7’.
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Exemple d’homogénéisation : intersections de deux cercles

Soient C' et C’ deux cercles du plan centrés en (—1/2,0) et (1/2,0) et
de rayons r,7’. Ce sont des ensembles définis par les équations suivantes :

C:(n —|-1/2)2 +y§ :r2, C':(p — 1/2)2 +y§ =72,
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Exemple d’homogénéisation : intersections de deux cercles

Soient C' et C’ deux cercles du plan centrés en (—1/2,0) et (1/2,0) et
de rayons r,7’. Ce sont des ensembles définis par les équations suivantes :

C:yi+1/2°+ys =707 O :(y1—1/2)° +y3 =17

» Dans le plan réel, C et C’ s’intersectent en deux points distincts si
|r — 1] <r" <7+ 1 : les intersections ont pour coordonnées :

(17267 =), 5172 /=7 = = 102) (2 — (0 +1)7)).
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Exemple d’homogénéisation : intersections de deux cercles

Soient C' et C’ deux cercles du plan centrés en (—1/2,0) et (1/2,0) et
de rayons r,7’. Ce sont des ensembles définis par les équations suivantes :

C:(n —|—1/2)2 —i—yg :r2, C':(p — 1/2)2 +y§ =72,

» Dans le plan réel, C et C’ s’intersectent en deux points distincts si
|r — 1] <r" <7+ 1 : les intersections ont pour coordonnées :

(17267 =), 5172 /=7 = = 102) (2 — (0 +1)7)).

IIs sont tangents en un point si 7’ € {|r — 1
r<|r—1lour >r+1.

,7+ 1}, et sont disjoints si
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Exemple d’homogénéisation : intersections de deux cercles

Soient C' et C’ deux cercles du plan centrés en (—1/2,0) et (1/2,0) et
de rayons r,7’. Ce sont des ensembles définis par les équations suivantes :

C:(n —|—1/2)2 —i—yg :r2, C':(p — 1/2)2 +y§ =72,

» Dans le plan réel, C et C’ s’intersectent en deux points distincts si
|r — 1] <r" <7+ 1 : les intersections ont pour coordonnées :

(17267 =), 5172 /=7 = = 102) (2 — (0 +1)7)).

IIs sont tangents en un point si 7’ € {|r — 1
r<|r—1lour >r+1.

» Dans le plan complexe, C et C’ s’intersectent en deux points distincts
sir’ ¢ {|r — 1], + 1}, et sont tangents en un point sinon.

,7+ 1}, et sont disjoints si
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Exemple d’homogénéisation : intersections de deux cercles

Soient C' et C’ deux cercles du plan centrés en (—1/2,0) et (1/2,0) et
de rayons r,7’. Ce sont des ensembles définis par les équations suivantes :

C:(n —|—1/2)2 —i—yg :r2, C':(p — 1/2)2 +y§ =72,

» Dans le plan réel, C et C’ s’intersectent en deux points distincts si
[r — 1| <" <r+1: les intersections ont pour coordonnées :

(1/2 02 =), 2172 \ /= (2 = (= 1)2) (2 = (r +1)2)).

IIs sont tangents en un point si 7’ € {|r — 1
r<|r—1lour >r+1.

» Dans le plan complexe, C et C’ s’intersectent en deux points distincts
sir’ ¢ {|r — 1], + 1}, et sont tangents en un point sinon.

,7+ 1}, et sont disjoints si

» Dans le plan projectif complexe P?(C), C' et C’ se prolongent en des
hypersurfaces projectives définies par les équations homogeénes :

(1 +a:o/2)2 + 25 = rPal, (1 — a:o/Q)2 + a3 =%l

TORDANT Discriminant de polynémes homog

riables



Exemple d’homogénéisation : intersections de deux cercles

Soient C' et C’ deux cercles du plan centrés en (—1/2,0) et (1/2,0) et
de rayons r,7’. Ce sont des ensembles définis par les équations suivantes :

C:(n —|—1/2)2 —i—yg :r2, C':(p — 1/2)2 +y§ =72,

» Dans le plan réel, C et C’ s’intersectent en deux points distincts si
[r — 1| <" <r+1: les intersections ont pour coordonnées :

(1/2 02 =), 2172 \ /= (2 = (= 1)2) (2 = (r +1)2)).

IIs sont tangents en un point si 7’ € {|r — 1
r<|r—1lour >r+1.

» Dans le plan complexe, C et C’ s’intersectent en deux points distincts
sir’ ¢ {|r — 1], + 1}, et sont tangents en un point sinon.

,7+ 1}, et sont disjoints si

» Dans le plan projectif complexe P?(C), C' et C’ se prolongent en des
hypersurfaces projectives définies par les équations homogeénes :

(1 +a:o/2)2 + 25 = rPal, (1 — a:o/Q)2 + a3 =%l

Ces hypersurfaces s’intersectent en deux points supplémentaires : les
points cycliques [0 : 1 : %1].
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Exemple d’homogénéisation : intersections de deux cercles

Soient C' et C’ deux cercles du plan centrés en (—1/2,0) et (1/2,0) et
de rayons r,7’. Ce sont des ensembles définis par les équations suivantes :

C:(n —|—1/2)2 —i—yg :r2, C':(p — 1/2)2 +y§ =72,

» Dans le plan réel, C et C’ s’intersectent en deux points distincts si
[r — 1| <" <r+1: les intersections ont pour coordonnées :

(1/2 02 =), 2172 \ /= (2 = (= 1)2) (2 = (r +1)2)).

IIs sont tangents en un point si 7’ € {|r — 1
r<|r—1lour >r+1.

» Dans le plan complexe, C et C’ s’intersectent en deux points distincts
sir’ ¢ {|r — 1], + 1}, et sont tangents en un point sinon.

,7+ 1}, et sont disjoints si

» Dans le plan projectif complexe P?(C), C' et C’ se prolongent en des
hypersurfaces projectives définies par les équations homogeénes :
(1 +x0/2)> + 25 = r’ad, (x1—x0/2)° + 25 = 1"z},
Ces hypersurfaces s’intersectent en deux points supplémentaires : les
points cycliques [0 : 1 : +¢]. Donc dans le plan projectif complexe, deux
cercles ont toujours quatre intersections comptées avec multiplicité.
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III. HYPERSURFACES LISSES ET DISCRIMINANT D’UN POLYNOME HOMOGENE
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Formule d’Euler




Formule d’Euler

Si P est un polyndéme homogene de degré d et (xo,...,xn) est un

vecteur de CNV*1| on a légalité :
:L'()%(:I:o, v ZN)F e+ .’I,‘]\*%(ZIJ(), .o.yzN) =dP(zo,...,xN).
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Formule d’Euler

Si P est un polyndéme homogene de degré d et (xo,...,xn) est un

vecteur de CNV*1| on a légalité :
:L'()%(:I:o, v ZN)F e+ .’I,‘]\*%(ZIJ(), .o.yzN) =dP(zo,...,xN).

On peut donc reformuler la notion de point singulier :
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Formule d’Euler

Si P est un polyndéme homogene de degré d et (xo,...,xn) est un
vecteur de CNV*1| on a légalité :
oP P
IE[)%(IL‘(%, coZN)F N da;rv (zo,...,xn) = dP(x0,...,TN).

On peut donc reformuler la notion de point singulier :

» Un point [zo : ...: 2x] de PY(C) est un point singulier de (P = 0) si et
seulement si pour tout entier 0 < ¢ < N, ‘)P (To zn) =0,

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs



Formule d’Euler

Si P est un polyndéme homogene de degré d et (xo,...,xn) est un
vecteur de CNV*1| on a légalité :
oP P
IL‘[)%(IIJ()., o ZN)+ N —— pr. (zo,...,on) =dP(zo,...,TN).

On peut donc reformuler la notion de point singulier :
» Un point [zo : ...: 2x] de PY(C) est un point singulier de (P = 0) si et
seulement si pour tout entier 0 <i < N, 2£ ~(z0,...aNn) =0,

» Si de plus z; est non nul pour un entier O < j < N, alors c’est un point
singulier de (P = 0) si et seulement si P(xo,. .. ,zj\) = 0 et pour tout
entier 0 < i < N tel que i # j, 2 T P (zo,...zN5) = 0.

Discriminant de polyndmes homogénes a plusieurs
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Formule d’Euler

Si P est un polyndéme homogene de degré d et (xo,...,xn) est un
vecteur de CNV*1| on a légalité :
oP P
1‘()%(:1:07 v ZN)F e+ :EA*%(ZI:(), .o.yzN) =dP(zo,...,xN).

On peut donc reformuler la notion de point singulier :

» Un point [zo : ...: 2x] de PY(C) est un point singulier de (P = 0) si et
seulement si pour tout entier 0 < ¢ < N, ‘)P (1:0, ..zn) =0,

» Si de plus z; est non nul pour un entier O < j < N, alors c’est un point
singulier de (P = 0) si et seulement si P(zo,... ,zj\) = 0 et pour tout
entier 0 < i < N tel que i # j, 2 T P (zo,...zN5) = 0.

En particulier, si Q € C[y1,...,yn] est le polyndme défini par
Qy1,...,yn) := P(1,y1,...,yn), pour tout (yi,...,yn) dans CV,

Ihypersurface projective (P = 0) a un point singulier en [1:y1 : ... : yn] si
et seulement si @ et ses dérivées partielles s’annulent en (y1,...,yn), en
d’autres termes, si et seulement si ’hypersurface (Q = 0) dans (CN a un
point singulier en (y1,...,yn).

MORDANT
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Lissité et discriminant d’un polynéme & une variable
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Lissité et discriminant d’un polynéme & une variable

Soit
Q(y1) = aqyi + - +ao

un polynéme de degré d > 2 et soit
P(x0,21) = aqz] + ag_12z0zi " + - + aoxd

son homogénéisation.
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Lissité et discriminant d’un polynéme & une variable

Soit
Q(y1) = aayi + -+ ao

un polynéme de degré d > 2 et soit
P(x0,21) = aaz? + ag_1zoxi ' + - + aox

son homogénéisation.

L’hypersurface (P = 0) C P*(C) est 'ensemble des points [1 : 1] tels
que Q(y1) = 0.

minant de poly



Lissité et discriminant d’un polynéme & une variable

Soit
Q(y1) = aayi + -+ ao

un polynéme de degré d > 2 et soit
P(x0,21) = aaz? + ag_1zoxi ' + - + aox

son homogénéisation.

L’hypersurface (P = 0) C P*(C) est 'ensemble des points [1 : 1] tels
que Q(y1) = 0. Un tel point est singulier si et seulement si %(yl) =0, ie.
si et seulement si y; est une racine multiple de Q.

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs



Lissité et discriminant d’un polynéme & une variable

Soit
Q(y1) = aayi + -+ ao

un polynéme de degré d > 2 et soit
P(x0,21) = aaz? + ag_1zoxi ' + - + aox

son homogénéisation.

L’hypersurface (P = 0) C P*(C) est 'ensemble des points [1 : 1] tels
que Q(y1) = 0. Un tel point est singulier si et seulement si %(yl) =0, ie.
si et seulement si y; est une racine multiple de Q.

Donc 'hypersurface (P = 0) est lisse si et seulement si toutes les
racines de @ sont simples, i.e. si et seulement si Discq 4(Q) # 0.

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs variables



Lissité et discriminant d’un polynoéme de degré 2
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Lissité et discriminant d’un polynoéme de degré 2
Soit
P(xo,...,xN) = Z AijTiTj
0<i,j<N
un polynéme de degré 2. On suppose que la matrice A = (as5)o<i,j<n est
symeétrique.
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Lissité et discriminant d’un polynoéme de degré 2
Soit
P(a:o,...,xN) = Z i TiT g
0<i,j<N
un polynéme de degré 2. On suppose que la matrice A = (as5)o<i,j<n est
symétrique. Pour tout entier 0 < ¢ < N et pour tout vecteur (xo,...,TN)
dans CM*1 on a:

oP
Er. (zo,...,x )72a”x1+2auxj—|—2aﬁx3fQZaIJI]

J#i J#i
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Lissité et discriminant d’un polynéme de degré 2
Soit
P(xo,...,an) = Y ayzi,

0<ij<N

un polynéme de degré 2. On suppose que la matrice A = (as5)o<i,j<n est

symétrique. Pour tout entier 0 < ¢ < N et pour tout vecteur (xo,...,TN)
dans CM*1 on a:

ap(lg.... TN) =2a5% + Y @i+ Y ajix; =2 alj .

o0x;

J#i J#i
Donc un point [z : ... : zx] de PY(C) est un point singulier de (P = 0)

si et seulement si pour tout 4, Z;\;O aijx; =0, i.e. si et seulement si le
vecteur (xo,...,xn) est dans le noyau de A.
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Lissité et discriminant d’un polynéme de degré 2
Soit
P(xo,...,an) = Y ayzi,

0<ij<N

un polynéme de degré 2. On suppose que la matrice A = (as5)o<i,j<n est

symétrique. Pour tout entier 0 < ¢ < N et pour tout vecteur (xo,...,TN)
dans CM*1 on a:

0/—?(:}[;0, CoXN) = 2a45T + ai;T; + ajix; =2 alj e

o0x;

J#i J#i
Donc un point [z : ... : zx] de PY(C) est un point singulier de (P = 0)

si et seulement si pour tout 4, Z;\;O aijx; =0, i.e. si et seulement si le
vecteur (xo,...,xn) est dans le noyau de A.

Donc I'hypersurface projective (P = 0) est lisse si et seulement si A est
inversible, i.e. si et seulement si Discy 2(P) # 0.
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Lissité et discriminant d’un polynéme de degré 2
Soit
P(a;‘o,...,xN) = Z i TiT g
0<i,j<N
un polynéme de degré 2. On suppose que la matrice A = (as5)o<i,j<n est
symétrique. Pour tout entier 0 < ¢ < N et pour tout vecteur (xo,...,TN)
dans CM*1 on a:

gz(l(% )*2&111‘1“!‘20&]1’] +Z(1J1£L‘372Z()1J ;.

J#i J#i

Donc un point [z : ... : zx] de PY(C) est un point singulier de (P = 0)
. . . N . . .
si et seulement si pour tout i, 3 ;, aijz; = 0, i.e. si et seulement si le
vecteur (xo,...,xn) est dans le noyau de A.

Donc I'hypersurface projective (P = 0) est lisse si et seulement si A est
inversible, i.e. si et seulement si Discy 2(P) # 0.

On veut donc construire pour tous NV, d, une expression Discy,q(P)
polynomiale en les coefficients d’un polynéme homogéne P, qui s’annule si
et seulement si 'hypersurface projective (P = 0) n’est pas lisse.

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs



Anneau de polyndémes en les coefficients d’un polynéme homogéne

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Anneau de polyndémes en les coefficients d’un polynéme homogéne

Soit C[Xo, ..., Xn]a le sous-espace vectoriel de C[Xy, ..., Xn] des
polyndémes homogeénes de degré d.
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Anneau de polyndémes en les coefficients d’un polynéme homogéne

Soit C[Xo, ..., Xn]a le sous-espace vectoriel de C[Xo, ..., Xn] des
polynoémes homogeénes de degré d. Il est de dimension (‘de) et admet une

base donnée par les monomes :

Xpo X ot (koy... kn) € NV ko4 o4k =d.
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Anneau de polyndémes en les coefficients d’un polynéme homogéne

Soit C[Xo, ..., Xn]a le sous-espace vectoriel de C[Xy, ..., Xn] des

polynoémes homogeénes de degré d. Il est de dimension (de) et admet une

base donnée par les monomes :

Xpo X ot (koy... kn) € NV ko4 o4k =d.

Soit In,q ensemble des (N + 1)-uplets (ko, ..., kn) comme ci-dessus.
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Anneau de polyndémes en les coefficients d’un polynéme homogéne

Soit C[Xo, ..., Xn]a le sous-espace vectoriel de C[Xy, ..., Xn] des

polynoémes homogeénes de degré d. Il est de dimension (de) et admet une

base donnée par les monomes :

Xpo X ot (koy... kn) € NV ko4 o4k =d.

Soit In,q ensemble des (N + 1)-uplets (ko, ..., kn) comme ci-dessus.
On définit un anneau de polynémes par

A;\r"d = C[{Tk(),.,,,k)\v, (k’,o, e k?N) c ]NJlH .

TORDANT Discriminant de polyndmes homogénes a plusieurs
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Anneau de polyndémes en les coefficients d’un polynéme homogéne

Soit C[Xo, ..., Xn]a le sous-espace vectoriel de C[Xy, ..., Xn] des

polynoémes homogeénes de degré d. Il est de dimension (de) et admet une

base donnée par les monomes :
Xpo X ot (koy... kn) € NV ko4 o4k =d.
Soit In,q ensemble des (N + 1)-uplets (ko, ..., kn) comme ci-dessus.

On définit un anneau de polynémes par

A;\r"d = C[{Tk(),.,,,k)\v, (k’,o, e k?N) c ]NJlH .

Si F' est un polyndéme dans Ay, q et P est un polynéome homogéne de
Cl[Xo, ..., XnN]|d, en écrivant P sous la forme

_ E ko kn
P = ako,m,k‘NXO "'XN )

(ko kN)EINq

ol les ar,,...,ky sont des nombres complexes, on pose :

F(P) = F((a;m ,,,,, k-N)(}co,m_k)\;)gjj\,,d) c C.

TORDANT Discriminant de polyndmes homogénes a plusieurs

riables



Argument informel pour la construction du discriminant

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Argument informel pour la construction du discriminant

On identifie I’espace vectoriel C[Xy, ..., Xn]qs des polynomes
homogénes de degré d a (C(N;r d).
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Argument informel pour la construction du discriminant
On identifie I’espace vectoriel C[Xy, ..., Xn]qs des polynomes

homogénes de degré d a (C(N;r d). Soit 3 I'ensemble défini par :
Y= {([$0 ...:zy],C.P) e PY(C) x P(Nid)’l(((j)

| Phypersurface (P = 0) admet un point singulier en [z¢ : ... : xN}},

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs variables



Argument informel pour la construction du discriminant

On identifie I’espace vectoriel C[Xy, ..., Xn]qs des polynomes
homogénes de degré d a (C(N;r ‘), Soit ¥ I'ensemble défini par

Si={(feo: ... : 2], C. P) € PV(C) X (T -1(c)
| Phypersurface (P =

0) admet un point singulier en [zo : ... : xN}},

N+d
et soient pr, : ¥ — PY(C), pry: ¥ — p("d )71((C) les deux projections.

MORDANT
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Argument informel pour la construction du discriminant

On identifie I’espace vectoriel C[Xy, ..., Xn]qs des polynomes
homogénes de degré d a (C(N:lr ‘), Soit ¥ I'ensemble défini par

= {(wo: ... :2x],C. P) € PV (C) x p("a”

| Phypersurface (P =

)

0) admet un point singulier en [zo : ... : xN}},
. N (N+d) 1 . .

et soient pry : ¥ — PV (C), pry : ¥ — P\ d (C) les deux projections.
Pour tout « = [0 : ... : x| dans PV (C), par la formule d’Euler,
I'ensemble pri ' (z) est défini dans {x} x P(N:d)_l((C) par les N + 1
équations indépendantes en P : pour tout 0 < ¢ < N,

gTP,(TovT/\) =0,
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Argument informel pour la construction du discriminant

On identifie I’espace vectoriel C[Xy, ..., Xn]qs des polynomes

homogénes de degré d a (C(N:lr ‘), Soit ¥ l'ensemble défini par :

Si={(feo: ... : 2], C. P) € PV(C) X (T -1(c)

| Phypersurface (P = 0) admet un point singulier en [z¢ : ... : xN}},

N+d
et soient pr, : ¥ — PY(C), pry: ¥ — p("d )71((C) les deux projections.

Pour tout « = [0 : ... : x| dans PV (C), par la formule d’Euler,
I'ensemble pri ' (z) est défini dans {x} x P(N:d)_l((C) par les N + 1
équations indépendantes en P : pour tout 0 < ¢ < N, or

%(1’0, .- T/\) =0,
donc il admet (V%) — 1 — (N + 1) « degrés de liberté ».
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Argument informel pour la construction du discriminant

On identifie I’espace vectoriel C[Xy, ..., Xn]qs des polynomes

homogénes de degré d a (C(N:lr d). Soit 3 I'ensemble défini par :

Si={(feo: ... : 2], C. P) € PV(C) X (T -1(c)
| Phypersurface (P = 0) admet un point singulier en [z¢ : ... : xN}},

N+d
et soient pr, : ¥ — PY(C), pry: ¥ — p("d )71(6) les deux projections.

Pour tout « = [0 : ... : x| dans PV (C), par la formule d’Euler,
I'ensemble pri ' (z) est défini dans {x} x P(N;d)_l((C) par les N + 1
équations indépendantes en P : pour tout 0 < ¢ < N, %(mo, ..o,xn) =0,
donc il admet (V1?) — 1 — (N +1) « degrés de liberté ».

Donc I’ensemble 3 admet (N;rd) —1—(N+1)+N= (V1" -2 degrés
de liberté.

THOMAS MORDANT
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a plusieurs v



Argument informel pour la construction du discriminant
On identifie I’espace vectoriel C[Xy, ..., Xn]qs des polynomes

homogénes de degré d a (C(N:lr d). Soit 3 I'ensemble défini par :

N+d

S = {([xo c..ian],C.P) e PV(C) x PUd)1(C)

| Phypersurface (P = 0) admet un point singulier en [z¢ : ... : xN}},

N+d
et soient pr, : ¥ — PY(C), pry: ¥ — p("d )71(6) les deux projections.

Pour tout « = [0 : ... : x| dans PV (C), par la formule d’Euler,
I'ensemble pri ' (z) est défini dans {x} x ]P’(N;d)_l((C) par les N + 1

équations indépendantes en P : pour tout 0 < ¢ < N, :;’Tp(xo, ..o,xn) =0,

donc il admet (V1?) — 1 — (N +1) « degrés de liberté ».

Donc I’ensemble 3 admet (N;rd) —1—(N+1)+N= (V1" -2 degrés
de liberté. Donc le sous-ensemble pr,(X) de ]P’(N;lrd)_l(C) admet au plus

(N;d) — 2 degrés de liberté.
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Argument informel pour la construction du discriminant
On identifie I’espace vectoriel C[Xy, ..., Xn]qs des polynomes

homogénes de degré d a (C(N:lr d). Soit 3 I'ensemble défini par :

N+d

S = {([xo c..ian],C.P) e PV(C) x PUd)1(C)

| Phypersurface (P = 0) admet un point singulier en [z¢ : ... : xN}},

N+d
et soient pr, : ¥ — PY(C), pry: ¥ — p("d )71(6) les deux projections.

Pour tout « = [0 : ... : x| dans PV (C), par la formule d’Euler,
N
I'ensemble pri ' (z) est défini dans {x} x p( ;d)_l((C) par les N + 1
équations indépendantes en P : pour tout 0 < ¢ < N, %(mo, an) =0,

donc il admet (V1?) — 1 — (N +1) « degrés de liberté ».
Donc I’ensemble 3 admet (N;rd) —1—(N+1)+N= (V1" -2 degrés
de liberté. Donc le sous-ensemble pr,(X) de ]P’(N;lrd)_l(C) admet au plus

(V19 — 2 degrés de liberté. Comme il existe des polynomes définissant des

hypersurfaces avec un seul point singulier, cet ensemble admet (N;d) -2
degrés de liberté.
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Argument informel pour la construction du discriminant
On identifie I’espace vectoriel C[Xy, ..., Xn]qs des polynomes
homogénes de degré d a (C(N:lr d). Soit 3 I'ensemble défini par :

N+d

S = {([xo c..ian],C.P) e PV(C) x PUd)1(C)

| Phypersurface (P = 0) admet un point singulier en [z¢ : ... : xN}},

N+d
et soient pr, : ¥ — PY(C), pry: ¥ — p("d )71((C) les deux projections.

Pour tout « = [0 : ... : x| dans PV (C), par la formule d’Euler,
N
I'ensemble pri ' (z) est défini dans {x} x p( ;d)_l((C) par les N + 1
équations indépendantes en P : pour tout 0 < ¢ < N, %(mo, ..o,xn) =0,

donc il admet (V1?) — 1 — (N +1) « degrés de liberté ».

Donc I’ensemble 3 admet (N;rd) —1—(N+1)+N= (V1" -2 degrés
de liberté. Donc le sous-ensemble pr,(>) de ]P’(N;lrd)_l(C) admet au plus
(V19 — 2 degrés de liberté. Comme il existe des polynomes définissant des
hypersurfaces avec un seul point singulier, cet ensemble admet (N;d) -2
degrés de liberté.

N4d
Donc lensemble pr, (X)) est une hypersurface de p(" )71(((:) définie
par 'annulation d’un polynéme homogéne Discy g € An,a-
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Propriétés du discriminant d’un polynéme homogéne

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Propriétés du discriminant d’un polynéme homogéne

L’élément Discy 4 de 'anneau de polynémes Ay 4 vérifie les propriétés
suivantes :

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Propriétés du discriminant d’un polynéme homogéne
L’élément Discy 4 de 'anneau de polynémes Ay 4 vérifie les propriétés
suivantes :
1. Pour tout polynéme homogéne P dans C[Xo,..., Xn]4, le nombre

complexe Discy, q(P) s’annule si et seulement si ’hypersurface
projective (P = 0) est non lisse,
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Propriétés du discriminant d’un polynéme homogéne
L’élément Discy 4 de 'anneau de polynémes Ay 4 vérifie les propriétés
suivantes :

1. Pour tout polynéme homogéne P dans C[Xo,..., Xn]4, le nombre
complexe Discy, q(P) s’annule si et seulement si ’hypersurface
projective (P = 0) est non lisse,

2. Le polynéme Discy g est homogene de degré (N +1)(d — 1)V en les
indéterminées (Thy,....kx ) (ko,....kn )Eln 4> 1-€- POUT tout polyndme
homogeéne P dans C[Xj,..., Xn]a et pour tout A dans C, on a :

Discn.a(AP) = AN DD pige(p).

TORDANT Discriminant de polyndmes homogénes a plusieurs

riables



Propriétés du discriminant d’un polynéme homogéne
L’élément Discy 4 de 'anneau de polynémes Ay 4 vérifie les propriétés
suivantes :

1. Pour tout polynéme homogéne P dans C[Xo,..., Xn]4, le nombre
complexe Discy, q(P) s’annule si et seulement si ’hypersurface
projective (P = 0) est non lisse,

2. Le polynéme Discy g est homogene de degré (N +1)(d — 1)V en les
indéterminées (Thy,....kx ) (ko,....kn )Eln 4> 1-€- POUT tout polyndme
homogeéne P dans C[Xj,..., Xn]a et pour tout A dans C, on a :

Discn.a(AP) = AN DD pige(p).

L’élément Discy,q de An,q est unique (& multiplication par un nombre
complexe non nul prés) parmi les éléments satisfaisant les propriétés 1 et 2.

TORDANT Discriminant de polyndmes homogénes a plusieurs

riables



Propriétés du discriminant d’un polynéme homogéne

L’élément Discy 4 de 'anneau de polynémes Ay 4 vérifie les propriétés
suivantes :

1. Pour tout polynéme homogéne P dans C[Xo,..., Xn]4, le nombre
complexe Discy, q(P) s’annule si et seulement si ’hypersurface
projective (P = 0) est non lisse,

2. Le polynéme Discy g est homogene de degré (N +1)(d — 1)V en les
indéterminées (Tk;o,‘.‘,k:N)(ko,...,kN)ngyd, i.e. pour tout polynéme
homogeéne P dans C[Xj,..., Xn]a et pour tout A dans C, on a :

Discn.a(AP) = AN DD pige(p).

L’élément Discy,q de An,q est unique (& multiplication par un nombre
complexe non nul prés) parmi les éléments satisfaisant les propriétés 1 et 2.

Il est aussi un polynoéme irréductible, c’est-a-dire que pour toute
décomposition Discy g = Q1Q2 avec Q1, Q2 des polynémes dans An,q, Q1
ou Q2 est un polynéme constant.

TORDANT Discriminant de polyndmes homogénes a plusieurs

riables



Propriétés du discriminant d’un polynéme homogéne

L’élément Discy 4 de 'anneau de polynémes Ay 4 vérifie les propriétés
suivantes :

1. Pour tout polynéme homogéne P dans C[Xo,..., Xn]4, le nombre
complexe Discy, q(P) s’annule si et seulement si ’hypersurface
projective (P = 0) est non lisse,

2. Le polynéme Discy g est homogene de degré (N +1)(d — 1)V en les
indéterminées (Tk;o,‘.‘,k:N)(ko,...,kN)ngyd, i.e. pour tout polynéme
homogeéne P dans C[Xj,..., Xn]a et pour tout A dans C, on a :

Discn.a(AP) = AN DD pige(p).

L’élément Discy,q de An,q est unique (& multiplication par un nombre
complexe non nul prés) parmi les éléments satisfaisant les propriétés 1 et 2.

Il est aussi un polynoéme irréductible, c’est-a-dire que pour toute
décomposition Discy g = Q1Q2 avec Q1, Q2 des polynémes dans An,q, Q1
ou Q2 est un polynéme constant.

Si d =1, Discy,1 est un polynéme homogéne de degré 0, i.e. constant,
et non nul. C’est cohérent avec le fait que toutes les hypersurfaces
projectives de degré 1 sont lisses.

TORDANT Discriminant de polyndmes homogénes a plusieurs

riables



IV. INVARIANTS DE POLYNOMES HOMOGENES




Changement linéaire de variables et équivalence linéaire

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Changement linéaire de variables et équivalence linéaire
Soit P un polynoéme homogeéne de C[Xo, ..., Xn]q et
M = (]\/[ij)ogi,jgN une matrice de MN+1,<C.

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Changement linéaire de variables et équivalence linéaire
Soit P un polynoéme homogeéne de C[Xo, ..., Xn]q et
M = (M;j)o<s,j<n une matrice de Myy1,c. On peut définir un nouveau
polynoéme homogéne de degré d par :

N

N N
PoM := P(Z'IIL()J'XJ', anlej7 e ’Z”L‘ijj) .

j=0 =0 =0
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Changement linéaire de variables et équivalence linéaire
Soit P un polynoéme homogeéne de C[Xo, ..., Xn]q et
M = (M;j)o<s,j<n une matrice de Myy1,c. On peut définir un nouveau
polynoéme homogéne de degré d par :

N

N N
PoM := P(Z'IIL()J'XJ', anlej7 e ’Z”L‘ijj) .

j=0 =0 =0

Par exemple, si M est de la forme Mdy 1, alors Po M = \P.

minant de poly



Changement linéaire de variables et équivalence linéaire
Soit P un polynoéme homogeéne de C[Xo, ..., Xn]q et
M = (M;j)o<s,j<n une matrice de Myy1,c. On peut définir un nouveau
polynoéme homogéne de degré d par :

N

N N
PoM := P(Z'HL()J'XJ'., ETTLlej, e ,Z””Nij)-

j=0 =0 =0

Par exemple, si M est de la forme Mdy 1, alors Po M = A?P. De plus,
si M, M’ sont deux matrices, on a :

(PoM)oM =Po(MM).

TORDANT Discriminant de polynémes homo



Changement linéaire de variables et équivalence linéaire
Soit P un polynoéme homogeéne de C[Xo, ..., Xn]q et
M = (M;j)o<s,j<n une matrice de Myy1,c. On peut définir un nouveau
polynoéme homogéne de degré d par :

N N

N
PoM := P(Z'HL()J'XJ'., ETTLlej, e ,Z””Nij)-

j=0 =0 =0

Par exemple, si M est de la forme Mdy 1, alors Po M = A?P. De plus,
si M, M’ sont deux matrices, on a :

(PoM)oM =Po(MM).

On dit que deux polynémes P et P’ non nuls dans C[Xo, ..., Xn]4 sont
GL-équivalents (resp. SL-équivalents) sur C s’il existe une matrice M dans
GLn+1,c (resp. SLn+1,c) telle que P’ = Po M.
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Changement linéaire de variables et équivalence linéaire
Soit P un polynoéme homogeéne de C[Xo, ..., Xn]q et
M = (M;j)o<s,j<n une matrice de Myy1,c. On peut définir un nouveau
polynoéme homogéne de degré d par :

N N

N
PoM := P(Z'HL()J'XJ'., ETTLlej, e ,Z””Nij)-

j=0 =0 =0

Par exemple, si M est de la forme Mdy 1, alors Po M = A?P. De plus,
si M, M’ sont deux matrices, on a :

(PoM)oM =Po(MM).

On dit que deux polynémes P et P’ non nuls dans C[Xo, ..., Xn]4 sont
GL-équivalents (resp. SL-équivalents) sur C s’il existe une matrice M dans
GLny1,c (resp. SLnt1.c) telle que P/ = Po M. Si P et P’ sont
GL-équivalents et si H = (P =0), H' = (P’ = 0) sont les hypersurfaces de
PN (C) définies par les polynomes P et P’, alors la bijection :

M : PY(C) — PV (C),

N N N
[mo:...:xN]n—>{E mOj.TjIE mljfl:'j:...lg mNj:cj},
=0 =0 =0

induit une bijection de H' dans H.
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Invariants de polyndémes homogénes
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Invariants de polyndémes homogénes

On dit qu’un polynéme I dans An,q est un invariant de degré ¢ s’il est
homogene de degré 6 en les (T;mw,,kN)(k(]’,”,kN)E[NYd et si pour tout couple
(P, P") de polynémes S L-équivalents dans C[Xo,..., Xn]a, on a :

I(P') = I(P).
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Invariants de polyndémes homogénes

On dit qu’un polynéme I dans An,q est un invariant de degré ¢ s’il est
homogene de degré 6 en les (Tkﬂv---ka)(kow»»kN)EIN,d et si pour tout couple
(P, P") de polynémes S L-équivalents dans C[Xo,..., Xn]a, on a :

I(P') = I(P).

247 2idm
En appliquant cette propriété & P’ := P o (eN+11d) = eN+I P pour
tout P, on obtient que si I est non nul, alors N + 1 divise do.

TORDANT Discriminant de polyndmes homogénes a plusieurs
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Invariants de polyndémes homogénes

On dit qu’un polynéme I dans An,q est un invariant de degré ¢ s’il est
homogene de degré § en les (Tk,,..., kN)(kOvnka)EIN,d et si pour tout couple
(P, P") de polynémes S L-équivalents dans C[Xo,..., Xn]a, on a :

I(P') = I(P).

247 2idm
En appliquant cette propriété & P’ := P o (eN+11d) = eN+I P pour
tout P, on obtient que si I est non nul, alors N + 1 divise do.

De plus, toute matrice M dans GLy41,c peut s’écrire M = AM’ avec
M’ dans SLyy1,c et A une racine (N + 1)-iéme de det M, donc on a :

I(PoM)=API(PoM) = (det M) 41 [(P).
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Invariants de polyndémes homogénes

On dit qu’un polynéme I dans An,q est un invariant de degré ¢ s’il est
homogene de degré § en les (Tk,,..., kN)(kOvnka)EIN,d et si pour tout couple
(P, P") de polynémes S L-équivalents dans C[Xo,..., Xn]a, on a :

I(P') = I(P).

247 2idm
En appliquant cette propriété & P’ := P o (eN+11d) = eN+I P pour
tout P, on obtient que si I est non nul, alors N + 1 divise do.

De plus, toute matrice M dans GLy41,c peut s’écrire M = AM’ avec
M’ dans SLyy1,c et A une racine (N + 1)-iéme de det M, donc on a :

I(PoM)=API(PoM) = (det M) 41 [(P).

Fait : le discriminant Discy 4 est un invariant de degré (N + 1)(d — 1)V,
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Base d’invariants

Les invariants déterminent-ils les polynémes homogénes de discriminant
non nul & SL-équivalence prés?

Théoréme : Soient N, d deux entiers, et notons

N +d

q(N,d) := d

~-(N+1)*ez
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Base d’invariants

Les invariants déterminent-ils les polynémes homogénes de discriminant
non nul & SL-équivalence prés?

Théoréme : Soient N, d deux entiers, et notons

N +d

q(N,d) :== d

~-(N+1)*ez

Si g(N,d) <0, alors tous les polynémes homogenes de degré d et de
discriminant non nul sont GL-équivalents.
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Base d’invariants

Les invariants déterminent-ils les polynémes homogénes de discriminant
non nul & SL-équivalence prés?

Théoréme : Soient N, d deux entiers, et notons

(N, d) == <N;d> —(N+1)? €

Si g(N,d) <0, alors tous les polynémes homogenes de degré d et de
discriminant non nul sont GL-équivalents.

Sig(N,d) > 1, il existe un entier § et g(N,d) + 1 invariants

Io,..., 1y q) de degré § dans Ay 4 tels que pour tout polynéme homogeéne
P de degré d et de discriminant non nul, au moins un des I (P) est non
nul ;

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs variables



Base d’invariants

Les invariants déterminent-ils les polynémes homogénes de discriminant
non nul & SL-équivalence prés?

Théoréme : Soient N, d deux entiers, et notons

(N, d) == <N;d> —(N+1)? €

Si g(N,d) <0, alors tous les polynémes homogenes de degré d et de
discriminant non nul sont GL-équivalents.

Sig(N,d) > 1, il existe un entier § et g(N,d) + 1 invariants
Io,..., 1y q) de degré § dans Ay 4 tels que pour tout polynéme homogeéne
P de degré d et de discriminant non nul, au moins un des I (P) est non
nul; et tels que pour tout couple (P, P’) de tels polynomes homogénes de

discriminant non nul, si
[Io(P') : ... Iyw.ay(P))] = [Io(P) : ... : Iyn.ay(P)] € PAND(C),

alors P et P’ sont GL-équivalents.
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Base d’invariants

Les invariants déterminent-ils les polynémes homogénes de discriminant
non nul & SL-équivalence prés?

Théoréme : Soient N, d deux entiers, et notons

(N, d) == <N;d> —(N+1)? €

Si g(N,d) <0, alors tous les polynémes homogenes de degré d et de
discriminant non nul sont GL-équivalents.

Sig(N,d) > 1, il existe un entier § et g(N,d) + 1 invariants
Io,..., 1y q) de degré § dans Ay 4 tels que pour tout polynéme homogeéne
P de degré d et de discriminant non nul, au moins un des I (P) est non
nul; et tels que pour tout couple (P, P’) de tels polynomes homogénes de

discriminant non nul, si
[Io(P') : ... Iyw.ay(P))] = [Io(P) : ... : Iyn.ay(P)] € PAND(C),

alors P et P’ sont GL-équivalents. En d’autres termes, si
(Io(P"), ..., Iyn,a)(P")) = (Io(P), ..., Iq(nv,a)(P)), alors il existe une racine
d-iéme de 'unité ¢ telle que P’ est SL-équivalent & &P.
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Cas ot ¢(N,d) <0
Il y a trois cas ou ¢(N,d) < 0, et tous les polyndémes homogénes de
discriminant non nul sont GL-équivalents.
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Cas ou q(N,d) <0
Il y a trois cas ou ¢(N,d) < 0, et tous les polyndémes homogénes de
discriminant non nul sont GL-équivalents.
Sid=1, alors ¢(N,1) = —=N(N 4 1) < 0, et les polynémes non nuls
homogeénes de degré d sont les formes linéaires sur CV !, donc ils sont tous
GL-équivalents.

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs



Cas ot ¢(N,d) <0
Il y a trois cas ou ¢(N,d) < 0, et tous les polyndémes homogénes de
discriminant non nul sont GL-équivalents.

Sid=1, alors ¢(N,1) = —=N(N 4 1) < 0, et les polynémes non nuls
homogeénes de degré d sont les formes linéaires sur CV !, donc ils sont tous
GL-équivalents.

Sid =2, alors q(N,2) = —w < 0, et un polynéme homogéne P
est une forme quadratique qu’on écrit sous forme matricielle P = 'X AX, ou
X est le vecteur colonne de coordonnées (xo,...,zn) et A est une matrice
symétrique.

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs



Cas ot ¢(N,d) <0
Il y a trois cas ou ¢(N,d) < 0, et tous les polyndémes homogénes de
discriminant non nul sont GL-équivalents.

Sid=1, alors ¢(N,1) = —=N(N 4 1) < 0, et les polynémes non nuls
homogeénes de degré d sont les formes linéaires sur CV !, donc ils sont tous
GL-équivalents.

Sid =2, alors q(N,2) = —w < 0, et un polynéme homogéne P
est une forme quadratique qu’on écrit sous forme matricielle P = 'X AX, ou
X est le vecteur colonne de coordonnées (xo,...,zn) et A est une matrice
symétrique. Si Discy,2(P) est non nul, cette matrice est inversible, donc il
existe une matrice symétrique inversible M telle que M2 = A.
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Cas ot ¢(N,d) <0
Il y a trois cas ou ¢(N,d) < 0, et tous les polyndémes homogénes de
discriminant non nul sont GL-équivalents.

Sid=1, alors q(N,1) = =N(N +1) <0, et les polynémes non nuls
homogeénes de degré d sont les formes linéaires sur CV !, donc ils sont tous
GL-équivalents.

Sid =2, alors q(N,2) = —w < 0, et un polynéme homogéne P
est une forme quadratique qu’on écrit sous forme matricielle P = 'X AX, ou
X est le vecteur colonne de coordonnées (xo,...,zn) et A est une matrice
symétrique. Si Discy,2(P) est non nul, cette matrice est inversible, donc il
existe une matrice symétrique inversible M telle que M 2 = A. On a donc :

PoM =" MX)AMX)="X("MAM)X ="'XX.

Donc tous les polynémes homogénes de discriminant non nul sont
GL-équivalents.

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs variables



Cas ot ¢(N,d) <0
Il y a trois cas ou ¢(N,d) < 0, et tous les polyndémes homogénes de
discriminant non nul sont GL-équivalents.

Sid=1, alors q(N,1) = =N(N +1) <0, et les polynémes non nuls
homogeénes de degré d sont les formes linéaires sur CV !, donc ils sont tous
GL-équivalents.

Sid =2, alors q(N,2) = —w < 0, et un polynéme homogéne P
est une forme quadratique qu’on écrit sous forme matricielle P = 'X AX, ou
X est le vecteur colonne de coordonnées (xo,...,zn) et A est une matrice

symétrique. Si Discy,2(P) est non nul, cette matrice est inversible, donc il
existe une matrice symétrique inversible M telle que M 2 = A. On a donc :

PoM =" MX)AMX)="X("MAM)X ="'XX.

Donc tous les polynémes homogénes de discriminant non nul sont
GL-équivalents.

Si N =1etd=3, alors ¢(1,3) = 0.

MORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plus



Cas ot ¢(N,d) <0
Il y a trois cas ou ¢(N,d) < 0, et tous les polyndémes homogénes de
discriminant non nul sont GL-équivalents.

Sid=1, alors q(N,1) = =N(N +1) <0, et les polynémes non nuls
homogeénes de degré d sont les formes linéaires sur CV !, donc ils sont tous
GL-équivalents.

Sid =2, alors q(N,2) = —w < 0, et un polynéme homogéne P
est une forme quadratique qu’on écrit sous forme matricielle P = 'X AX, ou
X est le vecteur colonne de coordonnées (xo,...,zn) et A est une matrice
symétrique. Si Discy,2(P) est non nul, cette matrice est inversible, donc il
existe une matrice symétrique inversible M telle que M 2 = A. On a donc :

PoM =" MX)AMX)="X("MAM)X ="'XX.
Donc tous les polynémes homogénes de discriminant non nul sont
GL-équivalents.

Si N =1etd=3, alors ¢(1,3) = 0. Pour tout triplet de points
distincts (z, ', 2"") dans (P*(C))3, il existe une matrice dans GLa ¢
envoyant z sur [0: 1], 2’ sur [1: 1] et " sur [1:0].
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Cas ot ¢(N,d) <0
Il y a trois cas ou ¢(N,d) < 0, et tous les polyndémes homogénes de
discriminant non nul sont GL-équivalents.

Sid=1, alors q(N,1) = =N(N +1) <0, et les polynémes non nuls
homogeénes de degré d sont les formes linéaires sur CV !, donc ils sont tous
GL-équivalents.

Sid =2, alors q(N,2) = —w < 0, et un polynéme homogéne P
est une forme quadratique qu’on écrit sous forme matricielle P = 'X AX, ou
X est le vecteur colonne de coordonnées (xo,...,zn) et A est une matrice
symétrique. Si Discy,2(P) est non nul, cette matrice est inversible, donc il
existe une matrice symétrique inversible M telle que M 2 = A. On a donc :

PoM =" MX)AMX)="X("MAM)X ="'XX.

Donc tous les polynémes homogénes de discriminant non nul sont
GL-équivalents.

Si N =1etd=3, alors ¢(1,3) = 0. Pour tout triplet de points
distincts (z, ', 2"") dans (P*(C))3, il existe une matrice dans GLa ¢
envoyant z sur [0: 1], 2’ sur [1: 1] et 2" sur [1 : 0]. Donc pour tout couple
(P, P') de polynémes homogenes de discriminant non nul, il existe une
matrice envoyant les racines de P’ sur celles de P, donc P et P’ sont
GL-équivalents.

MORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plus
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Exemple de base d’invariants

Si N =1 et d =4, les polynémes homogénes sont de la forme

P(Xo,X1) = a4,0X§ + a3,1XSX1 + a2,2X§X12 + 041,3X0Xi)’ + a0,4Xf.
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Exemple de base d’invariants

Si N =1 et d =4, les polynémes homogénes sont de la forme

P(Xo,X1) = a4,0X§ + a3,1XSX1 + a2,2XgX12 + al,3X0Xi)) + a0,4Xf.

Ces polynémes admettent un invariant de degré 2 :
S(P) := aa,0a0,4 — 4as,1a1,3 + 3615,2,
et un invariant de degré 3, le catalecticant :

L 2 2 3
T(P) 1= 04,002,200,4 — 44,001 3 — A3,100,4 + 2(1/3,1(12«2(11,3 — Qg 2.
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Exemple de base d’invariants

Si N =1 et d =4, les polynémes homogénes sont de la forme

P(Xo,X1) = a4,0X§ + a3,1X§’X1 + a2,2XgX12 + al,3X0Xi)) + ao,4Xf.

Ces polynémes admettent un invariant de degré 2 :
S(P) := aa,0a0,4 — 4as,1a1,3 + 3615,2,
et un invariant de degré 3, le catalecticant :

. 2 2 3
T(P) 1= 04,002,200,4 — 44,001 3 — A3,100,4 + 2(1/3,1(12«,2(11,3 — Qg 2.

On aq(l,4) = (i) — 22 = 1, et une base d’invariants de degré § := 6 est
donnée par
Iy := SS, et [, := T2,
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Exemple de base d’invariants

Si N =1 et d =4, les polynémes homogénes sont de la forme

P(Xo,X1) = a4,0X§ + a3,1X§’X1 + a2,2XgX12 + al,3X0Xi)) + ao,4Xf.

Ces polynémes admettent un invariant de degré 2 :
S(P) := aa,0a0,4 — 4as,1a1,3 + 3615,2,
et un invariant de degré 3, le catalecticant :

L 2 2 3
T(P) 1= 04,002,200,4 — 44,001 3 — A3,100,4 + 2(1/3,1(12«,2(11,3 — Qg 2.

On aq(l,4) = (i) — 22 = 1, et une base d’invariants de degré § := 6 est
donnée par
Iy := SS, et [, := T2,

On a aussi que le discriminant s’écrit, a une constante prés :

Disci4 = S* — 2777,

minant de polynémes homogéne
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Théoréme de Jordan

On dit que deux polynémes homogenes P et P’ dans Z[Xo,..., Xn]a
sont SL-équivalents sur Z s’il existe une matrice M dans SLy 1,z telle que
Pl = P o M

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Théoréme de Jordan

On dit que deux polynémes homogenes P et P’ dans Z[Xo,..., Xn]a
sont SL-équivalents sur Z s’il existe une matrice M dans SLy 1,z telle que
Pl = P o M

Théoréme (Jordan, 1880) : Soient N > 1, d > 3 des entiers, et soit P un
polyndéme homogéne dans C[Xo, ..., Xn]s de discriminant non nul. Il existe
un ensemble fini (peut-étre vide) de polyndémes homogenes {Q1,...,Q:}
dans Z[Xo, ..., Xn]aq tels que pour tout @ dans Z[Xo, ..., Xn]4, les
affirmations suivantes soient équivalentes :
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Théoréme de Jordan

On dit que deux polynémes homogenes P et P’ dans Z[Xo,..., Xn]a
sont SL-équivalents sur Z s’il existe une matrice M dans SLy 1,z telle que
Pl = P o M

Théoréme (Jordan, 1880) : Soient N > 1, d > 3 des entiers, et soit P un
polyndéme homogéne dans C[Xo, ..., Xn]s de discriminant non nul. Il existe
un ensemble fini (peut-étre vide) de polyndémes homogenes {Q1,...,Q:}
dans Z[Xo, ..., Xn]aq tels que pour tout @ dans Z[Xo, ..., Xn]4, les
affirmations suivantes soient équivalentes :

1. Le polynome @ est SL-équivalent sur C a P,
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Théoréme de Jordan

On dit que deux polynémes homogenes P et P’ dans Z[Xo,..., Xn]a
sont SL-équivalents sur Z s’il existe une matrice M dans SLy 1,z telle que
Pl = P o M

Théoréme (Jordan, 1880) : Soient N > 1, d > 3 des entiers, et soit P un
polyndéme homogéne dans C[Xo, ..., Xn]s de discriminant non nul. Il existe
un ensemble fini (peut-étre vide) de polyndémes homogenes {Q1,...,Q:}
dans Z[Xo, ..., Xn]aq tels que pour tout @ dans Z[Xo, ..., Xn]4, les
affirmations suivantes soient équivalentes :

1. Le polynome @ est SL-équivalent sur C a P,

2. Le polynome @ est SL-équivalent sur Z & 'un des @Q;.
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Théoréme de Jordan

On dit que deux polynémes homogenes P et P’ dans Z[Xo,..., Xn]a
sont SL-équivalents sur Z s’il existe une matrice M dans SLy 1,z telle que
Pl = P o M

Théoréme (Jordan, 1880) : Soient N > 1, d > 3 des entiers, et soit P un
polyndéme homogéne dans C[Xo, ..., Xn]s de discriminant non nul. Il existe
un ensemble fini (peut-étre vide) de polyndémes homogenes {Q1,...,Q:}
dans Z[Xo, ..., Xn]a tels que pour tout @ dans Z[Xo,..., Xn]a, les
affirmations suivantes soient équivalentes :

1. Le polynome @ est SL-équivalent sur C a P,

2. Le polynome @ est SL-équivalent sur Z & 'un des @Q;.

En particulier, si q(IV,d) > 1, si (lo, ..., I4) est une base d’invariants de
degré §, et si P est un polynome homogéne dans C[Xo, ..., Xn]q de
discriminant non nul, alors il existe un ensemble fini de polyndémes
{Q1,...,Qs} dans Z[Xo, ..., Xn]q tels que pour tout Q dans
Z|Xo, ..., Xn]d, les affirmations suivantes soient équivalentes :
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Théoréme de Jordan

On dit que deux polynémes homogénes P et P’ dans Z[Xo, ..., Xn]d
sont SL-équivalents sur Z s’il existe une matrice M dans SLy 1,z telle que
Pl = P o M

Théoréme (Jordan, 1880) : Soient N > 1, d > 3 des entiers, et soit P un
polyndéme homogéne dans C[Xo, ..., Xn]s de discriminant non nul. Il existe
un ensemble fini (peut-étre vide) de polyndémes homogenes {Q1,...,Q:}
dans Z[Xo, ..., Xn]a tels que pour tout @ dans Z[Xo,..., Xn]a, les
affirmations suivantes soient équivalentes :

1. Le polynome @ est SL-équivalent sur C a P,

2. Le polynome @ est SL-équivalent sur Z & 'un des @Q;.

En particulier, si q(IV,d) > 1, si (lo, ..., I4) est une base d’invariants de
degré §, et si P est un polynome homogéne dans C[Xo, ..., Xn]q de
discriminant non nul, alors il existe un ensemble fini de polyndémes
{Q1,...,Qs} dans Z[Xo, ..., Xn]a tels que pour tout Q dans
Z|Xo, ..., Xn]d, les affirmations suivantes soient équivalentes :

L. On a l'égalité (I0(Q), ..., Iyn.a)(Q)) = (Io(P), ..., Iyn,a)(P)),
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Théoréme de Jordan

On dit que deux polynémes homogénes P et P’ dans Z[Xo, ..., Xn]d
sont SL-équivalents sur Z s’il existe une matrice M dans SLy 1,z telle que
Pl = P o M

Théoréme (Jordan, 1880) : Soient N > 1, d > 3 des entiers, et soit P un
polyndéme homogéne dans C[Xo, ..., Xn]s de discriminant non nul. Il existe
un ensemble fini (peut-étre vide) de polyndémes homogenes {Q1,...,Q:}
dans Z[Xo, ..., Xn]a tels que pour tout @ dans Z[Xo,..., Xn]a, les
affirmations suivantes soient équivalentes :

1. Le polynome @ est SL-équivalent sur C a P,

2. Le polynome @ est SL-équivalent sur Z & 'un des @Q;.

En particulier, si q(IV,d) > 1, si (lo, ..., I4) est une base d’invariants de
degré §, et si P est un polynome homogéne dans C[Xo, ..., Xn]q de
discriminant non nul, alors il existe un ensemble fini de polyndémes
{Q1,...,Qs} dans Z[Xo, ..., Xn]a tels que pour tout Q dans
Z|Xo, ..., Xn]d, les affirmations suivantes soient équivalentes :

1. Ol’l a l’égalité (]()(Q), - 71(1(1\",d)(Q)) = (I(](P), . ,«lq(N,d)(P)):
2. Le polynome @ est SL-équivalent sur Z & 'un des Q;.

MORDANT Discriminant de polynémes homogé



Discriminant arithmétique et conjecture de finitude

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Discriminant arithmétique et conjecture de finitude

A-t-on besoin de tous les invariants pour avoir une telle propriété de
finitude ?
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Discriminant arithmétique et conjecture de finitude

A-t-on besoin de tous les invariants pour avoir une telle propriété de
finitude ?

Pour tous N, d, le discriminant Discy,q dans
An,a = C[{Tko,m,kw (koy...,kn) € IN,dH

est défini & une constante non nulle prés.
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Discriminant arithmétique et conjecture de finitude

A-t-on besoin de tous les invariants pour avoir une telle propriété de
finitude ?

Pour tous N, d, le discriminant Discy,q dans
An,a = C[{Tko,m,km (koy...,kn) € IN,dH

est défini & une constante non nulle prés.

11 est possible de choisir cette constante de maniére a ce que les
coefficients de Discy,q soient entiers et premiers entre eux dans leur
ensemble.
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Discriminant arithmétique et conjecture de finitude

A-t-on besoin de tous les invariants pour avoir une telle propriété de
finitude ?

Pour tous N, d, le discriminant Discy,q dans
An,a = C[{Tky,...kn (Ko, ..., kn) € Ina}]
est défini & une constante non nulle prés.

11 est possible de choisir cette constante de maniére a ce que les
coefficients de Discy,q soient entiers et premiers entre eux dans leur
ensemble. On obtient ainsi le discriminant arithmétique :

DiSCN),j S AN,d,Z = Z[{Tko,...,kN7 (ko, ey ]CN) S IN,d}],

défini au signe prés.
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Discriminant arithmétique et conjecture de finitude

A-t-on besoin de tous les invariants pour avoir une telle propriété de
finitude ?

Pour tous N, d, le discriminant Discy,q dans
An,a = C[{Tko,m,km (koy...,kn) € IN,dH

est défini & une constante non nulle prés.

11 est possible de choisir cette constante de maniére a ce que les
coefficients de Discy,q soient entiers et premiers entre eux dans leur
ensemble. On obtient ainsi le discriminant arithmétique :

DiSCN),j S AN,d,Z = Z[{Tko,...,kN7 (ko, ey ]CN) S IN,d}],
défini au signe prés.

Conjecture : si N > 1 et d > 3 sont deux entiers et a est un entier relatif
non nul, alors il existe un ensemble fini {Q1,...,Q,} de polyndomes
homogeénes dans Z[Xo, ..., Xn]aq tels que, pour tout polyndéme homogéne Q
dans Z[Xo, ..., Xn]a, les affirmations suivantes soient équivalentes :
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Discriminant arithmétique et conjecture de finitude

A-t-on besoin de tous les invariants pour avoir une telle propriété de
finitude ?

Pour tous N, d, le discriminant Discy,q dans
An,a = C[{Tko,m,km (koy...,kn) € IN,dH

est défini & une constante non nulle prés.

11 est possible de choisir cette constante de maniére a ce que les
coefficients de Discy,q soient entiers et premiers entre eux dans leur
ensemble. On obtient ainsi le discriminant arithmétique :

DiSCNJ S AN,d,Z = Z[{Tko,...,kN7 (ko, ey ]CN) S IN,d}],
défini au signe prés.

Conjecture : si N > 1 et d > 3 sont deux entiers et a est un entier relatif
non nul, alors il existe un ensemble fini {Q1,...,Q,} de polyndomes
homogeénes dans Z[Xo, ..., Xn]aq tels que, pour tout polyndéme homogéne Q
dans Z[Xo, ..., Xn]a, les affirmations suivantes soient équivalentes :

1. Le discriminant arithmétique Discy ¢(Q) vaut a,
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Discriminant arithmétique et conjecture de finitude

A-t-on besoin de tous les invariants pour avoir une telle propriété de
finitude ?

Pour tous N, d, le discriminant Discy,q dans
An,a = C[{Tko,m,km (koy...,kn) € IN,dH

est défini & une constante non nulle prés.

11 est possible de choisir cette constante de maniére a ce que les
coefficients de Discy,q soient entiers et premiers entre eux dans leur
ensemble. On obtient ainsi le discriminant arithmétique :

DiSCNJ S AN,d,Z = Z[{Tko,...,kN7 (ko, ey ]CN) S IN,d}],
défini au signe prés.

Conjecture : si N > 1 et d > 3 sont deux entiers et a est un entier relatif
non nul, alors il existe un ensemble fini {Q1,...,Q,} de polyndomes
homogeénes dans Z[Xo, ..., Xn]aq tels que, pour tout polyndéme homogéne Q
dans Z[Xo, ..., Xn]a, les affirmations suivantes soient équivalentes :

1. Le discriminant arithmétique Discy ¢(Q) vaut a,

2. Le polynoéme @ est SL-équivalent sur Z a I'un des Q;.

TORDANT Discriminant de polynémes homo
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La conjecture de finitude découle de la conjecture suivante :

MORDANT minant de polynémes homogéne:



Conjecture de Shafarevich et théoréme de Lawrence et Venkatesh
La conjecture de finitude découle de la conjecture suivante :

Conjecture (de Shafarevich pour les hypersurfaces projectives) : Soit
{p1,...,pm} un ensemble fini de nombres premiers.
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Conjecture de Shafarevich et théoréme de Lawrence et Venkatesh
La conjecture de finitude découle de la conjecture suivante :

Conjecture (de Shafarevich pour les hypersurfaces projectives) : Soit
{p1,...,pm} un ensemble fini de nombres premiers. Il existe un ensemble
fini de polynémes homogenes {Q1,...,Q,} dans Z[Xo, ..., Xn]a tels que

pour tout polynéme homogéne P dans Z[Xo, ..., Xn]d4, les affirmations
suivantes soient équivalentes :

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs



Conjecture de Shafarevich et théoréme de Lawrence et Venkatesh
La conjecture de finitude découle de la conjecture suivante :

Conjecture (de Shafarevich pour les hypersurfaces projectives) : Soit
{p1,...,pm} un ensemble fini de nombres premiers. Il existe un ensemble
fini de polynémes homogenes {Q1,...,Q,} dans Z[Xo, ..., Xn]a tels que
pour tout polynéme homogéne P dans Z[Xo, ..., Xn]d4, les affirmations
suivantes soient équivalentes :
1. Le discriminant arithmétique Discy, q(P) s’écrit (au signe prés) comme
un produit de puissances des premiers pj,
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Conjecture de Shafarevich et théoréme de Lawrence et Venkatesh
La conjecture de finitude découle de la conjecture suivante :

Conjecture (de Shafarevich pour les hypersurfaces projectives) : Soit
{p1,...,pm} un ensemble fini de nombres premiers. Il existe un ensemble
fini de polynémes homogenes {Q1,...,Q,} dans Z[Xo, ..., Xn]a tels que
pour tout polynéme homogéne P dans Z[Xo, ..., Xn]d4, les affirmations
suivantes soient équivalentes :
1. Le discriminant arithmétique Discy, q(P) s’écrit (au signe prés) comme
un produit de puissances des premiers pj,
2. Le polynéme P est GL-équivalent sur Q & un polynéome de la forme
u @i, oll u est un nombre rationnel non nul et 1 <7 < r est un entier.
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Conjecture de Shafarevich et théoréme de Lawrence et Venkatesh
La conjecture de finitude découle de la conjecture suivante :

Conjecture (de Shafarevich pour les hypersurfaces projectives) : Soit
{p1,...,pm} un ensemble fini de nombres premiers. Il existe un ensemble
fini de polynémes homogenes {Q1,...,Q,} dans Z[Xo, ..., Xn]a tels que
pour tout polynéme homogéne P dans Z[Xo, ..., Xn]d4, les affirmations
suivantes soient équivalentes :
1. Le discriminant arithmétique Discy, q(P) s’écrit (au signe prés) comme
un produit de puissances des premiers pj,
2. Le polynéme P est GL-équivalent sur Q & un polynéome de la forme
u @i, oll u est un nombre rationnel non nul et 1 <7 < r est un entier.

Théoréme (Lawrence, Venkatesh, 2020) : Il existe un entier Ny > 1 et une
fonction dy : N — N tels que pour tous N et d tels que N > Ny et

d > do(N), et pour tout ensemble fini de premiers {p1,...,pm}, il existe un
polynéme homogéne F' non nul de Ay q,7 tel que, pour tout polyndéme
homogéne P dans Z[Xo, ... Xn]q dont le discriminant Discy,q(P) s’écrit (au
signe prés) comme un produit de puissances des premiers p;, F'(P) s’annule.

TORDANT Discriminant de polynémes homogénes a plusieurs variables



