Projet 1

Permutations aléatoires et mesure
d’Ewens

sujet proposé par Olivier Hénard

olivier.henard@universite-paris—-saclay.fr

On décrit dans ce projet quelques propriétés des permutations aléatoires prises sous la mesure d’Ewens.
Cette mesure a été introduite par Warren Ewens dans le domaine de la génétique des populations. Elle est
notamment utilisée pour modéliser la distribution des alleéles dans une population soumise a des muta-
tions aléatoires, et donne lieu a diverses statistiques utiles pour estimer la diversité génétique. On propose
dans ce projet une étude théorique des petits cycles sous la mesure d’Ewens, puis des cycles biaisés par
la taille et des plus grands cycles pour une permutation uniforme.

1.1 Mesure d’Ewens et nombre total de cycles

Notons pour 7 entier > 1 S,, I’ensemble des permutations de [n] := {1,...,n}. Une suite ug, us, . ..
étant donnée avec u; € [¢| pour tout i > 2, on considere le procédé suivant de construction récursive
d’une suite de permutations (o, ),>1 de Sy, : o7 est la permutation identité: o;(1) = 1, puis on pose
pour tout n > 1:

On+41 = 0n© (un+17 n+ 1)7

c’est-a-dire que 0,41 est obtenue en composant o, par la droite par la transposition (uy+1,n + 1) qui
échange u,1 et n + 1.

De fagon imagée, on imagine des clients 1, 2, 3... qui rentrent successivement dans un restaurant ou
des clients sont déja attablés; le client n + 1 s’assoit a la table du client u,,; a sa droite si u,4+1 # n+1,
ou s’assoit seul a une nouvelle table si u,4+1 = n + 1; les tables occupées par les clients a I’instant n
correspondent aux cycles de la permutation o, qui sont obtenus en parcourant les tables vers la droite.

Par exemple, si n = 8, les choix uo = 1,u3 = 3,uq = 1,u5 = 4,ug = 2,uy = 7,ug = 3 donnent
lieu a la permutation og de Sg suivante:

1 2 4
0—8:(14526)(38)(7):< 6 2 5 ; f ; g) (1.1)

ou la premiere écriture donne la décomposition en cycles de og, tandis que sur la seconde écriture, la
seconde ligne donne les images par og des éléments de la premicre ligne.
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Soit # > 0 un nombre réel. On injecte maintenant des probabilités en introduisant une suite (Uy, )n>2
de variables indépendantes dont la loi est donnée, pour n > 1, par:

1
Upnt1 =k avec probabilité el sik € [n]

Up+1 =n+1 avec probabilité ——,
n—+06

et on notera (¥,),>1 la suite de permutations aléatoires obtenues; on dit alors que X,, possede la loi

d’Ewens de parametre 6 sur S,,. Si o est un élément de S, on notera ¢;(c) le nombre de cycles de

longueur ¢ de o, et ¢(o) = Y. ¢;(0) le nombre de cycles total. Sur I'exemple (T.I), c(os) = 3 et

c1(og), ca(03) et c5(og) sont les trois valeurs non nulles, égales a 1.

T1. Montrer (par exemple par récurrence sur n) que, pour tout n > 1 entier et toute permutation
oces,,

gc@)
6@ +1)...(04+n—1)
et décrire qualitativement I’influence du parametre 6. Quelle est la loi de la permutation aléatoire dans le
cas particulier = 1?

P(S, =0) = (1.2)

S1. Implémenter un algorithme qui prend en entrée n et € et génere une permutation aléatoire >, prise
sous la loi d’Ewens de paramétre 6.

T2. Déduire de la construction précédente le calcul de la fonction génératrice suivante : ) S, 5¢(9),

T3. Montrer que ¢(X,) le nombre de cycles d’une permutation prise sous la mesure d’Ewens peut
étre représenté sous la forme ¢(X,) = > 1, L{y,=i} si I’on adopte la convention Uy = 1. En déduire
espérance et variance de ¢(X,,), puis, a I’aide de 1’inégalité de Chebychev, montrer la convergence en
probabilité:
o(En)
log(n)

P
— 0, quand n — co.

S2. Représenter des trajectoires de n — ¢(3,,), pour 1 < n < 1000, pour # = 1,4, 10. Commenter

I’influence de 6. Représenter des trajectoires de n — c(Zn) , a-t-on convergence p.s.? (On prendra un
log(n)

intervalle de temps aussi grand que possible pour observer 1’éventuelle convergence).

T4. On note I' la fonction Gamma d’Euler ﬂ et on pose u, = 4/6log(n). Montrer que la fonction

c(En)—0log(n)

génératrice , (t) = E[e  VPlosm | satisfait :

(0T (n + et/un0)
L(n + 0)T(et/unf)’

on(t) = e tin

En passant a la limite dans 1’expression précédente, on peut montrerE]la convergence en loi vers une
loi normale centrée réduite quand n — oo:

(Sn) — 0log(n)

flog(n)

'on rappelle T'(z + 1) = 2T'(x) et T'(1) = 1 en particulier T'(n) = (n — 1)! si n est un entier > 1
Zvous pouvez essayer, mais c’est tout a fait facultatif, 2 ne traiter que si tout est terminé; on rappelle la formule de Stirling
D(z) ~ V2rz® /2 (pas de faute de frappe ici...) quand z — oo

= N(0,1).
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c(Xp)—0log(n)

S3. Illustrer cette convergence en tracant 1’histogramme associé a 500 réalisations de Tontr)
og(n

pour n = 200.

1.2 Formule d’échantillonnage d’Ewens et petits cycles

On appelle partition de [n] une famille d’ensembles deux a deux disjoints de [n] dont I’'union est [n].
Noter que les cycles d’une permutation considérés chacun en tant qu’ensemble (sans 1’ordre des éléments
al'intérieur des cycles) forment une partition de [n]. Ainsi sur I’exemple (T-T) la partition|de [8] associée
a la décomposition en cycles est {{1,2,4,5,6},{3,8},{7}}, elle a 3 blocs: 1 bloc de taille 1, 1 bloc de
taille 2 et 1 bloc de taille 5.

TS. Lobjectif de cette question est la démonstration de la formule d’échantillonnage d’Ewens qui
décrit la loi jointe du vecteur (¢1(Xy,), ..., cn (X)) pour X, sous la mesure d’Ewens.

1. Pour une partition de [n] donnée avec k; blocs de taille 7, 1 < i < n, montrer que le nombre de
permutations dont la décomposition en cycle qui se projette sur cette partition est [ [, (i — 1)tk

2. Montrer que le nombre de partitions de [n] qui ont k; blocs de taille ¢ pour tout 7 entre 1 et n vaut:

n!

3. Quelle est la probabilité P(%,, = o) pour o une permutation de S,, telle que ¢;(o,,) = k; pour tout
tentre letn ?

En déduire la formule d’Ewens : pour k1, ..., k, > 0 des entiers,
P(ey(S)) = ki, ca(S,) = k $) = k) = n 1 oS kiq
(c1(Bn) = k1, ca(Bn) = kz, oo en(En) = ka) = G o Rt et ik

T6. Si N1, No,..., N, sont des variables aléatoires indépendantes, et IV; suit la loi de Poisson de
paramétre 6/1, calculer:
P(Ny = ki, Ny =k, ..., N, = ky)

et en déduire que la loi jointe de (c1(3y,), c2(Xr), - - -, ¢n(2y)) est une loi conditionnelle simple.

Longueurs des cycles et restaurant de Feller On veut illustrer les résultats précédents. Sion s’intéresse
aux seules longueurs des cycles, du point de vue de la simulation, il peut étre utile de considérer le restau-
rant de Feller; en un mot I’idée est la suivante; ’entier n étant fixé, on cherche a donner directement la
composition des tables, en énumérant dans 1’ordre les clients de la premiere table (en partant de 1), puis
les clients de la seconde table en commencant par le plus petit entier de cette table,...

Précisément, soit (Bg) 1<k<n—1 une suite finie de variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli
avec

B 0
CO0+n—k
Ensuite, on pose A; = {2,...,n}etUy=1. Alétape k =1,...,n — 1:

P(Bf =1)=1—P(B} =0)

na

3Noter que I’ordre des blocs n’a pas d’importance, seule compte la relation d’equivalence "étre dans le méme bloc" associée
a la partition

“on pourra commencer par regarder la définition du coefficient multinomial, qui généralise le coefficient binomial
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1. Si B}l =0, le client Uy, avec Uy, variable de loi uniforme sur Ay, se place a droite du client Uj,_;
a sa table.

2. Si By} = 1, on ferme la table en cours et le client Uy, = min A, commence une nouvelle table.

Enfin, Ag41 := A \ Ug. Apres I’étape k = n — 1, on obtient une permutation aléatoire, notée ©,,, via
sa décomposition en cycles.

Noter que Aj comprend les indices des clients non encore placés avant 1’étape k, Ay possede n — k
éléments, et les indices BT, By, ... décident de la fermeture des tables. Si on reprend 1’exemple
alors on a que la suite des (Up, Uy, Uz, . . .) est (14526387) et (BY, BS, .. .) est (0000101)

T7. Montrer que la permutation ©,, ainsi construite suit encore la loi d’Ewens de parametre 6 (on
pourra vérifier que 1’équation (I.2)) vaut encore pour O,,).

Pour o une permutation, on note ¢;(c) la longueur du cycle qui contient 1, et ¢2(c) la longueur
du cycle qui contient le plus petit entier non compris dans le cycle qui contient 1, et ainsi de suite :
c¢’est-a-dire qu’on énumere les cycles dans leur ordre d’apparition. Pour I’exemple (I.1)), ¢1(os) = 5,
ly(og) = 2, l3(0s) = 1.

T8. Donner une formule pour les longueurs (¢;(0,),7 > 1) des cycles de ©,, en fonction des espace-
ments entre les éléments de ’'ensemble {1 <i<n—1: B =1} = {J1 < o < ... < Ji}.

S4. Pour § = 1,2,5, implémenter un algorithme qui prend n et # en arguments et retourne une réal-
isation de (c1(0y,),c2(0y), .. ., cn(@n))lﬂ Tracer I’histogramme de ¢;(0,,) ainsi que les valeurs de la
fonction de masse k£ — P(N; = k) de la loi de Poisson de parametre 1 sur le méme schéma pour
k=0,...,10.

1.3 Grands cycles d’une permutation uniforme

Dans toute la suite du projet, on consideére le cas # = 1 ou la loi de ¥, est uniforme.

T9. Montrer que ¢1(X,,) la longueur du cycle qui contient 1 dans X, est de loi uniforme sur [n], c’est-
a-dire:
P(l1(2,) =k1) =

S

pour 1 < k; < n. En déduire la loi jointe de (¢1(%,,), . ..

S
)
—

\g|
3

)):

1 1 1 1

.,
1
- H —1
=1

=1 ijo k;

pour des entiers non nuls k1, ..., k. telsque k1 + ko + ... + k. < n.

Son rappelle que c(c) pour o permutation a été définie juste avant T1
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On note £(1)(c) > £(9y(0) > ... le réordonnancement par taille décroissante des longueurs de cycles

l1(0),¥2(0),. ... On admet la convergence en loi de la longueur renormalisée par n du plus grand cycle
pour une permutation uniforme de [n], et on note L la loi limite obtenue, ¢’est-a-dire:
Ly (2
fy) (1.3)
n

T10. Soit (U;);>1 des variables aléatoires uniformes sur [0, 1] i.i.d. Montrer pour tout 7 > 1 la conver-
gence en loi suivante quand n — oo,

r—1
(fl(fn) : 62(317,)’ R gr(f”)) = (Uh (1 — Ul)UQ, ey (H(l — Uz))Ur)
=1

Proposerlﬂune formule pour la loi limite L qu’on exprimera comme un certain maximum d’une fonction
des variables aléatoires (U;);>1.

Dans la suite du projet on étudie la loi de L, également connue sous le nom de loi de max-Dickman.

T11. Soit k entier tel que n/2 < k < n. Montrer que le nombre de permutations qui posseédent un
cycle de longueur £ satisfait :

!
{0 € S, : o posséde un cycle de longueur k} = %

En déduire, pour ces mémes valeurs de k, la valeur de PP (2(1)(Zn) = /-c) puis le calcul de la limite
suivante pour ¢t nombre réel tel que 1/2 < ¢ < 1:

Ly (2,
lim P(W §t>,

n—00 n

et enfin la fonction de répartition de L sur I’intervalle [1/2, 1].

T12. Montrer que L (définie par (1.3)) satisfait I’équation en loi suivante, avec U variable uniforme
sur I'intervalle [0, 1] indépendante de L dans le membre de droite:

L2 max{U,(1-U)L}

T13. Montrer que la fonction p : [1,00) = R, u — p(u) := P(L < 1/u) satisfait:

o) = [ oty

-1

puis en déduire que p satisfait I’équation différentielle a retard suivante:
p(u) =1siu € [0,1],

up'(u) + p(u—1) =0siu > 1.

%on ne demande pas ici une preuve rigoureuse!
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S5. Représenter la fonction u — p(u) sur [0, 3]. S’il vous reste de 1’énergie, comparer a la fonction de

(En)

. ” .. . . . L s .
répartition empirique évaluée en % de la variable %, soit a la fonction:

Oy (2
u»—>1Card{1§i§N:(1)(n)§1}
N n U

avec (X¢))1<i<n des copies indépendantes de 3.

Notes supplémentaires : Ramanajuan a prouvé que la fonction p peut étre représentée sous la forme

intégrale suivante:
(u) 1+Z(_1)k/ Sy
plu) = ——ayi...ayk
k! Iy(w) Y1 -+ - Yk

avec le domaine d’intégration Iy, (u) = {y1 > 1/u, ...,y > 1/u,y1 + - +yp < 1}.
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