L3 LDD 2024/2025 MDD 303 : Probabilités Université Paris-Saclay

Feuille d’exercices n°1 : Variables aléatoires réelles et fonctions de répartition

Eléments de cours.

Déf : Fonction indicatrice de ACR : 14 : R — {0,1}, T4(x) =1 si z € A,0 sinon.

Soit maintenant X une variable aléatoire réelle (v.a.r).

Fonction de répartition.

Déf : Fonction de répartition de X : Fx : R — [0,1], Fx(z) = P(X < z).

Prop : Fx est croissante, continue & droite, Fx(—o0) =0, Fx(+00) =1, et Fx caractérise la loi de X.
Prop : Limite a gauche en x : Fx(z—) = P(X < x).

Déf : = est un atome de la loi de X ssi P(X = z) > 0 ssi « est un point de discontinuité de Fx.

Variables aléatoires discretes.

Déf : X est discréte s’il existe un sous-ensemble S C R au plus dénombrable tel que P(X € S) = 1.
Prop : X est discrete ssi 'ensemble Sx des atomes de X vérifie P(X € Sx) = 1.

Prop : X est discrete ssi F'x est constante par morceaux.

Déf : Fonction de masse de X : px : Sx = R, px(s) =P(X = s).

Prop : px caractérise la loi de X, et > s px(s) = 1.

Prop : Powr ACR, P(X € A) =} g, px(s)La(s).

Variables aléatoires a densité.

Déf : X est a densité sl existe fx : R — R, intégrable telle que Vo € R, Fix(x) = ffoo fx(y) dy.
Déf : fx est appelée densité de X.

Prop : fx caractérise la loi de X, et fj;j fx(x)de =1.

Prop : Si X est a densité, alors Fx est continue, i.e. la loi de X est sans atome.

Prop : Si Fx est continue et C' par morceaux, alors X est a densité.

Prop : Pour ACR, P(X € A) = [7_ fx(2)1a(z) da.

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition Fx est définie par :

0 si t<-—-2,

1 .

55 S —2<t <0,

1 .

= s 0<t<1
Vi eR Fx(t) = 112 . ’

7 st 1<t<3,

+osi 3<t<5,

1 si t>5.

1. Montrer que X est une v.a. discrete et déterminer sa fonction de masse.
2. Calculer P(-3 < X < 3).

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition Fx est définie par :
0 si t<0,

VteER  Fx(t) = si 0<t<2,
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1. Tracer la courbe représentative de F'x, montrer que X est une v.a. a densité et déterminer cette densité.
2. Calculer P(3 < X < 3).

Exercice 3. Soit X une variable aléatoire de densité f définie par

f(ac)z{ % S% T > a,

0 si z<a,

pour un certain a > 0.

1. Calculer a.
2. Calculer P(X > 20).
3. Quelle est la fonction de répartition de X ?

Exercice 4. Soit X une variable aléatoire de densité f définie par

1 3
VeeR  f(x) = 7 Lo<a<n) + 3 T{3cpesy-

1. Donner la fonction de répartition de X.
2. Calculer P(X € [3,2]U]3,4]).



